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MEMOIRES   ET   COMMUNICATIONS. 


Nouvelle  démonstration  d  un  théorème  relatif  au  déplacement 
infiniment  petit  d'un  dièdre,  et  nouvelle  application  de  ce 
théorème;  par  M.  A.  Mannhelm. 

Dans  une  Note  publiée  récemment  (*)  sur  le  déplacement  infini- 
ment petit  d'un  dièdre,  j'ai  donné  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  face  d'un  dièdre  mobile  a  pour  caractéi'istique 
une  droite  perpendiculaire  à  l'arête  de  ce  dièdre,  i autre  face  a 
aussi  pour  caractéristique  une  perpendiculaire  à  cette  arête. 

Je  me  propose  de  donner  une  démonstration  directe  de  ce  théo- 
rème et  d'en  faire  une  nouvelle  application. 

Du  centre  o  d'une  sphère,  menons  des  plans  (A),  (B)  parallèle- 
ment aux  faces  du  dièdre.  Soit  om  le  rayon  de  la  sphère  qui  est 
parallèle  à  l'arête  du  dièdre.  Les  plans  (A)  et  (B)  coupent  la  sphère 
suivant  deux  grands  cercles  qui  se  rencontrent  en  m  et  qui  com- 
prennent entre  eux  un  angle  égal  <à  l'angle  w  du  dièdre. 

Après  un  déplacement  infiniment  petit  du  dièdre,  effectuons  les 
mêmes  constructions.  Nous  aurons  des  plans  (A'),  (B')  se  coupant 
suivant  le  rayon  om'  et  rencontrant  la  sphère  suivant  des  grands 


(')  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  séance  du  11  juin  1877. 
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(in  les,  comprenant  aussi  entre  eux  l'angle  o),  puisque  Je  dièdre 
mobile  est  de  grandeur  invariable. 

(  )n  peut  amener  sur  la  sphère  l'angle  formé  par  les  deux  pre- 
miers grands  cercles,  dont  le  sommet  est  /«,  à  coïncider  avec  l'angle 
dont  le  sommet  est  /?*',  au  moyen  d'une  rotation  infiniment  petite 
autour  d'un  centre  instantané  c.  Par  suite,  on  peut  amener  les 
plans  (A),  (B)  à  coïncider  avec  les  plans  (A'),  (B'),  au  moyen  d'une 
rotation  infiniment  petite  autour  du  rayon  oc.  Les  caractéristiques 
de  (A)  et  de  (B)  sont  les  projections  de  oc.  Ces  caractéristiques  sont 
respectivement  parallèles  aux  caractéristiques  des  faces  du  dièdre 
mobile;  mais  l'une  de  ces  faces  a  pour  caractéristique  une  droite 
perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre  ;  le  plan  (  A),  parallèle  à  cette 
face,  a  alors  pour  caractéristique  une  perpendiculaire  au  rayon  om. 
Le  rayon  oc,  dont  cette  caractéristique  est  la  projection,  est  alors 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  om,  et  la  projection  de  oc  sur  le 
plan  B  est  alors  aussi  perpendiculaire  à  ce  rayon  om.  La  face  du 
dièdre  correspondant  à  (B)  a  par  suite  pour  caractéristique  une 
perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre,  et  le  théorème  est  démontré. 

Appliquons  ce  théorème  à  la  démonstration  de  cette  propriété 
bien  connue  : 

Lorsque  les  deux  rayons  de  courbure  d'une  courbe  gauche  (a) 
sont  proportionnels,  cette  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  une 
surface  cj  lindrique. 

Considérons  la  courbe  [a)  comme  tracée  sur  sa  surface  recti- 
fiante; elle  est  une  ligne  géodésique  de  cette  surface,  et,  puisque 
le  rapport  de  ses  rayons  de  courbure  est  constant,  elle  coupe  sous 
le  même  angle  toutes  les  génératrices  de  cette  surface. 

Appelons  a  un  point  de  la  courbe,  G  la  droite  rectifiante  qui 
passe  en  ce  point,  et  (G)  la  surface  rectifiante  de    a  . 

Menons  par  a  le  plan  (A)  normal  à  (a),  et  par  G  le  plan  (B) 
normal  à  (G).  Ces  plans  comprennent  entre  eux  un  angle  dièdre 
qui  est  le  même  quelle  que  soit  la  position  de  a  sur  (a),  et  dont 
l'arête  est  la  normale  en  a  à  (G). 

Déplaçons  infiniment  peu  ce  dièdre,  de  façon  que  a  vienne  en  a' 
sur  ii  .  que  G  coïncide  avec  la  génératrice  de  G  qui  passe  en  a', 
et  <pie  ses  faces  restent  normales  l'une  à  {a  .,  l'autre  à  (G). 

Puisque  ■  a  |  est  une  ligne  géodésique  de    1 1   •  son  plan  oscillateur 


est  normal  à  cette  surface,  et  par  suite  l'axe  de  courbure  de  («), 
c'est-à-dire  la  caractéristique  de  (A),  est  perpendiculaire  à  l'arête 
du  dièdre.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  la  caractéristique 
de  (B)  est  aussi  perpendiculaire  «à  cette  arête.  Cette  caractéristique 
est  alors  parallèle  à  G;  et,  comme  elle  doit  rencontrer  cette  droite 
au  point  où  celle-ci  touche  son  enveloppe,  on  voit  que  ce  point  est 
à  l'infini.  Les  droites  rectifiantes  de  (a)  sont  donc  parallèles  entre 
elles,  et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  le  théo- 
rème est  démontré. 


Démonstrations  géométriques  d'un  théorème  relatif  aux  surfaces 
réglées;  par  M.  A.  Mannheim. 

(Séance  du  21  novembre  1877.) 

Le  théorème  que  je  me  propose  de  démontrer  est  le  suivant,  dû 
à  M.  O.  Bonnet,  et  qu'il  énonce  ainsi  (*)  : 

Lue  ligne  tracée  sur  une  surface  gauche,  qui  coupe  sous  un 
angle  constant  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  et  qui 
est  en  même  temps  ligne  géodésique,  ne  peut  être  que  la  ligne 
de  striction. 

Appelons  (G)  la  surface  réglée,  G  une  génératrice,  et  a  le  point 
où  cette  droite  est  rencontrée  par  la  ligne  géodésique  (a).  Menons 
en  a  et  par  la  droite  G  le  plan  normal  à  (G)  5  menons  aussi  en  ce 
point  le  plan  normal  (A)  à  (a).  Ces  deux  plans  forment  un  dièdre 
dont  l'arête  est  la  normale  en  a  à  (G),  et  qui,  par  hypothèse,  est 
de  grandeur  constante,  quel  que  soit  le  point  de  la  courbe  (a)  qu'on 
considère. 

Déplaçons  infiniment  peu  ce  dièdre, de  façon  que  a  reste  toujours 
sur  (a)  et  que  ses  faces  soient  toujours  normales  à  (G)  et  à  [a).  La 
caractéristique  de  la  face  (A),  étant  perpendiculaire  au  plan  oscil- 
lateur de  («),  est  perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre.  11  en  est  alors 
de  même  pour  la  caractéristique  de  la  face  qui  contient  G.  Cette 
caractéristique  rencontre  G  à  l'infini,  et,  connue  ce  point  de  ren- 

Voir  Joui  mil  de  l'Ecole  Polytechnique,   \\\\\    Cahier,  p.  71. 
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contre  est  le  point  où  cette  face  du  dièdre  touche  (G),  on  voit 
qu'elle  est  tangente  à  (G)  à  l'infini.  Le  plan  mené  par  G,  et  qui 
est  perpendiculaire  à  cette  face,  est  alors  le  plan  central  ;  comme 
ce  plan  touche  (G)  en  <z,  ce  point  est  le  point  central  sur  G.  Le 
point  a  étant  arbitraire  sur  («),  tous  les  points  de  cette  courbe 
jouissent  de  la  même  propriété,  et  (a)  est  alors  la  ligne  de  striction 
de  (G). 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Il  est  facile  de  construire  une  surface  réglée  sur  laquelle  on  a  une 
ligne  géodésique  rencontrant  les  génératrices  sous  des  angles  égaux. 

Prenons  pour  cela  une  courbe  arbitraire  (a),  et  par  uu  quel- 
conque de  ses  points  menons  le  plan  rectifiant.  Dans  ce  plan  et 
à  partir  de  #,  traçons  une  droite  G  faisant,  avec  la  tangente  at  à 
(«),  un  angle  donné.  En  répétant  cette  construction  pour  tous  les 
points  de  («),  le  lieu  des  droites  G  ainsi  construites  est  la  sur- 
face (G)  demandée. 

On  peut  dire  que  cette  surface  (G)  est  le  lieu  engendré  par  l'un 
des  côtés  G  d'un  angle  mobile  (G,  at)  de  grandeur  invariable,  dont 
le  plan  est  constamment  perpendiculaire  au  plan  oscillateur  d'une 
courbe  donnée  [a)  et  dont  l'un  des  côtés  at  touche  toujours  cette 
courbe  au  sommet  a  de  l'angle  mobile. 

En  partant  de  cette  génération,  nous  allons  démontrer  le  théo- 
rème précédent,  en  faisant  usage  de  cette  propriété  :  Les  plans 
centraux  des  surfaces  engendrées  par  les  côtés  d'un  angle  mobile 
de  grandeur  invariable  et  le  plan  perpendiculaire  au  plan  de  cet 
angle,  mené  par  la  caractéristique  de  ce  plan,  sont  parallèles  à  l'axe 
du  déplacement. 

Pour  la  surface  engendrée  par  la  tangente  at,  le  plan  central  se 
confond  avec  le  plan  de  l'angle  mobile.  Ce  plan  coupe  alors  le  plan 
normal  au  plan  de  cet  angle  mené  par  sa  caractéristique  suivant 
cette  droite  même.  Le  plan  de  cette  caractéristique  et  du  côté  G 
qui,  d'après  le  théorème  que  je  viens  d'énoncer,  est  le  plan  central 
de  (G),  est  donc  le  plan  de  l'angle  lui-même,  c'est-à-dire  le  plan 
qui  touche  (G)  en  a.  Par  suite  a  est  le  point  central  sur  (G),  et  (a) 
est  la  ligne  de  striction  de  cette  surface. 

On  démontre  aussi  simplement  ces  deux  théorèmes,  dus  aussi  à 
M.  O.  Bonnet  : 
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Si  la  ligne  de  striction  coupe,  sous  un  angle  constant,  les  géné- 
ratrices rectilignes  d  une  surface  gauche,  cette  ligne  de  striction 
est  une  ligne  géodésique  de  cette  surface. 

Si  la  ligne  de  striction  d'une  surface  gauche  est  en  même 
temps  une  ligne  géodésique,  elle  coupe  sous  le  même  angle  toutes 
les  génératrices  rectilignes  de  cette  surface. 


Théorème  sur  la  Géométrie  des  Quinconces; 
par  M.   Edotjakd  Lucas. 

(Séance  du  7  novembre  1877.) 

Les  centres  de  trois  cases  quelconques  d'un  échiquier  de  gran- 
deur quelconque  ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  d'un  triangle 
équilatéral  ou  d'un  hexagone  régulier. 

En  effet,  011  observera  d'abord  que,  si  l'on  considère  l'échiquier 
comme  indéfini  dans  tous  les  sens,  le  centre  d'une  case,  l'un  de 
ses  sommets,  ou  le  milieu  de  l'un  de  ses  côtés,  est  toujours  un 
centre  de  symétrie.  Cela  posé,  désignons  par  A,  B,  C  les  centres 
de  trois  cases,  et  supposons-les  situés  aux  sommets  d'un  triangle 
équilatéral  ;  le  milieu  de  la  ligne  BC  est  évidemment  placé  sur  l'un 
des  centres  de  symétrie  de  l'échiquier  ;  par  conséquent,  le  point  D, 
symétrique  du  point  A  par  rapport  à  la  droite  BC,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  par  rapport  à  son  milieu,  est  aussi  le  centre  d'une 
case.  Dans  Je  triangle  isoscèle  ABD,  on  a  d'ailleurs 

ÂD2=3Â~B2; 

mais,  d'après  la  nature  de  l'échiquier,  on  a 

AB2=  a-+  b\     ~\D=  c2+  d\ 
a,  b}  c,  d  désignant  des  nombres  entiers.  On  aurait  donc 

<r  +d-=3  [a2  -+-  h2  , 
et  par  suite  Je  nombre  3  diviserait  une  somme  de  deux  carrés,  <» 
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(jui  est  impossible,  puisque  ee  nombre  n'est  pas  lui-même  une 
somme  de  deux  carrés. 

il  eu  résulte  que  le  système  des  équations  indéterminées 

x1  -+-  y  =  u2  4-  e2  =  x  —  //  -  -+-   y  —  v  -, 

ou  le  système 

x-  -+-  y"  =  «'+c'=2  m  r  -f-  f/), 

est  impossible  à  résoudre  en  nombres  entiers  ou  fractionnaires. 
Nous  montrerons  ultérieurement  comment  on  peut,  par  la  géo- 
métrie des  quinconces,  démontrer  ces  deux  théorèmes  d'Arith- 
métique : 

i°  Le  produit  d'une  somme  de  deux  carrés  par  une  somme  de 
deux  carrés  est  une  somme  de  deux  carrés. 

2°  Tout  diviseur  d'une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  est  une  somme  de  deux  carrés. 

Remarque.  —  Il  est  facile  dans  l'espace,  pour  un  échiquier  cu- 
bique formé  de  cubes  égaux  et  juxtaposés,  de  trouver,  et  d'une 
infinité  de  manières,  trois  ou  six  cubes  dont  les  centres  soient  dis- 
posés aux  sommets  d'un  triangle  équilatéral  ou  d'un  hexagone 
régulier ,  ou  quatre  cubes  dont  les  centres  soient  disposés  aux 
sommets  d'un  tétraèdre  régulier. 


Sur   les   singularités  des  courbes   gauches  algébriques  ; 
par  M.   Halphen. 

(Séance  du  7  novembre  1877.) 

Dans  plusieurs  Mémoires  antérieurs  (*),  j'ai  traité  un  grand 
nombre  de  questions  relatives  au  dénombrement  des  singularités 
des  courbes  planes  algébriques.  Pour  la  solution  de  ces  questions, 
j'ai  fait  usage  d'une  méthode  uniforme  que  j'ai  exposée,  réduite  à 
sa  plus  simple  expression,  dans  mon  Mémoire  sur  le  contact  des 


(')  Recueil  des  Savants  étrangers,   t.  X.XVI;  Journal  de  Mathématiques,   3'  série, 
t.  II;  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  passim. 


courbes  planes  avec  les  coniques  (').  La  même  méthode  peut  être 
appliquée  à  la  solution  des  questions  analogues  concernant  les  êtres 
géométriques  définis  par  plusieurs  fonctions  simultanées  d'une 
seule  variable.  C'est  ainsi  que  j'ai  pu  traiter  la  théorie  des  caracté- 
ristiques des  systèmes  de  coniques  (2).  Dans  le  Mémoire  actuel,  je 
m'occuperai,  en  suivant  la  même  voie,  des  singularités  des  courbes 
gauches  et  des  surfaces  développables.  Dans  une  autre  occasion, 
j'étudierai  les  singularités  des  surfaces  gauches. 

Parmi  les  travaux  antérieurs  relatifs  aux  singularités  des  courbes 
gauches,  je  citerai  un  Mémoire  de  M.  Cayley  [Journal  de  Mathé- 
matiques, ie  série,  t.  X)  et  un  Mémoire  de  M.  Zeuthen  {Annal i 
di  Mathem.,  ie  série,  t.  III). 

§  I.   —  Points   singuliers   des  courbes  gauches. 

1.  Quelques  mots  d'abord  pour  rappeler  la  représentation  ana- 
lytique des  points  singuliers  des  courbes  planes. 

Théorème  I.  —  Aux  environs  d'un  point  O  situé  sur  une 
courbe  algébrique  plane,  et  pris  pour  origine  des  coordonnées 
rectilignes,  toutes  les  j)ositions  d'un  point  mobile  sur  cette  courbe 
sont  définies  par  un  ou  plusieurs  systèmes  d'équations,  tels  que 

(,)  x  =  t»,    jr=f[t), 

dans  lequel  n  est  un  entier  positif  et  f[t)  un  développement  pro- 
cédant suivant  les  puissances  entières,  positives  et  ascendantes 
de  t.  Ces  équations  soJit  valables  dans  les  limites  de  conver- 
gence def[l). 

Ce  théorème,  que  je  me  contente  de  rappeler  sans  démonstration, 
peut  être  attribué  à  Newton.  Il  est,  en  effet,  une  conséquence 
immédiate  du  parallélogramme. 

La  portion  de  courbe  représentée  par  les  équations  (i)  a  été 
désignée  par  M.  Cayley  sous  le  nom  de  branche  super  linéaire. 
Des  considérations  algébriques,  empruntées  à  M.  Puiseux,  m'ont 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  l.  IV,  p.  5g. 

(2)  Ce  Mémoire  n'est  pas  encore  publié.  Il   paraîtra  dans   le   prochain   Cahier  di 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 
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précédemment  conduit  à  employer,  pour  le  même  objet,  le  nom  de 
système  circulaire.  Pour  plus  de  brièveté,  j'emploierai  ici  le  nom 
de  c)  de. 

A  chaque  valeur  de  x  répondent  dans  (i)  n  valeurs  de  £,  et  aussi, 
par  suite,  n  valeurs  de  j  ,  à  moins  que  f  ne  contienne  que  des  puis- 
sances entières  de  t*,  À"  étant  un  diviseur  de  n.  S'il  en  est  ainsi,  en 
prenant  tl  pour  nouvelle  variable  au  lieu  de  ?,  on  fera  disparaître 
cette  restriction.  Ainsi  l'on  peut  supposer  que,  dans  (i),  à  chaque 
valeur  de  x  répondent  n  valeurs  de  y. 

Quand  t  décroît  jusqu'à  zéro,  le  rapport  dey  a  x  tend  vers  une 
limite  unique  ;  donc  le  cycle  (i)  admet  en  son  origine  O  une  seule 
tangente.  Si  cette  tangente  n'est  pas  l'axe  des  y,  ce  que  l'on  peut 
supposer,  f[t)  commence  par  un  terme  de  degré  au  moins  égal  à  n. 
Si  cette  tangente  est  choisie  pour  axe  des  .r,  f(t)  commence  par 
un  terme  de  degré  supérieur  h  n.  Soit  n  -f-  v  le  degré  de  ce  terme. 
Les  deux  nombres  entiers  positifs  «,  v  jouent  un  grand  rôle  dans 
la  théorie  des  points  singuliers  des  courbes  planes.  J'appelle  n 
Y  ordre  et  v  la  classe  du  cycle.  Je  désignerai  à  l'occasion  le  cycle 
d'ordre  n  et  de  classe  v  par  ces  mots  :  le  cycle  [n,  v). 

2.  L'ordre  n  du  cycle  est  le  nombre  des  valeurs  de  y  qui  ré- 
pondent à  une  valeur  de  x.  Comme  l'axe  des  x  a  une  direction 
quelconque,  ce  nombre  est  celui  des  points  voisins  de  O  en  lesquels 
le  cycle  est  rencontré  par  une  sécante  de  direction  arbitraire  et 
passant  dans  les  environs  de  O.  On  voit  donc  que  si,  en  un  point  O, 
une  courbe  se  décompose  en  plusieurs  cycles,  la  somme  des  ordres 
de  ces  cycles  est  ce  qu'on  appelle  communément  Y  ordre  de  multi- 
plicité du.  point  O. 

La  tangente  du  cycle  étant  prise  pour  axe  des  x,  les  équations  (i) 
sont  de  la  forme 

(  2  )  x  =  t",    x=A  t"+''  + 

Vai  un  point  a,  répondant  à  une  \aleur  quelconque  de  t,  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  est -A.V  -{-....  Si  l'on  suppose  L 

infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  a  ce  résultat  : 

Théorème  1J.  —  Soit  sur  un  cycle  (//,  v)  un  point  a  dont  lu 
distance  à  l'origine  O  du  cycle  soit  infiniment  petite  d'ordre  n. 
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La  tangente  en  a  fait  avec  la  tangente  en  O  un  angle  infiniment 
j)etit  d'ordre  v. 

3.  Je  rappelle  maintenant  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Soient  C,  C  deux  courbes  planes  algébriques 

se  correspondant  point  par  point  :  aux  points  qui,  sur  l'une. 
appartiennent  à  un  seul  et  même  cycle  correspondent ,  sur  l'autre, 
des  points  appartenant  aussi  à  un  seul  et  même  cycle. 

Soient  7/,  ri  les  ordres  de  deux  tels  cj  des  (C),  (C)  :  à  un  point 
placé  sur  (C),  aune  distance  infiniment  petite  d'ordre  n  de.  V ori- 
gine de  (C),  correspond  un  point  placé  sur  (C)  à  distance  infini- 
ment petite  d'ordre  n'  de  l'origine  de  (C)  ('  ). 

Considérons,  comme  au  n°  2,  un  cycle  (/>,  v)  d'une  courbe  C  et 
le  point  ci  sur  ce  cycle.  Considérons,  en  même  temps,  une  courbe 
C  corrélative  de  C.  Sur  C  existe  un  cycle  correspondant  au  cycle 
(/z,  v)  de  C.  L'origine  de  ce  cycle  et  le  point  qui  y  correspond  à  a 
sont  les  transformées  des  tangentes  du  premier  cycle  a  l'origine  et 
au  point  a.  Ces  tangentes  font  entre  elles  un  angle  infiniment  petit 
d'ordre  v  :  donc  les  points,  qui  en  sont  les  transformés,  sont  entre 
eux  à  une  distance  d'ordre  v  ;  donc,  par  application  du  théorème  111, 
l'ordre  du  cycle  de  C  est  v.  D'où,  par  réciprocité,  ce  résultat  : 

Théorème  1\  .  —  A  un  cycle  (n,  v)  (V une  courbe  plane  cor- 
respond, dans  une  courbe,  corrélative,  un  ode  iv,  n). 

4.  J'arrive  maintenant  aux  courbes  gauches. 

Une  courbe  gauche  G  est,  par  définition,  le  lieu  d'un  point  dont 
les  coordonnées  rectil ignés  dans  l'espace  sont  des  fonctions  d'une 
seule  variable.  Si  ces  fonctions  sont  algébriques,  la  courbe  est  dite 
algébrique.  De  cette  définition  il  résulte  que  toutes  les  projections 
ou  perspectives  d'une  courbe  gauche  algébrique  sur  un  plan  sont 
des  courbes  planes  algébriques.  On  reconnaît  sans  peine  que, 
parallèlement  à  une  direction  arbitraire,  il  n'y  a  qu'un  nombre  liui 
de  droites  rencontrant  G  en  plus  d'un  point.  Si  donc  on  projette  (  i 
sur  deux  plans  suivant  deux  directions  arbitraires,  les  projections 
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G',  G"  correspondent  point  par  point  à  G,  et,  par  suite,  se  corres- 
pondent aussi  entre  elles  point  par  point. 

SoienL  O,  a  deux  points  infiniment  voisins  pris  sur  G.  Les  pro- 
jections O'rt',  O"  a"  de  Oa  sont  des  infiniment  petits  d'un  même 
ordre;  donc  (théorème  III)  les  cycles  correspondants  qui  sur  G' et 
<\"  ont  respectivement  O'  et  O"  pour  origine  sont  d'un  même  ordre. 
Supposons  O  pris  pour  origine  des  coordonnées,  et  les  directions 
des  projetantes  prises  pour  celles  des  axes  des  z  et  desj}'.  Les  deux 
cycles  de  G'  et  G"  sont  alors,  n  étant  leur  ordre,  représentés  simul- 
tanément par 

(3)  x  =  v,  r=/(0»    z  =  ?(<)> 

fet  o  étant  des  développements  commençant  chacun  par  un  terme 
île;  degré  //. 

J'appelle  cycle  la  portion  de  la  courbe  gauche  G  définie  par  (3). 
On  a  ainsi  ce  premier  résultat  :  jIux  environs  cV un  point  quel- 
compte,  une  courbe  gauche  algébrique  se  décompose  en  un  ou 
plusieurs  cj  des. 

Changeons  les  plans  y  =  o  et  :=  o,  de  manière  à  faire  dispa- 
raître les  termes  de  degré  n  dans  y  et  dans  ©.  Il  est  visible  qu'on 
astreint  ainsi  ces  plans  à  passer  par  une  certaine  droite.  Celte 
droite  est,  comme  on  s'en  assure  aisément,  la  limite  d'une  corde 
passant  par  O,  c'est-à-dire  la  tangente  du  cycle.  On  peut,  en  outre, 
achever  de  déterminer  le  plan  z  =  o,  de  manière  à  élever  encore 
le  degré  du  premier  terme  dans  o.  Le  plan  ainsi  obtenu  est  la  limite 
d'un  plan  passant  par  la  tangente  et  un  point  du  cycle  infiniment 
voisin  de  O.  C'est  le  plan  oscillateur  du  cycle.  Les  coordonnées 
ainsi  choisies,  les  équations  (3)  prennent  la  forme 

( 4 )  x  =  /",    y  =  'K  ln+i  -4-  .  . . ,     z  =  B l"+i+-'  -4-   . . . 

Les  entiers  positifs  n.  i,  v  seront  dits  Y  ordre,  le  rang,  la  classe 
du  cycle  (//,  i,  v).  La  raison  de  ces  dénominations  va  tout  à  l'heure 
apparaître. 

5.  Au  moyen  des  équations  (4)  et  par  un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  du  n°  2,  on  parvient  immédiatement  au  résultat  sui- 
vant  : 

Théorème  ^  .  —  Si,  sur  un  cj  de  \  n.  i.  v  .  on  passe  de  l'origine 
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à  un  point  dont  la  distance  a  cette  origine  soit  infiniment  pe- 
tite d'ordre  n\  la  tangente  tourne  d'an  angle  infiniment  petit 
d'ordre  15  le  plan  oscillateur  d'au  angle  infiniment  petit 
d'ordre  v. 

A  quoi  l'on  peut  ajouter,  O  étant  l'origine  du  cyele  et  a  le  point 
variable  : 

La  distance  de  O  à  la  tangente  en  a.  est  de  V ordre  n-\- i: 
V angle  de  cette  tangente  avec  le  plan  oscillateur  en  O  est  de 
V ordre  v  +  j;  la  distance  de  la  tangente  en  O  et  de  la  tangente 
en  a  est  de  V ordre  n  -+-  i  ■+-  v. 

6.  Du  théorème  II  je  suis  passé  au  théorème  IV  par  l'emploi  du 
théorème  III.  Semblablement  le  théorème  Y  va  donner  lieu  à  une 
conséquence. 

Une  courbe  gauche  G  fait  partie  d'une  figure  composée  de  points 
a,  dont  la  suite  constitue  G  ;  de  droites  D,  tangentes  de  G  et 
génératrices  d'une  développable  S  ;  de  plans  p,  tangents  à  S  et  oscu- 
Jateurs  à  G. 

Une  ligure  corrélative  se  compose  de  plans  r,  tangents  à  une 
développable  S,  corrélative  de  G,  et  oscillateurs  à  une  courbe  T, 
corrélative  de  S  ;  de  droites  A,  corrélatives  de  D,  génératrices  de  S 
et  tangentes  de  T  5  de  points  a  dont  la  suite  constitue  T. 

Les  courbes  G  et  T  se  correspondent  point  par  point.  A  un  cycle 
de  G  correspond  un  cycle  de  I\  Soient  O,  il  les  origines  de  ces 
cycles.  Quand  On  est  infiniment  petit  d'ordre  //,  Qa  est  infiniment 
petit  d'ordre  v  d'après  la  seconde  partie  du  théorème  V  5  donc 
d'après  le  théorème  III,  v  est  l'ordre  du  cycle  de  T.  Eu  même  temps, 
les  droites  D  et  A  tournent  d'un  angle  infiniment  petit  d'ordre  /; 
donc  : 

Théorème  VI.  —  7  un.  cycle  ( //,  i,  v)  correspond,  dans  une 
figure  corrélative,    un  cycle  (v,  /,  //  |. 

7.  Au  lieu  de  coordonnées  parallèles,  on  peut  faire  usage  de 
coordonnées  tétraédrales.  Soient  alors  .r,,  :c8,  xsi  •'*'■<  l('s  coordon- 
nées d'un  point.  Les  équations 

(5)  —  =  /-,     -  =  A*«+' +  ...,      ^=Br+'>"+... 

OC 4  JC \  .<   1 
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définissent,  comme  (4),  un  cycle  (n,i,v).  Abréviativement  désignons 
par  plan  .r,  le  plan  coordonné  .r;  =  o  et  par  sd  le  sommet  opposé 
du  tétraèdre  de  référence.  On  voit  que  le  cycle  (5)  a  sA  pour  som- 
met   xs   pour  plan  oscillateur,  et  pour   tangente  la  droite  x2  X* 

OU     Si  S;. 

Les  deux  premières  équations  (5)  définissent  une  perspective  de 
la  courbe,  le  point  de  vue  étant  en  ^3,  c'est-à-dire  en  un  point  arbi- 
traire ;  donc  : 

i°  La  perspective  d'un  cycle  (n,  i,  y)  faite  dun  point  quel- 
conque, pris  pour  point  de  vue,  est  un  cycle  («,  i). 

De  même,  la  première  et  la  troisième  équation  (5)  donnent  ce 
résultat  : 

9.0  Faite  d'un  point  quelconque  du  plan  oscillateur,  la  perspec- 
tive est  un  n  cle  (  //,  i  4-  v). 

La  deuxième  et  la  troisième  équation  donnent  cet  autre  résultat  : 

3°  Faite  d'un  point  quelconque  de  la  tangente,  la  perspective 
est  un  o  cle  (//  H-  i,  v). 

Enfin  des  équations  (5)  on  déduit 


A*<+...,     ^=B/' 


On  en  conclut,  en  vertu  du  théorème  III,  que  : 

4°  Faite  de  l'origine  du  cycle  (//,  /,  v),  la  perspective  est  un 

cycle  (i,  v). 

Cette  analyse  suppose  expressément  que  chaque  perspective  cor- 
respond point  par  point  à  G.  Si  le  point  de  vue  est  le  sommet  d'un 
cône  dont  chaque  génératrice  rencontre  G  en  plusieurs  points,  les 
résultats  précédents  se  modifient.  Je  n'insisterai  pas  sur  ce  sujet. 

8.  Les  perspectives  de  G  sont  des  courbes  planes  corrélatives  des 
sections  planes  de  la  développable  S.  On  peut  donc,  des  résultais 
du  n°  7,  conclure,  au  moyen  du  théorème  IV,  les  ordres  et  les 
classes  des  cycles  des  sections  de  .i.  Si  ensuite  on  y  change  les 
nombres  //,  v  entre  eux,  on  a,  en  vertu  du  théorème  \  1,  ce  qui  est 
relatif  aux  sections  de  S.  En  conséquence; 
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.  lu  cycle  {il,  *',  y)  de  la  courbe  gauche,  G  correspond  dans  une 
section  de  S  : 

i°  Par  un  plan  quelconque,  le  cycle  (i,  y)  -, 

•2°  Par  un  plan  passant  à  l  origine,  le  cycle  (i '  -\-  /*,  v   ; 

3°  Par  un  plan  tangent,  le  cycle  (tz,  v  +  i)  ; 

4°  Par  le  plan  oscillateur,  le  cycle  (n,  i). 

9.  Entre  le  degré  m',  la  classe  pi  et  les  ordres  et  les  classes  //, 
v'  des  cycles  d'une  courbe  plane  existe,  comme  on  sait,  la  relation 

(6)  ï  <S-n')  =  3(F.'-m>)  ('). 

En  appliquant  cette  relation  à  une  section  de  S  et  à  une  section 
de  2,  on  obtient  deux  relations  analogues  pour  la  courbe  gauche  G. 

Le  degré  m  de  G  est  le  nombre  des  points  où  G  rencontre  un 
plan;  sa  classe  [j.  est  le  degré  de  T  ou  le  nombre  des  plans  oscu- 
lateurs  que  l'on  peut  mener  à  G  par  un  point  ;  le  rang  r  commun 
à  G  et  à  T  est  le  nombre  des  droites  D  ou  A  qui  rencontrent  une 
droite  arbitrairement  choisie. 

Une  section  arbitraire  de  S  a  pour  degré  p  et  pour  classe  ;\  A 
chaque  cycle  (//,  i,  v),  dont  l'origine  n'est  pas  dans  son  plan,  cor- 
respond, pour  cette  section  (n°8),  un  cycle  (i,  y).  En  outre,  son 
plan  rencontre  G  en  ni  points,  dont  chacun  est  l'origine  d'un  cycle 
(i,  i,  i).  A  ce  cycle  répond  (n°  8),  dans  la  section,  un  cycle  (2,  1), 
pour  lequel  l'élément  (1/ —  n')  de  l'équation  (6)  est  égal  à  —  1 .  On 
a  donc 

(7)-  2{v  —  i)—m  =  3{y.—  r. 

Semblablement,  pour  une  section  de  E,  on  a 
(8)  I(n—  i)  —  ij.=  3{m—  r). 

Telles  sont  les  deux  relations  annoncées.  On  peut  les  combiner 
par  soustraction,  de  manière  à  obtenir  une  autre  relation  symé- 
trique par  rapport  aux  éléments  de  G  ri  de  T,  savoir  : 


(')  Voir,  par  exemple,  t.  IV  de  ce  Bulletin,  p.  66. 

VI. 
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Si  l'on  connaît,  pour  une  courbe,  les  ordres  et  les  classes  de  tous 
les  cycles  dont  les  ordres  n  diffèrent  de  l'unité,  la  relation  (9)  four- 
nit le  nombre  des  plans  osculateurs  stationnai/es  de  cette  courbe. 


§  II.  —  Slr  les 


COVARIANTS    DIFFERENTIELS. 


10.  A  la  fin  du  paragraphe  précédent,  j'ai  déduit  de  la  théorie 
des  courbes  planes  deux  relations  (7),  (8)  entre  le  degré,  le  rang, 
la  classe  d'une  courbe  gauche  et  les  ordres,  les  rangs,  les  classes  de 
ses  cycles.  On  obtiendrait  directement  ces  relations  en  cherchant  : 
i°le  nombre  des  plans  osculateurs  menés  par  un  point,  c'est-à-dire 
la  classe  exprimée  au  moyen  du  degré,  du  rang  et  des  éléments 
caractéristiques  des  cycles  5  20  le  nombre  des  plans  osculateurs  sta- 
tionnants. L'un  ou  l'autre  de  ces  problèmes  conduira  a  chercher, 
sur  la  courbe,  le  nombre  des  points  en  chacun  descpiels  cette 
courbe  satisfait  à  une  certaine  équation  différentielle,  exprimant 
soit  que  le  plan  oscillateur  passe  par  un  point  donné,  soit  qu'il  est 
stationnaire. 

Plus  généralement,  je  pose  la  question  suivante  :  Etant  donnée 
une  équation  algébrique  entre  x,  y,  z  et  les  dérivées  successives 
de  Y)  z  Par  rapport  à  .r,  trouver  le  nombre  des  points  d'une 
courbe  gauche  algébrique  G,  en  chacun  desquels  cette  équation 
est  satisfaite . 

C'est,  comme  on  voit,  la  question  dont  j'ai  précédemment  donné 
la  solution  pour  les  courbes  planes  (  *  ). 

Il  est  avantageux,  dans  la  solution  d'un  tel  problème,  de  ne  pas 
se  priver  des  ressources  qn'oifre  la  Géométrie  projective  et,  par 
conséquent,  d'envisager  les  équations  différentielles  sous  forme 
projective.  Elles  s'otlrent  d'elles-mêmes,  sous  cette  forme,  dans  les 
applications  géométriques.  Pour  être  en  mesure  de  traiter,  à  ce 
point  de  vue,  la  question  annoncée,  il  m'est  nécessaire  de  présenter 
quelques  considérations  générales  sur  ce  qu'on  peut  appeler  les 
coloriants  différentiels. 

1 1 .  Pour  la  commodité  des  notations,  je  désignerai  par  £,  ïj,  £, 
au  lieu  de  x.  j",  c,  les  coordonnées  linéaires  d'un  point.  Je  consi- 


(')  Journal  di'  Mathématiques,  2*  série,  t.  II. 
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(1ère  une  équation  algébrique,  sous  forme  entière,  entre  £,  >j,  '£  et 
les  dérivées  successives  de  »,  £  prises  par  rapport  à  la  variable  £. 
Je  transforme  cette  équation  en  y  faisant  deux  changements  :  i°  je 
prends  une  vai'iable  indéterminée  t\  2°  je  remplace  les  variables  £, 
yj,  £  par  xt,  x2,  j:3,  a74  en  posant 

(10)  xAl  =  x,,    Xt7)  =  xt,    x(Ç  =  x3. 

Je  désigne  abréviativement  le  premier  membre  de  l'équation  trans- 
formée et  mise  sous  forme  rationnelle  et  entière  par^(x).  La 
lettre  x  rappelle  que  les  variables  sont  xx , .  .  . ,  et  l'indice  t  rappelle 
que  la  variable  indépendante  est  t. 

12.  La  fonction  ^  (x)  jouit  de  deux  propriétés  dues  à  sa  prove- 
nance. Soit  u  une  fonction  quelconque  de  t;  posons 

ii  Xi  =  u  y ,     .r2  =  uyi ,     x3  =  uy3 ,     xk  =  u  r4 , 

et  substituons  ces  expressions  dans  f.  A  cet  effet,  il  faut  exprimer 
les  dérivées  de  x  en  fonction  de  celles  àes  y  et  de  u,  en  appliquant 
la  règle  connue  pour  les  dérivées  d'un  produit.  Dans  la  dérivée  pieme 
de  x,  la  dérivée  de  y  d'ordre  le  plus  élevé,  qui  y  figure,  est  yW 
et  son  coefficient  est  u.  Il  est  d'ailleurs  manifeste  que  y  est  homo- 
gène par  rapport  aux  lettres  X,  abstraction  faite  des  indices  de 
dérivation.  Soit  o  le  degré  de  y  ainsi  envisagée.  Ou  obtient  ce  ré- 
sultat : 

(ia)  ft  {*)  =  ***  ft  ir)  +  ?> 

o  ne  contenant  que  les  dérivées  des  y  d'ordre  inférieur  à  l'ordre  le 
plus  élevé  des  dérivées  de  x  dans  ft  [x). 

Mais,  en  vertu  de  (i  i),  les  équations  (io)  se  changent  en  d'autres 
équations  qui  ne  diffèrent  de  (io)  que  par  le  changement  des 
lettres  x  en  y 5  donc  l'équation  proposée  entre  les  lettres  £,  », 
'£  doit  conduire  à  une  transformée  en  r  qui  ne  diffère  de  la  trans- 
formée en  x  que  par  le  changement  des  lettres  x  en  les  lettres  )  : 
donc  la  transformée  deft(x)  =  o  est  nécessairement  /^  (y)  =  o. 
Donc,  en  vertu  de  (12)  et  puisque  <p  ne  contient  pas  les  dérivées  de 
l'ordre  le  plus  élevé,  cette  fonction  cj>  se  réduit  identiquement  à 
zéro.  Ainsi 

«3  /;  x     u*f,  .  . 
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L'équation  i3)  exprime  la  première  propriété  de  la  fonction/*: 
Si  l'on  fait  dans  cette  fonction  la  substitution  (il),  elle  se  mul- 
tiplie par  une  puissance  de  u. 

\3.  La  seconde  propriété  est  relative  au  changement  de  la  va- 
riable indépendante.  Par  un  raisonnement  tout  à  fait  analogue  au 
précédent,  on  démontrera  sans  peine  l'identité  suivante,  où  s 
désigne  la  nouvelle  variable  : 


(■4: 


:  $)"/.(*). 


Dans  cette  équation  M  est  un  entier  positif  :  Si  l'on  change  la 
variable  indépendante,  la  fonction  se  multiplie  par  une  puis- 
sance de  la  dérivée  de  V une  des  variables  par  rapport  à  V autre. 

\\.  Il  s'agit  maintenant  de  mettre  l'équation  f=  o  sous  une 
forme  indépendante  du  tétraèdre  de  référence.  Pour  abréger,  j' em- 
ploie la  notation 

X, 

r« 

:"   =     z 


x% 

Xs 

XA 

r* 

y* 

y. 

Z-i 

z3 

Z  i 

a. 

u 

"■ 

Je  fais  la  substitution  suivante  : 

(i5)   xt=  [za2a3a*]t  x2=[za3a*al),  x3  =  [za,a>a2),  x*  =  (zaià'a*)t 

dans  laquelle  les  lettres  a  sont  affectées  d'indices  supérieurs  et 
non  pas  d'exposants.  Les  a  désignent  des  constantes  et  les  z  les 
nouvelles  variables.  Exécuter  la  substitution  (i5),  c'est,  comme  on 
voit,  prendre  un  nouveau  tétraèdre  de  référence  par  rapport  auquel 
les  sommets  du  premier  tétraèdre  de  référence  sont  les  points  «', 
#%  a3,  a* .  La  substitution  faite,  f  devient  une  fonction  des  z  et 
des  rz,  rationnelle  et  entière.  Elle  peut  contenir  un  facteur  indé- 
pendant des  z.  Soit  L  [a)  ce  facteur.  On  a  identiquement 


,.; 


ft{x)=U{a)F,{z,a) 


J'exécute  maintenant  à  la  fois  sur  z  et  sur  les  a  une  substitution 
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linéaire,  en  posant 

Zi  —  x,Zi  +  f-jZ2  -f-  Vj-Zj  -i-  p,  z4  j  i  =  i,  2,  3,  4  ; 

ai  =  >•«■  Aj  +  fjt,- A74  -f-  y,-  A3  4-  p,  A7;    (  /  =  1,  2,  3,  4- 

Si  je  fais  d'abord  cette  substitution  dans  (i5)  et  que  je  désigne 
par  D  le  déterminant  (Xwvp),  les  nouvelles  expressions  des  a?  ne 
diffèrent  de  celles  fournies  par  (10)  qu'en  ceci  :  elles  sont  mul- 
tipliées par  D  et  les  lettres  z,  a  y  sont  remplacées  par  les  lettres  Z, 
A.  Je  puis  donc,  sans  changer  le  résultat,  remplacer  d'abord  x 
par  D  y,  puis  yx  par  (Z,  A2  A3  A4  ) .  .  . .  J'ai  donc,  en  vertu  de  (1 3  ) 
et  de  (16), 

/,(*)  =  D»/,(r)::=D8U(A)F,(Z,A). 

Comparant  à  (16),  j'en  déduis 

(17)  D(fl)Fl(«,a)  =  D*n(A)F,(Z,A). 

Si  je  donne  aux  z  et  à  leurs  dérivées  des  valeurs  fixes  arbitraires, 
l'équation  (17)  montre  que  la  fonction  U(a)  est  un  invariant  du 
tétraèdre  formé  par  les  points  a.  C'est  d'ailleurs  une  fonction  en- 
tière et  rationnelle.  C'est  donc  une  puissance  entière  et  positive  du 
déterminant  (a1  a8  a3  a4).  Soit  q  l'exposant  de  cette  puissance;  rem- 
plaçons 0  —  q  par  une  seule  lettre  tt,  et  concluons  de  {17) 

(18)  F,(*ta)  =  D-Fl(Z,A). 

L'effet  d'une  substitution  homo  graphique  appliquée  à  la  fois 
aux  points  z,  «',  a2,  a3,  a''  est  simplement  de  multiplier  lafonc- 
tion  F  par  une  puissance  du  ({('terminant,  de  la  substitution. 

15.  Voilà  donc,  mise  sous  forme  projective,  par  l'introduction  de 
quatre  points,  une  équation  différentielle  quelconque.  .Si  une  équa- 
tion a  pour  origine  un  problème  de  Géométrie  projective,  la  trans- 
formation est  inutile.  Le  premier  membre  de  l'équation  se  présente 
comme  une  fonction  des  z  et  des  données  d'une  certaine  figure \  mais 
une  Ggure  quelconque  est  déterminée  par  des  nombres  et  un  té- 
traèdre de  référence,  de  telle  sorte  que,  pour  transformer  homogra- 
phiquement  la  Ggure,  il  suffît  de  transformer  le  tétraèdre  sans  altérer 
les  nombres.  En  conséquence,  une  relation  projective  quelconque 
entre  les  éléments  différentiels  dune  courbe  en  un  de  ses  points  z  el 


une  autre  figure  peut  toujours  être  censée  réduite  à  une  équation 
dout  le  premier  membre  est  une  fonction  telle  que  F  ;  donc  aussi  tout 
covariant  différentiel  partage  avec  les  covariants  ordinaires  cette 
propriété  que  l'effet  d'une  substitution  homo graphique  est  de  mul- 
tiplier la  fonction  pur  une  puissance  du  déterminant  de  la  substi- 
tution. 

16.  A  peine  est-il  besoin  de  faire  observer  qu'il  existe  des  fonc- 
tions f  telles,  qu'après  la  substitution  (i5)  les  a  disparaissent  de  la 
transformée  F.  L'équation  (18)  subsiste  toujours,  mais  ne  contient 
pas  les  a.  L'équation  F  =  o  exprime  alors  une  propriété  projeclive 
de  la  courbe,  lieu  du  point  z,  seule.  La  fonction  F  est  alors  un  inva- 
riant différentiel. Tel  est,  par  exemple,  en  dénotant  les  dérivées  par 
des  accents,  la  fonction  (z,  z',  z",  z'")  qui,  égalée  à  zéro,  exprime 
la  propriété  des  points  où  le  plan  osculateur  est  stationnaire. 

17.  Voici  une  autre  remarque  à  ce  sujet  :  De  même  que  f  par 
rapport  aux  x,  F  est  par  rapport  aux  z  homogène  et  de  degré  J, 
abstraction  faite  des  indices  de  dérivation  5  par  suite,  F  est,  par 
rapport  à  l'ensemble  des  lettres  «,  homogène  et  de  degré  3<J — 4<7- 
Si  F  est  maintenant  un  invariant  différentiel,  ce  nombre  3  à  —  4 a 
est  nul.  Alors  d  est  égal  à  4^- 

Ainsi,  dans  le  cas  d'un  covariant,  on  aura  à  envisager  les  trois 
nombres  w,  0,  rc,  tandis  que,  dans  le  cas  d'un  invariant,  le  second 
de  ces  nombres  est  quadruple  du  troisième. 

48.  Dans  la  plupart  des  applications,  il  serait  extrêmement  gê- 
nant de  conserver  les  quatre  coordonnées  homogènes  d'une  part, 
et  la  variable  indépendante  indéterminée  d'autre  part.  Il  nous  est 
maintenant  facile  de  revenir  aux  variables  habituelles,  sans  perdre 
le  bénéfice  de  la  projectivilé. 

Soit  le  covariant  Ft(z)  (je  m'abstiens  maintenant  d'écrire  la 
lettre  a).  Pour  faire  disparaître  la  quatrième  coordonnée,  je  pose, 
comme  aux  équations  (10), 

La  fonction  F  jouit  de  la  propriété  démontrée  au  n°  12  pour  la 
fonction  /'.  J'ai  donc 

F,(s)  =  zfF,(S). 
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Les  coordonnées  sont  maintenant  £,  yj,  £  et  l'unité.  Je  veux,  à 
présent,  prendre  £  pour  variable  indépendante.  Appliquant  à  F  le 
résultat  du  n°  13,  j'ai 

C9)  *(.)  =  , fgf)*F,(î). 

Je  fais  maintenant  une  substitution  liomographique,  comme  au 
n°  14,  et  j'obtiens 

F,(s)  =  D«F<(Z). 

Prenant  pour  coordonnées 

•Y  ^'  >V  ^'  t    ^3 

cA»  =-  »  r)    —  77 -  1         &  7f> 

£4  Ct  />4 

j'ai  une  équation  analogue  à  (19) 


(^V\%m> 


et  il  en  résulte  enfin 

'Zt\s  IdSQ 


Telle  est  la  formule  propre  à  fournir  le  résultat  d'une  substi- 
tution liomographique  quelconque,  et  par  conséquent  aussi  d'un 
changement  des  coordonnées  linéaires  dans  un  couariant  diffé- 
rentiel. Pour  plus  de  clarté,  je  transcris  ici,  sous  leur  forme  défi- 
nitive, les  relations  qui  lient  les  deux  systèmes  de  variables,  savoir  : 


X,  3G  +  a,  $  -t-  v,  m  -f-  p,        }i,X  +  u3  $  -+-  y,  &  -4-  p, 


"/.,  A;  -+-  [J.3  -5  -+-  va  3o  -+-  p3        A4  3G  -+-  p.4  ^  +  v4  &  H-  p4 
Les  variables  indépendantes  sont,  d'une  part,  H  et,  de  l'autre,  3G 
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§  III. —  Reclierche  du  nombre  des  points  d'une  courbe  gauche 
algébrique,  en  chacun  desquels  s'évanouit  un  covariant  dif- 
férentiel donné. 

19.  Le  titre  de  ce  paragraphe  reproduit  l'énoncé  de  la  question 
posée  au  n°  10,  traduite  sous  forme  projective.  Pour  résoudre  cette 
question  relativement  à  un  covariant  donné Fe(£)  et  à  une  courbe 
gauche  G,  lieu  du  point  (£,  y;,  £),  on  considérera  la  fonction  F  le 
long  de  la  courbe  G.  On  aura  ainsi  une  fonction  algébrique  d'une 
seule  variable,  et  l'on  en  étudiera  les  zéros  et  les  infinis  avec  les 
ordres  de  multiplicité  de  chacun  d'eux.  Le  théorème  sur  l'égalité 
du  nombre  des  zéros  et  du  nombre  des  infinis  fournira  alors  la 
solution  de  la  question  proposée.  C'est  exactement  la  marche  que 
j'ai  suivie  dans  mon  Mémoire  Sur  le  contact  des  courbes  planes 
avec  les  coniques,  cité  plus  haut. 

20.  J'examine  d'abord  ce  qui  concerne  le  passage  de  la  variable 
indépendante  £  par  l'infini  ;  à  cet  effet,  j'envisage  les  points  de 
rencontre  de  la  courbe  G  avec  le  plan  zh  =  o.  La  fonction  consi- 
dérée étant  un  covariant,  le  tétraèdre  de  référence  est  arbitraire. 
Le  plan  z-,  est  ainsi  un  plan  arbitrairement  choisi  relativement  à  G. 
Chacune  de  ses  rencontres  avec  G  a  donc  lieu  en  un  point  simple 
de  cette  courbe.  En  outre,  si  l'on  fait  une  substitution  arbitraire 
telle  que  (21),  la  fonction   transformée   F      (<X*)  a,  en  ce  point  -, 

une  valeur  finie  :  j'écarte,  bien  entendu,  le  cas  où  G  satisfait  à 
l'équation  différentielle  proposée,  cas  dans  lequel  le  problème  n'au- 
rait plus  aucune  signification.  Le  déterminant  D  de  la  formule  (20) 
est  une  constante.  On  peut  donc,  d'après  cette  formule,  substituer 
aux  environs  du  point  z  à  Fç(£)  la  fonction 


dl  U 


dzx  —  z,  d 

Aux  environs  du  point  -,  cette  fonction  est  elle-même  du  même 
ordre  infinitésimal  que  zV*~ *;  donc,  si  2<w — 0  est  positif,  le  point  z 
donne  lieu  à  un  zéro  de  F<  (£),  dont  l'ordre  de  multiplicité  est  2&>  —  à. 
Si  20)  —  d  est  négatif,  on  a,  au  contraire,  un  infini.  Que  Ton  con- 
vienne', dans  l'équation  qui  exprime  l'égalité  du  nombre  des  zéros  à 
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celui  des  infinis,  de  mettre  tous  les  termes  dans  le  premier  membre. 
Alors  on  peut  dire  qu'à  chaque  rencontre  de  G  avec  le  plan  z4=  o 
répondent  (2a)  —  à)  zéros  de  F. 

Le  nombre  des  rencontres  analogues  est  égal  au  degré  ni  de  G; 
donc  les  rencontres  de  G  avec  le  plan  zA  =  o  donnent  lieu  à 
(2 w  —  o)m  zéros  de  F. 

21.  Si  l'on  remplace  rj,  £  par  deux  développements  procédant 
suivant  les  puissances  entières  et  descendantes  de  g,  et  commençant 
tous  deux  par  des  termes  du  premier  degré,  le  second  membre 
de  (20),  après  cette  substitution,  ordonné  de  même,  commence  par 
un  terme  de  degré  (â  —  200).  De  là  un  moyen  de  calculer  direc- 
tement ce  nombre  sans  aucune  transformation. 

22.  J'examine  maintenant  ce  que  devient  F,(£)  quand  les  déri- 
vées prises  par  rapport  à  \  sont  infinies,  c'est-à-dire  quand  la  tan- 
gente de  G  rencontre  la  droite  zx  =  z/t  =  o.  Soit  z  un  point  en 
lequel  cette  circonstance  ait  lieu.  Aux  environs  de  ce  point,  le 
développement  de  £  suivant  les  puissances  ascendantes  de  <&>  manque 

du  terme  du  premier  degré.   La  quantité  -y-?  développée  de  la 

même  manière,  commence  donc  par  un  terme  de  degré  —  1 .  Les 
autres  facteurs  du  second  membre  de  (20)  ont  des  limites  finies } 
donc  au  point  z  correspond  pour  F  un  infini  d'ordre  ». 

Le  nombre  des  points  z  analogues  est  le  rang  /'  de  G  ;  clone  les 
rencontres  de  la  droite  zx  =  zk  =  o  avec  la  développable  dont  G 
est  l'arête  de  rebroussement  donnent  lieu  à  cor  infinis  de  F. 

23.  Si  l'on  remplace  yj,  Ç  par  deux  développements  procédant 

suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  £2,  et  commençant 
tous  deux  par  des  constantes,  le  second  membre  de  (20),  ordonné 
de  la  même  manière,  commence  par  un  terme  de  degré  —  w.  Delà 
un  procédé  pour  calculer  ce  nombre  w  directement  sur  l'équation 
différentielle  proposée. 

2i.  J'ai  examiné  successivement  les  circonstances  que  présente 
le  covariant  Fç(£)  aux  points  de  G  pour  lesquels  les  deux  premiers 
coefficients  du  second  membre  de  (20)  n'ont  pas  des  valeurs  finies.  En 
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tout  autre  point,  ces  coefficients  ont  des  valeurs  finies,  et  je  puis  en 
faire  abstraction.  Je  peux  donc  maintenant,  pour  chaque  point,  sub- 
stituer à  F;  |  \  )  l'expression  F    (3G),  les  coordonnées  %,  5",  %  étant, 

chaque  fois,  choisies  à  volonté.  Je  supposerai  alors  que  le  point 
envisagé  est  l'origine  de  ces  coordonnées,  que  le  plan  3ô  =  o  est  le 
plan  osculateur  et  que  la  droite  ^=o,i  =  o  est  la  tangente 
de  G  en  ce  point. 

En  d'autres  termes,  si  un  point  O  de  G  est  l'origine  d'un  cycle 
(ra,  ï,  v),  et  qu'on  veuille  étudier  le  covariant  F  aux  environs  de  O, 
le  point  z  se  déplaçant  sur  ce  cycle,  on  pourra  représenter  le  cycle 
par  les  équations  du  n°  4 

(22)  \  =  ln,     ri  =  A«-H'  -+- . . . ,     £  =  Btn+'^  À- 

Je  substitue  ces  expressions  et  celles  qu'on  en  déduit  pour  les 
dérivées  dans  F,  (£),  j'ordonne  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes de  t.  Soit  alors  /  le  degré  du  premier  terme.  La  fonction  F 
a  un  zéro  multiple  d'ordre  /.  Soit  L  la  somme  des  nombres  ana- 
logues à  /  pour  tous  les  cycles  de  G,  qui  ne  donnent  pas  pour 
résultat  zéro.  J'ai 

(23)  L=  cor  -+-  [d  —  i(.i)  m. 

Cette  dernière  formule  fournit  la  solution  de  la  question  proposée. 
En  effet,  si  ^est  la  partie  de  la  somme  L  afférente  aux  points  sin- 
guliers, et  si,  d'autre  part,  N  est  le  nombre  cherché,  on  aura  fina- 
lement 

(24)  N  =  wr+  (<3  —  2 o)  m  —  £_. 

2o.  Tel  est  le  procédé  vraiment  simple  au  moyen  duquel  on  peut 
résoudre  sans  difficulté  les  cas  particuliers  de  la  question  générale 
énoncée  plus  haut.  J'en  ferai  maintenant  des  applications  :  je  com- 
mence par  les  questions  indiquées  au  n°  10. 

Soit  à  trouver  le  nombre  de  plans  oscillateurs  qu'on  peut  mener 
d  un  point  x  à  une  courbe  algébrique  G,  lieu  du  point  z. 

Dénotant  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rapport  à  une 
variable  quelconque,  j'ai  pour  l'équation  de  condition 

F,   z    —  xzz  z"    =  o. 
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Le  premier  membre  de  l'équation  se  présente  de  lui-même  sous 
forme  d'un  covariant  différentiel,  contenant  les  coordonnées  d'un 
point  x. 

Le  degré  §  par  rapport  à  la  lettre  z  est  égal  à  3. 

Le  nombre  co,   somme   des  indices  de  dérivation   dans   chaque 

terme,  est  égal  aussi  à  3  ;  donc  o —  2W==  —  3.  La  formule  (23) 

donne  ainsi 

L  =  3(r —  m). 

Il  reste  à  calculer  le  nombre  J^.  Les  coordonnées  £,  y;,  Ç  au 
moyen  desquelles  un  cycle  de  G  est  représenté  par  les  équations 
(22)  sont  assujetties  simplement  h  ce  que  le  point  s*  (£  =  71=  Ç=  o) 
soit  l'origine  du  cycle,  que  la  droite  m  =  Ç  =  o  en  soit  la  tangente 
et  que  le  plan  Ç  =  o  en  soit  le  plan  osculateur.  On  peut  encore 
prendre  à  volonté  le  sommet  s3  du  tétraèdre  de  référence,  le  plan 
zA  =  o  passant  en  53  et  le  plan  Zj  =  o  passant  en  s3  et  s4.  Je  profite 
de  cette  indétermination  pour  placer  le  sommet  ^3,  qui  est  entière- 
ment arbitraire,  au  point  donné  x. 

Alors  F^(£)  se  réduit  à  -jtt-  D'après  (22),  j'ai 

d-n        if        i\  . 

-,-t  =  -     1+  -     A  t"-  4-  .  .  .  ; 
dç        n  \        n) 

donc  (n°  2-i)  l'élément  /  relatif  au  cycle  (22)  est  égal  à  1 —  n  \ 
donc  enfin,  d'après  (24),  j'ai  pour  Je  nombre  cherché,  c'est-à-dire 
pour  la  classe  de  G, 

(?.5)  u.  =  3(r—m)-\-Z[n  —  i). 

C'est  la  formule  (7)  du  n°  9. 

On  peut  vérifier  a  posteriori  que  chaque  point  de  G,  en  lequel 
ce  plan  osculateur  passe  par  x,  donne  lieu  à  un  zéro  simple  du  cova- 
riant [xzz' z").  Je  suppose,  à  cet  effet,  que  O  soit  un  tel  point  et 
que  O  soit  en  même  temps  l'origine  d'un  cycle  («,  i,  y);  Je  ne 
peux  plus  supposer  le  sommet  ,v;)  du  tétraèdre  coïncidant  avec  x, 
puisque,  par  hypothèse,  x  est  dans  le  plan  osculateur  du  cycle.  Je 
fais  alors  coïncider  avec  x  le  sommet  52,  qui  est  arbitraire  dans  le 

d'-  - 
plan  osculateur.  Fs(£)  se  réduit  maintenant  à  -jcj-j   <"'    j';|i   pour  / 
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Je  nombre  [i  ■+-  v  —  n).  Si  x  est  arbitrairement  choisi,  O  est  un 
point  quelconque  de  G,  c'est-à-dire  l'origine  d'un  cycle  (i,  i,  i); 
donc  i  -k-v  — n  se  réduit  à  l'unité.  La  vérification  se  trouve  ainsi 
faite;  mais  le  procédé  employé  permet,  comme  on  voit,  l'examen 
des  circonstances  relatives  aux  positions  particulières  du  point  x. 
On  peut  pousser  plus  loin  cet  examen,  en  supposant  un  cycle 
(/*,  i,  v)  sur  la  tangente  duquel  se  trouve  le  point  x.  Le  nombre  / 
est  alors  égal  à  (2  i-f-  v  —  n).  Enfin,  si  le  point  x  est  l'origine  du 
cycle  (/z,  1,  v),  le  nombre  /  est  égal  à  (2i  -+-  v).  On  peut  résumer 
ainsi  cette  discussion  : 

Soit  G  une  courbe  algébrique  de  rang  r  et  de  degré  /zz,  et 
soit  x  un  point. 

Désignons  par 

<Db  la  somme  des  classes  des  cycles  de  G,  dont  les  plans  oscilla- 
teurs passent  en  x  ; 

J  la  somme  des  rangs  des  cycles  de  G  dont  les  tangentes  passent 
en  x  \ 

]N  la  somme  des  ordres  des  cycles  de  G  ayant  leur  origine  en  x  ; 

zz,  i  l'ordre  et  le  rang  d'un  cycle  quelconque  de  G. 
On  a  la  relation 

SfZ,  -h  J  +  N  =  3 (r  —  m)  -+- 2  [n  —  i). 

Cette  formule  peut  aisément  se  conclure  de  la  théorie  des  courbes 
planes  au  moyen  des  résultats  énoncés  au  n°  8.  Je  l'ai  démontrée  ici 
en  détail  pour  faire  mieux  comprendre  la  méthode  de  calcul  que  je 
\  iens  d'exposer. 

26.  Soit,  en  second  lieu,  à  trouver  le  nombre  des  plans  oscilla- 
teurs stationnai/es  de  G.  L'invariant  à  considérer  est  ici 

Yt{z)  =  [zz'z"z'"),     0  =  4,     a  =  6. 

Pour  le  cycle  (22),  on  a  (n°  13) 

La  partie  principale  du  déterminant  (  cl  r,"  'Cl"  )  est  du  degré 
3  n  -i-  2  i  -f-  v  —  o'  ;    celle  de  F   est  alors   du  degré    21"  -+-  v  —  3  n  ; 
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donc  (n°24) 

L  =  2  (2/  -+-  v  —  3n)  =  6r —  8m. 

Cette  relation,  jointe  à  (a5),  conduit,  par  l'élimination  de  v  ou 
par  l'élimination  de  1,  à  l'une  ou  à  l'autre  des  relations  (8)  et  (9). 

27.  J'envisage  maintenant  pour  F  un  covariant  différentiel  quel- 
conque du  premier  ordre.  Ce  ne  peut  être  un  invariant.  On  peut, 
en  effet,  par  une  substitution  homographique,  changer  un  point 
et  une  droite  menée  en  ce  point  en  un  point  arbitraire  et  une 
droite  arbitraire  menée  en  ce  dernier  point.  Il  ne  saurait  donc 
exister  une  propriété  invariante  de  la  figure  formée  d'un  point 
d'une  courbe  et  de  la  tangente  en  ce  point.  Il  n'existe  donc  pas 
d'invariant  différentiel  du  premier  ordre  ;  donc  F  contient  des  don- 
nées, qui  peuvent  être  réduites,  d'après  le  paragraphe  précédent, 
à  des  points  a  dont  le  nombre  ne  surpasse  pas  quatre. 

Pour  étudier  la  composition  du  nombre  L,  j'examine  d'abord 
s'il  existe  sur  G  des  cycles  qui  fournissent  pour  /  des  résultats  dif- 
férents de  zéro,  quels  que  soient  les  points  a.  Il  n'en  saurait 
exister  :  en  effet,  il  en  résulterait  que  le  nombre  /  serait  différent 
de  zéro,  quels  que  fussent  et  l'origine  et  la  tangente  de  ce  cycle, 
ainsi  que  les  points  a  :  donc  aucun  élément  du  nombre  L  ne  répond 
à  un  point  de  G  indépendant  des  données  de  F. 

Supposons  que  ces  données  restent  indéterminées,  c'est-à-dire 
que,  G  étant  une  courbe  entièrement  donnée,  les  points  a  soient 
représentés  par  des  coordonnées  qui  restent  des  quantités  littérales. 
D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  chaque  point  de  G  pour  lequel  le 
nombre  /  diffère  de  zéro  dépend  des  données  a,  et  est,  par  suite, 
un  point  simple  de  G.  Je  dis,  en  outre,  que,  pour  ce  point,  l  est 
égal  à  l'unité. 

Suivant  l'hypothèse  inverse,  z  étant  un  point  quelconque  de  G 
et  a1,  a2,.  .  .  des  points  tels  que  F  s'évanouisse  pour  z,  la  dérivée 
de  F,  prise  le  long  de  G,  s'évanouirait  aussi  en  z.  Admettons  cela 
pour  un  instant,  et  montrons  l'impossibilité  de  cette  supposition. 
Fixons  à  volonté  les  points  rt,  sauf  a1,  et  astreignons  ce  dernier  à 
parcourir  une  ligne  arbitrairement  choisie.  Il  n'y  a  plus  alors  dans 
F  que  deux  variables  :  les  points  z  et  à1.  Lions  ces  points  par  la 
condition  F=o.  Suivant  l'hypothèse,  la  dérivée  partielle  de  F 
prise  en  faisant  varier  seulement  z  est  nulle;  donc  la  dérivée  par- 
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tielle  de  F  par  rapport  à  la  variable  unique  dont  dépend  a1  est 
aussi  nulle-,  donc,  ou  Lien  F  est  divisible  par  le  carré  d'une  fonc- 
tion cuti  cru  de  cette  variable,  ou  bien  F  ne  contient  pas  cette 
variable.  La  première  supposition  doit  être  écartée,  car  on  ne  consi- 
dère que  des  équations  indécomposables.  La  seconde  s'écarte  égale- 
ment; car,  si  F  ne  contient  pas  «l,  elle  contient  nécessairement  au 
moins  un  des  autres  points,  à  l'égard  duquel  on  peut  faire  le  même 
raisonnement. 

De  cette  discussion  je  conclus  que,  dans  l'hypothèse  ou  les 
données  de  F  sont  des  quantités  littérales,  le  nombre  des  points 
de  G  en  chacun  desquels  s  évanouit  le  covariant  F  est  précisément 
fourni  par  la  formule  (23).  C'est  ce  qu'on  peut  encore  exprimer 
ainsi  : 

Théorème  VU.  —  Le  nombre  des  points  d'une,  courbe  gauche 
G  de  degré  m  et  de  rang  /•,  en  chacun  desquels  est  satisfaite  une 
équation  différentielle  algébrique  de  premier  ordre,  mise  sous 
forme  projeclive  et  dont  les  données  sont  indépendantes  de  G, 
est  égal  à  tùr  -+-  Qm,  o)  et  8  étant  deux  nombres  qui  ne  dépendent 
que  de  l'équation  différentielle  (0  =  0  —  2w). 

28.  Le  théorème  VII  est  susceptible  de  diverses  formes  géo- 
métriques. Considérons  une  surface  algébrique  dont  l'équation 
contienne  algébriquement  un  paramètre.  Eu  exprimant  que  cette 
surface  touche  G.  et  éliminant  le  paramètre  entre  cette  nouvelle 
équation  et  celle  de  la  surface,  j'obtiens  une  équation  différentielle 
algébrique  du  premier  ordre  ;  donc  : 

Soit  un  système  algébrique  de  surfaces,  tel  que  w  soit  le  nombre 
des  surfaces  de  ce  système  qui  passent  en  un  point,  et  6  le  nombre 
de  celles  qui  touchent  une  droite. 

Le  nombre  des  surfaces  du  même  système  qui  touchent  une 
courbe  de  degré  m  et  de  rang  r  est  co/-  -f-  0/?z,  pourvu  qu'il  y  ait 
indépendance  entre  la  courbe  et  les  données  du  système. 

C'est  un  théorème  connu. 

Considérons  une  courbe  G'  également  algébrique  et  dont  les 
données  contiennent  trois  paramètres.  En  exprimant  qu'elle  touche 
G  et  éliminant  les  paramètres,  on  obtient  encore  une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre.  Doue  : 
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Soit  une  série  triplement  infinie  et  algébrique,  de  courbes  algé- 
briques G',  de  telle  sorte  que  w  courbes  G'  touchent  un  plan  en  un 
point  et  que  0  courbes  G'  touchent  une  droite. 

Le  nombre  de  courbes  G'  qui  touchent  une  courbe  G  de  degré  m 
et  de  rang  r  est  u>r  -+-  Qrn^  pourvu  qu'il  y  ait  indépendance  entre 
G  et  les  données  de  la  série  (G'). 

29.  Il  est  naturellement  impossible  d'obtenir,  en  plaee  du  théo- 
rème VII,  un  théorème  général  pour  le  cas  où  l'on  suppose  au 
contraire  une  dépendance  entre  la  courbe  et  l'équation  différen- 
tielle. On  a  déjà  vu  plus  haut  (n°  25)  un  exemple  de  cette  suppo- 
sition, à  l'égard  d'une  équation  du  second  ordre.  En  voici  un  nouvel 
exemple  où  le  covariant  est  du  premier  ordre. 

Soient  a  Je  premier  membre  de  l'équation  d'un  plan  et  b  le 
premier  membre  de  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre.  Con- 
sidérons la  fonction 


[26)  ¥t(z] 


d[ba->) 
~dt~ 


t  étant  une  variable  dont  dépend  le  déplacement  du  point  z  sur  une 
courbe  G.  Il  est  visible  que  F  est  un  covariant  différentiel  du  pre- 
mier ordre.  En  appliquant  la  méthode  ci-dessus  à  ce  covariant,  je 
trouverai,  non-seulement  le  nombre  des  points  de  G  où  il  s'éva- 
nouit, mais  encore  son  interprétation  géométrique. 

On  a  ici  0  =  3,  w  =  1  ;  donc,  le  plan  a  et  la  surface  b  étant  quel- 
conques relativement  à  G,  le  nombre  des  points  de  G  satisfaisant 
à  F  =  o  est  r  -t-  m. 

Soit  O  un  point  de  G  où  F  s'évanouisse.  Je  puis  supposer  en  O, 
suivant  l'analyse  du  n°  24, 

dzi dz-s 

~dt  ~~  lit 


.27)  *,  =  *,  =  *,=  o;     -j-  =  -j-=o. 


Je  peux  supposer  aussi  que  le  plan   z4  =  o   coïncide    avec  a. 
Prenant  les  variables  £,  vî,  Ç,  je   réduis  ainsi  F$(£)  à  ~^> 

Soit  maintenant 

b  =  2bijZiZj. 

En  vertu  de  (27),  -7=  se  réduit  en  O  à  biA  ;  donc  le  plan  polaire 


de  O  par  rapport  à  b  passe  au  sommet  st  du  tétraèdre  de  référence, 
c'est-à-dire  à  l'intersection  de  la  tangente  de  G  en  O  avec  le  plan  a. 
Ainsi  : 

Si,  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre  b,  on  prend  le 
plan  polaire  d  un  point  z  d'une  courbe  G  et  l'intersection  x  de  ce 
plan  avec  la  tangente  de  G  en  z,  l  évanouissement  du  covariant 
(26)  exprime  que  le  point  x  est  dans  le  plan  a. 

Donc  le  degré  du  lieu  du  point  x  est  r  -+-  m. 

D'après  cette  interprétation,  on  peut  maintenant  se  demander  si 
le  degré  de  la  courbe  [x),  lieu  du  point  .r,  subit  des  modifications 
quand  la  surface  b  prend  certaines  positions  particulières  relati- 
vement à  G.  Or  l'évanouissement  de  &14  conserve  toujours  la  signi- 
fication ci-dessus,  sauf  le  cas  où  b  passe  en  O.  Admettons  qu'il  en 
soit   ainsi  et   que,    pour    un   cycle    d'origine   O  (//,   1,  v),   b    soit 

d'ordre   jï -\- k.   Alors  -^  est  d'ordre  A:   donc,   avec   une   entière 

généralité,  on  peut  dire  que  : 

Le  degré  du  lieu  du  point  x  est  la  somme  du  degré  et  du  rang 
de  G,  diminuée  de  la  somme  des  ordres  des  contacts  de  G  avec  la 
surface  b. 

L'expression  /'  -h  m  —  3  À"  peut  être  transformée.  On  a,  en  effet, 
en  comptant  les  intersections  de  G  et  de  &, 

2(n-f-  k)=  im. 

Le  degré  de  [x)  peut  donc  s'écrire  r — m-\-1n  :  le  degré  du  lieu  du 
point  x  est  égal  à  l'excès  du  rang  de  G  sur  son  degré,  augmenté 
de  la  somme  des  ordres  des  cycles  de  G  dont  les  origines  sont 
sur  b.  Ce  dernier  énoncé  s'applique,  sans  aucune  ambiguïté,  au 
cas  où  b  se  réduit  à  un  cône.  Prenons  ce  cas,  et  faisons  une  trans- 
formation corrélative  qui  change  b  en  un  cercle  situé  à  l'infini.  La 
courbe  x  se  change  alors  en  la  surface  rectifiante  de  T  ;  donc  : 

Le  nombre  des  plans  rectifiants  une  l'on  peut  mener  par  un 
point  arbitraire  à  une  courbe  algébrique  est  égal  à  l'excès  du 
rang  de  la  courbe  sur  sa  classe,  augmenté  de  la  somme  des 
classes  des  cycles  de  cette  courbe,  pour  chacun  desquels  le  plan 
oscillateur  est,  soit  isotrope,  soit  à  r  infini. 
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30.  Voici  encore  un  .exemple  où  le  covariant  est  du  premier 
ordre  : 

On  donne  une  conique  C  et  une  courbe  G.  Soient  z  un  point 
de&  et  A  la  polaire,  par  rapport  à  C,  du  point  d'intersection 
du  plan  de  C  avec  la  tangente  de  G  en  z.  On  mené  le  plan  N 
par  z  et  A.  Trouver  le  nombre  des  plans  N  qui  passent  par  un 
point  donné  arbitrairement. 

Si  C  est  le  cercle  commun  à  toutes  les  sphères,  N  devient  le  plan 
normal  de  G  en  z.  Soient 

a  =  at  =  a,  z,  -+-  a2  z,  -4-  a3  z3  -+-  ax  zk  =  o, 

ç  =  q'f=  [gi*i  +  </**<  +  #3  -s  +g4*4)(,,  =  o 

les  équations  du  plan  C  et  d'une  surface  du  second  degré  passant 

par  C.  Je  pose  encore 

p  =  iqzqr. 

On  trouve  aisément  pour  le  covariant  qui  répond  à  la  question 
(  y  étant  le  point  donné) 

Les  nombres  J  et  w  sont  respectivement  égaux  à  3,  i  -,  donc  le 
nombre  cherché  est  la  somme  du  rang  et  du  degré  de  G,  s'il  y 
a  indépendance  entre  G  et  la  conique  C. 

Je  veux  maintenant  chercher  les  modifications  qui  peuvent  être 
dues  à  des  relations  entre  G  et  C.  A  cet  effet,  je  dois  chercher  pour 
quels  cycles  de  G,  F  peut  devenir  nul  ou  infini,  quel  que  soit  y. 

En  premier  lieu,  je  suppose  que  l'origine  O  de  ce  cycle  ne  soit 
pas  dans  le  plan  a.  La  surface  q  n'est  astreinte  qu'à  passer  par  C. 
Je  puis  supposer  qu'elle  passe  en  O,  sans  y  toucher  G.  Le  plan  />, 
polaire  de  y  par  rapport  à  </,  ne  passe  pas  en  O,  puisque  y  est  arbi- 
traire \  donc  la  fonction  a~-(arq  —  ap)  ne  s'évanouit  pas  en  O. 
En  outre,  son  développement  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  \  contient  un  terme  du  premier  ordre  qui  ne  disparaît  que  pour 
certaines  positions  de  y\  donc  la  dérivée  de  cette  fonction  a  une 
valeur  finie  quand  y  reste  arbitraire.  Ainsi  le  cycle  envisagé  ne 
peut  en  aucune  façon  altérer  le  résultat  précédent. 

vi.  3 


-  34  - 

En  second  lieu,  je  suppose  que  O  soit  dans  le  plan  a.  Ici  a  s'éva 
nouit  en  O.  Si  O  n'est  pas  sur  C,  q  et  p  ont,  en  O,  des  valeurs 

finies.  Soit  n  l'ordre  du  cycle  et  i  H —  l'ordre  infinitésimal  de  a. 

quand  £  est  du  premier  ordre.  La  fonction  ci-dessus  a  sa  partie 

principale  de  l'ordre  —  2  I  1  -+-      )  •  Sa  dérivée,  multipliée  par  a3, 

a  donc  une  partie  principale  de  l'ordre  -  ;  donc  l'ordre  de  F,  pour 

le  cycle  envisagé,  est  w,  c'est-à-dire  l'ordre  total  des  contacts  de  a 
avec  les  branches  de  ce  cycle. 

Si  O  est  sur  C,  q   est  lui-même  évanouissant  en  O.  Son  ordre 


infinitésimal  est  au  plus  égal  à  celui  de  a:  soit  i-\ cet  ordre.  La 

fonction  «~2  (ar  q  —  ap)  est  de  l'ordre  —  21H —  J  -h  1  -h  —  •    Sa 

dérivée,  multipliée  par  <rJ,  est  alors  de  l'ordre  i-\ •  L'ordre 

de  F,  pour  le  cycle  envisagé,  est  ainsi  w  -j-  n  -+-  ta7,  c'est-à-dire 
l'ordre  total  des  contacts  de  a  avec  le  cycle,  plus  le  nombre  des 
intersections  de  ce  cycle  avec  q  \  donc,  en  résumé  : 

Le  nombre  des  plans  normaux  que  l'on  peut  mener  par  un 
point  à  une  courbe  est  égal  à  la  somme  du  rang  et  du  degré  de 
cette  courbe,  diminuée  de  la  somme  totale  des  ordres  de  ses  con- 
tacts avec  le  plan  de  l'injini  et  du  nombre  des  intersections 
quelle  a  à  i infini  avec  une  sphère  quelconque. 

Si  la  courbe  est  tracée  sur  une  sphère,  la  somme  des  nombres 
(11  -|-  w')  est  égale  à  son  degré;  donc,  sur  une  sphère,  le  nombre 
des  arcs  de  grand  cercle  que  l'on  peut  mener  par  un  point  nor- 
malement à  une  courbe  algébrique  est  égal  au  rang  de  cette 
courbe  diminué  de  la  somme  des  ordres  de  ses  contacts  avec  le 
plan  de  l'infini. 

31.  Dans  les  quatre  derniers  numéros,  je  me  suis  occupé  des 
covariants  différentiels  du  premier  ordre.  Prenons  maintenant  des 
covariants  du  second  ordre.  Il  n'existe  pas  d'invariant  diflérentiel 
du  second  ordre;  il  en  résulterait,  en  elïet,  l'existence  d'un  inva- 
riant de  trois  points  dans  l'espace,  ce  qui  est  impossible.  En  rai- 
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sonnant  comme  au  n°  27,  je  sépare  le  nombre  L  en  deux  parties, 
dont  l'une  répond  aux  cycles  de  G  qui  rendent  le  covariant  nul 
ou  infini,  quelles  que  soient  les  arbitraires  du  covariant,  et  dont 
l'autre  répond  aux  zéros  de  ce  covariant  qui  dépendent  de  ces  ar- 
bitraires. Le  raisonnement  employé  au  n°  27  prouve,  dans  ce  cas 
aussi,  que  chacun  de  ces  derniers  zéros  est  simple,  pourvu  qu'on 
suppose  encore  que  les  arbitraires  du  covariant  restent  des  quan- 
tités littérales.  La  question  nouvelle  à  résoudre  se  réduit  donc 
uniquement  à  trouver  les  nombres  /  indépendants  des  arbitraires 
du  covariant. 

Je  considère  le  covariant  sous  la  forme  F;(£)  et  je  laisse  les 
coordonnées  quelconques  relativement  au  cycle  envisagé.  Soient 
Hoi  *?<>>  £o  les  coordonnées  de  l'origine  de  ce  cycle  !  /;,  /,  y);  il  est 
représenté  par  les  équations 

l  —  £0  =  t",    n  -•/]„=  A  /"  +  B  /"+'  +  C  /"+'+", 
'Ç—'Ç„=  A  7"  4-  \Vt"+i-hCln+t+/  +- 

Les  parties  principales  de  £,  y;,  £,  y/,  *£',  r/7,  £77,  aux  environs  de 
l'origine  du  cycle,  sont  respectivement 

l„,  n„  Ç0  A,  A'     et     -  (  i  +  -  )  B*1-",     -  (  i  +  -  )  »'/''-«. 

Soit,  dans  F,  une  suite  de  termes  homogènes  et  de  degré  a  par 
rapport  à  ri'  et  £7/.  La  partie  principale  de  cet  ensemble  de  termes 
est  de  la  forme 

<p(&»  •/)„,  £o.  A,  A',  B,  B'), 

la  fonction  tj  étant  indépendante  des  nombres  /',  n.  Par  une  substi- 
tution homographique,  on  peut,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  attri- 
buer aux  lettres  qui  figurent  dans  la  parenthèse  de  y  des  valeurs 
entièrement  arbitraires.  Cette  substitution  altérera  les  arbitraires 
de  F.  Mais  ces  dernières  étant  des  données  littérales,  suivant  notre 
hypothèse,  on  voit  que  toutes  les  quantités  dont  dépend  y  sont 
arbitraires-,  donc  cp  n'est  pas  nul 5  donc  l'ensemble  des  termes  con- 
sidérés a  sa  partie  principale  de  l'ordre  y.{.i  —  n). 

La  quantité  a  a,  suivant  les  termes  que  l'on  considère  dans  F, 
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diverses  valeurs.  Soient  (3  sa  plus  petite,  et  y  sa  plus  grande  valeur. 
Si  i  —  n  est  positif,  la  plus  petite  valeur  de  a(i —  n)  est  /3(i  —  n). 
Si,  au  contraire,  i —  n  est  négatif,  la  plus  petite  valeur  est 
y{i—n). 

Je  désigne  par  J  la  somme  des  quantités  positives  i  —  «,  et  par 
K  la  somme  des  quantités  positives  n  —  i  pour  les  cycles  de  G.  La 
partie  du  nombre  L  qui  ne  dépend  pas  des  arbitraires  du  cova- 
riant  se  trouve  ainsi  être  égale  k  (3J —  yKj  donc  le  nombre  des 
points  de  G,  en  chacun  desquels  ce  covariant  s'évanouit,  et  variables 
avec  les  arbitraires  du  covariant,  est 

(28)  N  =  û>r-h0m  —  |3J-f-yK. 

L'exemple  du  n°  2o  est  un  cas  particulier  de  celui-ci.  Pour  cet 
exemple,  les  nombres  (3  et  y  sont  égaux  tous  deux  à  l'unité;  aussi 
a-t-on  trouvé,  conformément  à  (28), 

(29)  y.  =  3(r  —  m)  -h  [K  —  3)  =  3(r  —  m)  -h  l[n  —  i). 
Entre  (28)  et  (29),  j'élimine  J,  et  j'obtiens 

(30)  N  =  (w  —  3|3)r-f-(0  +  3(3)fn  +  (3p  +  (Ô  —  (3)K. 

1 

Théorème  VIII.  —  Le  nombre  des  points  d'une  courbe  gauche 
algébrique,  en  chacun  desquels  est  satisfaite  une  équation  diffé- 
rentielle algébrique  du  second  ordre,  mise  sous  forme  projectile, 
et  dont  les  données  sont  indépendantes  de  la  courbe,  est  la  somme 
de  quatre  nombres  dont  chacun  est  le  produit  d'un  facteur  dé- 
pendant de  la  courbe  seule  et  d' un  facteur  dépendant  de  l'équa- 
tion seule. 

32.  Il  est  clair  que  tous  ces  résultats  s'appliquent  aux  courbes 
planes  :  le  théorème  VII  sans  modification.  Le  théorème  VIII  y 
subit  une  simplification,  attendu  que,  dans  ce  cas,  le  nombre  (3  est 
nul.  S'il  s'agit,  en  effet,  d'un  covariant  ne  contenant  que  les  va- 
riables £,  yj,  et  que  [3  ne  soit  pas  nul,  ce  covariant  contient  le 
facteur  r,"  et  n'est  pas  indécomposable.  J'ai  démontré  antérieure- 
ment, de  deux  manières  différentes,  ce  cas  particulier  du  théo- 
rème VIII. 

On  peut  donner  au  théorème  ^  III  diverses  formes  géométriques, 
parmi  lesquelles  je  cite  la  suivante  : 
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Dans  une  série  doublement  infinie  de  surfaces  algébriques,  le 
nombre  des  surfaces  qui  ont  avec  une  courbe  gauche  algébrique 
un  contact  du  second  ordre  est  la  somme  de  quatre  nombres  dont 
chacun  est  le  produit  d'un  facteur  dépendant  de  la  courbe  seule 
et  d'un  facteur  dépendant  de  la  série  de  surfaces  seule. 

33.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  savoir  s'il  existe  des  eovariants 
différentiels  du  second  ordre  pour  lesquels  les  quatre  coefficients 
du  second  membre  de  (3o)  soient  égaux  a  des  nombres  arbitrai- 
rement choisis. 

Je  désigne  par  zt,  .  .  . ,  zk  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
et  je  dénote  'par  des  accents  leurs  dérivées  prises  par  rapport  à  un 
paramètre  quelconque . 

Appelons,  pour  un  instant,  u^  .  .  . ,  us  les  six  déterminants  bi- 
naires (ziz'j),  et  <>!,  ...,  e4  les  quatre  déterminants  ternaires 
(Ziz'.zl).  Soit  maintenant  [p-,  p'->  p"~\  Ulie  fonction  rationnelle  et 
entière  des  z,  des  u  et  des  y,  homogène  et  de  degré  p  en  z,  homo- 
gène et  de  degré  p'  en  u,  homogène  et  de  degré  p"  en  u.  Je  pose 

(3<)  Fl[z)=ï[p,p',p"], 

composant  ainsi  une  fonction  F  par  la  somme  de  plusieurs  Jonc- 
tions analogues,  sous  la  restriction  que  l'on  ait  toujours,  o  et  w 
désignant  des  constantes, 

(   p  +  *p'  +  '^P"=o, 

\  p'-h3p"=M. 

i°  Si  l'on  opère  sur  les  z  une  substitution  linéaire  et  homogène, 
la  même  substitution  s'étendant  aussi  aux  z'  et  aux  z",  il  est  visible 
que  la  forme  de  la  fonction  F  n'est  pas  altérée;  ses  coefficients 
seuls  sont  modifiés  :  ils  subissent  aussi  une  substitution  linéaire. 
<)n  peut  donc  considérer  F  comme  inaltérée  par  une  substitution 
homographique  s'étendant  aussi  à  ses  coefficients. 

2°  Si  l'on  multiplie  les  z  par  une  fonction  quelconque  j  <Ie  /, 
chaque  fonction  partielle  [/>,/>',/■>"]  SL'  multiplie  par  la  puissance 
( p  -h  >.p' -h  3//'  i  de  )  .  A  cause  de  la  première  équation  Î2  .  l'ex- 
posant de  celle  puissance  est  le  même  pour  toutes  les  fonctions 
partielles*,  doue  F  se  multiplie  parj*. 
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3°  Si,  de  même,  ou  change  la  variable  indépendante,  à  cause  de 
la  deuxième  équation  (32),  F  se  multiplie  par  la  puissance  w  de  la 
dérivée  de  la  nouvelle  variable. 

A  cause  de  ces  trois  propriétés,  F  est  un  covariant  différentiel  du 
second  ordre.  Il  est  aisé  de  voir,  et  je  ne  m'y  arrête  pas,  que  F  est 
le  type  le  plus  général  d'un  tel  covariant.  Je  vais  chercher  s'il  est 
possible  de  déterminer  F  de  manière  que  les  coefficients  du  second 
membre  de  (3o)  soient  égaux  à  des  nombres  arbitrairement  choisis. 
Je  me  donne  ainsi  (3,  puis 

m—  3(3  =  g-,     0  -h  3(3  =  A,     y  —  (3  =  /f. 

D'après  le  n°  29,  ,3  est  le  minimum  de  //'  et  y  son  maximum  ;  donc 
d'abord  (3  et  h  doivent  être  positifs.  Se  rappelant  que  9  u'est  autre 
que  â  —  20),  on  trouve  aisément  que,  relativement  au  nombre  p'\ 
les  deux  fonctions  partielles  extrêmes  sont 

[/,+3/f,  g -3k,  p  +  Ar],     [h,  gt  (5]. 

On  peut  donc  déterminer  ces  fonctions  si  l'on  a 
(3>o,     k>o,     h>o,     g^3k. 

Ainsi  Von  peut  répondre  à  la  question  proposée  toutes  les  fois 
que  les  quatre  nombres  donnés  sont  positifs  et  que  le  premier  est 
au  moins  égal  au  triple  du  quatrième. 

On  ne  manquera  pas  de  remarquer  que,  si  les  deux  nombres  (3 
et  À"  sont  nuls,  le  covariant  se  réduit  au  premier  ordre,  en  sorte 
que  le  théorème  VII  s'ollre  comme  un  cas  particulier  du  théo- 
rème \  III. 

34.  Pour  les  co variants  d'ordre  supérieur  au  second,  il  n'existe 
pas  de  formule  analogue  à  (3o),  composée  d'un  nombre  fini  de 
termes  et  applicable  à  tous  les  cas  :  c'est  ce  que  j'ai  déjà  eu  l'occa- 
sion de  montrer  quand  il  s'agissait  des  courbes  planes.  Mais  si, 
au  lieu  d'envisager  une  courbe  quelconque,  on  se  borne  à  une 
courbe  ne  contenant  que  des  singularités  appartenant  à  un  nombre 
fini  de  familles  données,  on  obtient  pour  ces  cas  restreints,  et  quel 
que  soit  l'ordre  du  covariant,  des  formules  analogues  à  (3o). 

J'envisage,  par  exemple,  des  courbes  G  ne  contenant  pas  d'autre 
cycle  singulier,  au  point  de  vue  ponctuel,  que  des  rebroussements 
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ordinaires  (2,  1,  1).  Soit  X  l'ordre  d'un  covariant  F,  quand  on  y 
met  pour  les  coordonnées  les  expressions 

qui  caractérisent  le  cycle  (2,  1,  1)  et  où  les  coefficients  sont  laissés 
indéterminés. 

Si  G  contient  K  pareils  cycles,  la  partie  correspondante  du 
nombre  L  est  AK;  donc 

N  =  o>r-f-  9m  —  Ï.K. 
D'ailleurs  l'équation  (29)  se  réduit  ici  à 

u.  =  3{r—  m)  +  K; 
doue  enfin 

(33)  N  =  (w  +  31)  r  -f-  [8  —  31)  m  —  1<j.. 

Telle  est  la  formule  générale  pour  une  équation  différentielle 
d'ordre  quelconque  et  pour  une  courbe  ne  possédant  que  des  sin- 
gularités ordinaires,  pourvu  qu'il  y  ait  indépendance  entre  la 
courbe  et  les  données  de  l'équation  mise  sous  forme  projectile. 

35.  En  dernier  lieu,  si  l'on  suppose  une  courbe  gauche  G  sans 
singularité,  on  a  simplement 

(34)  N  =  «r  +  5m. 

Dans  une  Note  insérée  au  tome  II  de  ce  Bulletin,  p.  70,  je  disais  : 
«  Il  serait  d'un  très-grand  intérêt  de  connaître  le  caractère  général 
des  propriétés  des  courbes  qui  ne  dépendent  que  du  degré  et  du 
nombre  des  points  doubles  apparents.  »  Ce  caractère  général  n'est 
pas  encore  trouvé-,  mais  on  a  ici  la  définition  dune  catégorie  im- 
portante de  telles  propriétés.  On  peut  dire,  en  eilèt,  que  : 

Sur  une  courbe  sans  singularité  ponctuelle,  le  nombre  des 
points  en  chacun  desquels  est  satisfaite  une  équation  différentielle 

algébrique  ne  dépend,  (pmnt  à  la  courbe  [suivant  la  formule  (34)]? 

que  du  degré  et  du  nombre  des  points  doubles  apparents. 

36.  Voici  une  application  bien  propre  à  (aire  juger  de  la  facilité 
de  la  méthode  actuelle. 
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Une  surface  de  degré  p  est  assujettie  à  passer  par 

[p  H-i)(p  -+-  i)[p  -»-  3  )       , 


points  donnés  et  à  avoir,  avec  une  courbe  gauche  G,  un  contact 
d'ordre  h —  i.  On  demande  le  nombre  des  solutions  quand  G  ne 
possède  que  des  singularités  ordinaires. 

Je  compose  un  déterminant  A,  en  écrivant  successivement  tous 
les  termes  d'une  forme  quaternaire  de  degré  />,  comme  il  suit  :  les 
premières  lignes  s'obtiennent  en  mettant  successivement,  à  la  place 

des  variables  zu  ...,zk,  ^— — ^     — — — k  systèmes  de 

constantes.  Les  autres  lignes  s'obtiennent  en  y  mettant  successive- 
ment les  z,  puis  les  z',  .  .  . ,  enfin  les  ~^-1).  Ce  déterminant  est  le 
covariant  dont  l'évanouissement  répond  à  la  question. 

Le  degré  de  A  par  rapport  aux  z,  abstraction  faite  des  indices 
de  dérivation,  est  pk.  La  somme  des  indices  de  dérivation  à  chaque 
terme  est 

1  +  2  +  ...+   /r-i   =  -i '-  ; 

donc 

;  k  (  k  —  i  )       ,  ,  ,         , 

o  =  pk,    co  =  — —   — - 9     d  =  à  —  2tù  =  k[p  —  k  -h  i). 

Donc  : 

i°  Si  la  courbe  G,  de  rang  r  et  de  degré  m,  n'a  pas  de  singu- 
larité ponctuelle,  le  nombre  cherché  est  égal  à 

k[k  —  i)         .  ,         ,        , 
— r  -+-  k[p  —  k  -4-  i )  m. 

Ce  résultat  ne  diffère  pas  de  celui  que  l'on  obtient  dans  la  question 
analogue  pour  les  courbes  planes,  suivant  une  formule  due  à 
M.  de  Jonquières  (*). 

Si  l'on  suppose  que  G  contienne  des  rebroussements,  on  trouve 


(  '     Voir  le  tome  IV  de  ce  Bulletin,  p.  \i. 
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aisément,  pour  le  nombre  1  (n°  33), 

_    /,--i)(/,--2)_ 

2 

Donc  : 

2°  iSï  la  courbe  G  contient  K  rebroussements  ordinaires,  le 
nombre  cherché  est 

k[k  —  i)        7I        ,        >         {k-x){k-hï)v 
— v ;  r  H-  k  (p  —  h  -  -+- 1  m  -f- K. 

2  2 

Soit,  par  exemple,  p  =  2,  A  =  10.  Alors  : 

£«7*  zjrce  courbe  gauche,  de  degré  m  et  de  rang  r,  ayant  K  re- 
broussements ordinaires ,  sans  autre  singularité  ponctuelle ,  le 
nombre  des  points  en  chacun  desquels  cette  courbe  a  un  contact 
du  neuvième  ordre  avec  une  surface  du  second  degré  est  égal  à 

45  r —  70m  +  36K. 

37.  J'ai  à  ajouter  une  remarque  relative  au  théorème  Mil.  Je 
considère,  comme  au  n°  32,  une  fonction  telle  que  [p,  //,  //'],  et 
j'y  remplace  les  coordonnées  z  par  leurs  expressions  en  fonction 
des  coordonnées  du  point  correspondant  x  sur  la  courbe  T.  Je 
rappelle  que  F  est,  comme  au  n°  6,  la  courbe  correspondant  à  G 
dans  une  ligure  corrélative.  Avec  les  coordonnées  x,  la  fonction 
prend,  on  le  voit  aisément,  la  forme 

[/»*,  p',p]  [xx'x"xmY+*P". 

Pour  qu'un  covariant  F,  formé  par  une  suite  de  fonctions  partielles 
[.Pi  P '1  /'"]}  se  transforme  ainsi  en  un  covariant  dont  l'ordre  ne 
dépasse  pas  le  second,  il  faut  et  il  sullît  que  (xx' x" x'")  soit  en 
facteur  commun,  avec  le  même  exposant,  à  tous  les  termes  de  F. 
A  cause  des  équations  (32),  il  en  résulte  que  F  se  réduit  à  un  seul 
terme.  Ainsi  : 

Pour  qu  un  covariant  du  second  ordre  se  transforme  eu  un 
covariant  du  même  ordre  quand,  on  l'applique  à  une  figure 
corrélative,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  homogène  par  rapport 
aux  dérivées  secondes. 

S'il   en   est  ainsi,  le  covariant  est  de    la  forme  [/i,  g,  (31,  et  la 
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formule  (3o)  se  réduit  à 

(35)  N  =  gr  +  hm  ■+■  |3/a. 

Dans  ce  cas,  la  relation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  co variant  a 
lieu  entre  le  point,  la  tangente  et  le  plan  oscillateur  seulement.  11 
n'y  entre  pas  d'autre  élément  du  second  ordre.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théokème  IX.  —  Soit  la  figure  composée  d'un  point  a,  d'une 
droite  D  passant  en  a  et  d'un  plan  p  passant  par  D.  Soit  F  =  o 
une  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  cette  figure,  et  où  les  coor- 
données de  «,  D,  p  entrent  respectivement  aux  degrés  /j,  g-,  jS.  Soit, 
d'autre  part,  une  courbe  G  de  degré  m,  de  rang  /',  de  classe  p, 
et  à  singularités  quelconques.  Le  nombre  des  points  a  de  G,  en 
chacun  desquels  le  point  «,  la  tangente  D  et  le  plan  oscillateur  p 
satisfont  à  la  relation  F  =  o,  est  donné  par  la  formule  (35). 

Exemple.  —  Les  trois  droites  joignant  a  aux  intersections  de 
p,  avec  trois  droites  données,  doivent  faire  avec  D  un  rapport 
anharmonique  donné. 

Alors  N  =  /*  -t-  m  -f-  fi. 

38.  Dans  les  divers  exemples  que  j'ai  traités  ici,  j'ai  pris  les 
covariants  différentiels  sous  la  forme  Ft(z),  c'est-à-dire  que  les 
coordonnées  y  étaient  homogènes  et  la  variable  indéterminée.  Le 
nombre  d  y  était  alors  en  évidence.  Si  l'on  a  à  envisager  une  équa- 
tion différentielle  sous  la  forme  ordinaire,  avec  les  coordonnées 
linéaires  et  la  variable  indépendante  £,  on  peut  calculer  0  sans 
revenir  à  Ja  forme  Ft(z),  dont  le  calcul  serait  souvent  pénible  :  il 
suffit,  a  cet  effet,  d'appliquer  la  remarque  du  n°  20.  Soit,  par 
exemple,  à  trouver  le  nombre  des  plans  normaux  de  G,  menés  par 
un  point  (£,  >j,  'Q.  On  a  alors,  en  coordonnées  rectangulaires, 
l'équation 

dr     .    ,„        „,  dl 


£■  —  $  +  (iïi  —  m)^z  +(?,—  Ç)^|  =  o. 


Si  l'on  fait 


7!=A£  +  B  +  t:+...,       t,  =  A'  £  -+-  B'  -f-  -7T-  ■+ 

-  ç 
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le  premier  terme  du  premier  membre  de  l'équation,  ordonné  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  £,  est  du  degré  i;  donc  (n°  20) 
0  —  2W  =  i,  ce  qui  est  conforme  au  résultat  du  n°  29. 


Sur  le  nombre  des  normales  communes  à  deux  courbes,  à  deux 
surfaces,  à  une  courbe  et  à  une  surface;  par  M.  G.  Fouret. 

(Séances  des  2r\  janvier  et  i3  juin  1877.) 

§  I.  —  Normales  communes  a  deux  courbes  planes  algébriques. 

\  .  Considérons  sur  un  même  plan  deux  courbes  planes  algé- 
briques (m,  n)  et  (mf,  «'),  la  première  d'ordre  m  et  de  classe  «,  la 
seconde  d'ordre  m'  et  de  classe  n' .  Supposons-les  indépendantes 
l'une  de  l'autre  ;  supposons  en  outre  qu'aucune  d'elles  ne  passe  par 
les  ombilics  ( *)  et  ne  soit  tangente  à  la  droite  de  l'infini.  Sous  ces 
restrictions,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème. — Le  nombre  des  normales  communes  à  deuxcowbes 
algébriques  situées  dans  un  même  plan,  dont  les  ordres  sont  respec- 
tivement m  et  m' ',  les  classes  n  et  n1,  est  égal  à  nui'  -+-  m'n  -f-  nn' . 

Ce  théorème  n'est  pas  nouveau  :  M.  Ghasîes,  dans  ces  dernières 
années,  en  a  donné  une  démonstration  fort  simple,  fondée  sur  le 
principe  de  correspondance  (2).  Le  principal  intérêt  de  la  nouvelle 
démonstration  que  nous  allons  en  donner  est  de  conduire  à  la 
solution  de  la  question  analogue  pour  les  surfaces,  Voici  cette 
démonstration  : 

2.  Imaginons  l'ensemble  des  courbes  parallèles  à  la  courbe 
(m,  n)  :  il  est  bien  clair  que  les  points  de  contact  de  ces  courbes 
avec  la  courbe  (m',  n')  sont  précisément  les  pieds,  sur  cette  dernière 
courbe,  des  normales  communes  cherchées,  et  réciproquement.  Or 
les  courbes  parallèles  à  (m,  n)  forment  un  sj  sterne,  donl  h !S  carac- 


(')  Points  imaginaires  à  l'infini  communs  a  tous  les  cercles  du  plan. 
(')  Comptes  rendus  de  l' A  endémie  des  Sciences,  t.  LXXVI,  p.  1  ' 


téristiques,  \).  et  v,  sont  faciles  à  déterminer.  En  eilèt,  le  nombre  y. 
de  ces  courbes  qui  passent  par  un  point  quelconque  est  égal  au 
nombre  des  normales  à  (/;/,  n)  issues  de  ce  dernier  point 5  on  a  par 
conséquent  y.  =  m  -h  n.  En  second  lieu,  le  nombre  v  des  mêmes 
courbes  qui  sont  tangentes  à  une  droite  quelconque  est,  comme  on 
le  voit  aisément,  égal  au  nombre  des  tangentes  à  (m,  n)  parallèles 
à  la  droite  en  question,  d'où  l'on  conclut  v  =  h.Oh  sait,  d'autre  part, 
que  le  nombre  des  contacts  des  brandies  d'un  système  (/z,  v)  avec 
une  courbe  algébrique  d'ordre  m'  et  de  classe  n'  est  égal  à 
n'uL-h  m'v  (1).  En  substituant  dans  cette  dernière  expression  à  f- 
et  à  v  leur  valeur,  on  obtient,  pour  le  nombre  des  normales  com- 
munes cherchées,  mn'  -f-  m' n  -+■  nn' . 

§  II.  —  Normales  communes  a  deux  surfaces  algébbiques. 

3.  Rappelons  d'abord  un  théorème  relatif  aux  systèmes  de  sur- 
faces sur  lequel  nous  allons  nous  appuyer.  En  désignant  par//,  v,  p 
les  caractéristiques  d'un  pareil  système,  c'est-à-dire  les  nombres 
des  surfaces  qui  le  composent,  passant  par  un  point  quelconque, 
touchant  un  plan  quelconque  et  tangentes  à  une  droite  quelconque, 
on  a  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  des  points  de  contact  des  surfaces  d'un  système 
[p.,  v,  p)  avec  une  surface  algébrique  d'ordre  m,  de  classe  n  et  de 
rang  r,  indépendante  du  système,  est  égal  à  n\J.  -h  mv  -h  rp  (2). 

De  ce  théorème  on  tire  immédiatement  deux  conséquences  qui 
vont  nous  être  utiles. 

4.  Considérons  une  surface  algébrique  (/;/,  /?,  r)  ne  touchant  pas 
le  plan  de  l'infini  et  ne  contenant  pas  l'ombilicale  ( 3),  et  cherchons 
le  nombre  des  normales  à  cette  surface  issues  d'un  point  quel- 
conque. Ce  nombre  n'est  autre  que  le  nombre  des  sphères,  ayant 
pour  centre   commun   ce  dernier  point,    qui   touchent  la  surface 


('  )  Voir  Bulletin  de  la  Société,  t.  V,  p.  ai. 

(s)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXX,  p.  170.  Voir  la  démon- 
stration de  ce  théorème  donnée  par  M.  Brill  dans  le  tome  VIII  des  Mathematischen 
Annalen  (1875). 

(•)  Conique  imaginaire  à  l'infini,  commune  à  toutes  les  sphères. 


(m,  //,  /•).  Or  ces  sphères  forment  un  système  indépendant  de  la 
surface,  et  les  caractéristiques  de  ce  système  se  voient  immédiate- 
ment 5  on  a  [j.=  v  =  p  =  i .  Le  théorème  que  nous  avons  rappelé 
plus  haut  (  3)  peut  donc  s'appliquer,  et  l'on  en  conclut  que  : 

Le  nombre  des  normales  menées  d'un  même  point  à  une  surface 
algébrique  (m,  /z,  /'),  ne  présentant  à  Vinfini  aucune  particularité , 
est  m  -+-  n  -h  r. 

5.  On  peut  trouver  de  la  même  manière  le  nombre  des  normales 
communes  à  la  surface  [m,  w,  r)  et  à  une  droite  quelconque  D. 
Pour  cela,  considérons  l'ensemble  des  cylindres  de  révolution  qui 
ont  pour  axe  commun  cette  droite  :  ces  cylindres  forment  un  sys- 
tème dont  on  obtient  immédiatement  les  caractéristiques  5  on  a 
[x  —  p  =  1,  v  =  o.  Le  nombre  des  points  de  contact  de  ces  cylindres 
avec  la  surface  {m,  n,  r)  est  précisément  égal  au  nombre  des  nor- 
males communes  à  cette  surface  et  à  la  droite  D.  Or  ce  nombre, 
donné  par  le  théorème  déjà  invoqué  (3),  est  égale  à  n  -f-  r.  Par 
suite  : 

Le  nombre  des  normales  communes  à  une  droite  quelconque  et 
à  une  surf  ace  [m,  «,  r),  ne  présentant  à  l'infini  aucune  particu- 
larité, est  égal  à  n  -f-  /". 

6.  Nous  sommes  maintenant  à  même  de  déterminer  le  nombre 
des  normales  communes  à  deux  surfaces  algébriques  (m,  /*,/'), 
(/?//,  7^',  ;•'),  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  ne  présentant  aucune 
particularité  à  l'infini,  c'est-à-dire  ne  passant  pas  par  l'ombilicale 
et  ne  touchant  pas  le  plan  de  l'infini. 

Théorème.  —  Le  nombre  des  normales  communes  a  deux  sur- 
faces algébriques,  dont  les  ordres  sont  respectivement  m  et  ///',  les 

classes  n  et  «',  les  rangs  r  et  /•',  est  mn'-\-  m' n  -j-  (n  ■+-  /•)  (11' -\-  r'). 

En  ellêt,  considérons  l'ensemble  des  surfaces  parallèles  à  la  sur- 
face (//*,  /j,  ;•).  Ces  surfaces  forment  un  système,  dont  les  caracté- 
ristiques y.,  v,  p,  s'obtiennent  aisément.  Il  est  clair  que  le  nombre 
des  surfaces  du  système  passant  par  un  point  quelconque  est  égal 
au  nombre  des  normales  abaissées  de  ce  point  sur  (///,  //,  r);  d'où 
u.  =  ///  4-  n  -f-  r,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut      l),  Le  nombre 
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des  surfaces  du  système  tangentes  à  un  plan  quelconque  est  é\i- 
demment  égal  au  nombre  des  plans  tangents  à  (m,  /;,  /•)  menés 
parallèlement  au  plan  en  question;  d'où  v  =  n.  Enfin  le  nombre 
des  surfaces  du  système  tangentes  à  une  droite  quelconque  est  égal 
au  nombre  des  normales  communes  à  cette  droite  et  à  (/«,  rc,  /■), 
c'est-à-dire,  comme  nous  l'avons  vu  (5),  que  l'on  a  p  =  n-f-r. 
Le  système  ainsi  défini  étant  indépendant  de  la  surface  (///',  «',  /•'), 
le  nombre  des  points  de  contact  des  surfaces  qui  le  composent  avec 
la  surface  (///',  n\  r')  est  donné  par  le  théorème  fondamental  énoncé 
ci-dessus  (3).  Mais  ces  points  de  contact  sont  précisément  les  pieds 
sur  la  surface  (m\  n1 ',  /')  des  normales  communes  à  cette  der- 
nière surface  et  à  la  surface  (/?*,  zz,  r).  Ce  dernier  nombre  est  par 
suite  égal  à 

n\j.  -+-  mv  -4-  rp  =  n  (  m'  -+-  n'  +  r')  -4-  mn'  -4-  r(n'  -+-  r'  ) 

=  mn'  +  m'n  4-(n4-r)(n'  +  /''j. 

§    III.    —  Normales    communes    a    deux     courbes     algébriques, 

PLANES     OU     GAUCHES,    SITUÉES    l)'uNE    MANIÈRE    QUELCONQUE    UANS 

l'espace. 

7.  La  solution  de  cette  question  repose  sur  un  théorème  fonda- 
mental, relatif  à  un  système  de  surfaces  et  à  une  courbe  quelconque, 
plane  ou  gauche,  que  nous  rappellerons  d'abord  : 

Le  nombre  des  points  de  contact  des  surfaces  d'un  système 
la,  v,  p)  avec  une  courbe  algébrique,  plane  ou  gauche,  d'ordre  p 
et  de  classe  </,  indépendante  du  système,  est  égal  à  q;j.-hj)p  (1). 

Nous  allons  déduire,  comme  corollaires  de  ce  théorème,  deux 
autres  théorèmes  qui  nous  seront  utiles. 

8.  Considérons  une  courbe  algébrique ,  plane  ou  gauche , 
d'ordre  p  et  de  classe  <jr,  n'ayant  aucun  contact  avec  le  plan  de 
l'infini  et  ne  rencontrant  pas  l'ombilicale.  Considérons,  d'autre 


(')  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXX,  p.  i^o.  T'oir,  pour  la 
démonstration,  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Brill.  Nous  entendons  ici  par  classe  de  la 
courbe  le  nombre  des  tangentes  de  cette  courbe  qui  rencontrent  une  droite  quel- 
conque. 


paît,  un  système  do  sphères  ayant  pour  centre  commun  un  point  o 
quelconque.  Ces  sphères,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (4), 
forment  un  système  (u  =  v  =  p  =  i),  et,  comme  elles  sont  indé- 
pendantes de  la  courbe  (p,  </),  le  nombre  de  leurs  points  de  con- 
tact avec  cette  dernière  courbe  est  fourni  par  le  théorème  que  nous 
avons  rappelé  (7).  D'ailleurslc  nombre  en  question  n'est  autre  que 
le  nombre  des  normales  abaissées  du  point  o  sur  la  courbe  (/>,  q)\ 
par  suite  : 

Le  nombre  des  normales  abaissées  d'un  point  fixe  sur  une 
courbe  gauche  d'ordre  p  et  de  classe  q  est  égal  à  p  -f-  q. 

9.  Prenons  maintenant  une  droite  quelconque  D,  et  considérons 
l'ensemble  des  cylindres  de  révolution  ayant  pour  axe  commun 
cette  droite.  L'ensemble  de  ces  cylindres  forme  un  système,  dont  les 
caractéristiques  déjà  trouvées  (5)  sont  fjt=i,v=o,p  =  i.  Les 
points  de  contact  de  ces  cylindres  avec  la  courbe  (/7,  q  )  sont  en 
même  temps  les  pieds,  sur  cette  courbe,  des  normales  communes 
à  (/>,  q)  et  à  D.  Le  nombre  de  ces  normales  communes  est  par 
suite  donné  par  le  théorème  du  n°  7  ;  d'où  l'on  conclut  que  : 

Le  nombre  des  normales  communes  à  une  droite  D  et  à  une 
courbe  (  />,  q  )  est  égal  à  p  -f-  q . 

10.  Cherchons  maintenant  le  nombre  des  normales  communes  à 
deux  courbes  (/>,  q),  (//,  </'),  indépendantes  l'une  de  l'autre,  ne 
touchant  pas  le  plan  de  l'infini,  et  ne  rencontrant  pas  l'ombilicale. 
Ce  nombre  est  donné  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  L,e  nombre  des  normales  communes  à  deux 
courbes  algébriques,  planes  ou  gauches,  dont  les  ordres  sont  res- 
pectivement p  et //,  et  les  classes  q  et  q',  est  égal  à  (  p  -f-  q)  (//  -f-  q1  ) . 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  la  surface  formée  en 
portant  une  même  longueur  sur  toutes  les  normales  à  la  courbe  ( '/>,  y), 
à  partir  de  leur  pied.  En  faisant  varier  cette  longueur,  on  obtient 
une  infinité  de  surfaces  analogues  à  la  précédente  (*),  et  dont  l'en- 
semble forme  un  système.   Les  caractéristiques  de  ce  système  se 

(')  Ces  surfaces  constituent  ce  qu'on  a  l'habitude  d'appeler  des  surfaces  canaux. 
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déterminent  aisément  :  le  nombre  y.  des  surfaces  du  système  qui 
passent  par  un  point  quelconque  est  égal  au  nombre  des  normales 
menées  de  ce  point  à  (/>,  q  ),  c'est-à-dire  à  p  -+-  q  (  8).  Le  nombre  p 
des  surfaces  du  système  qui  touchent  une  droite  quelconque  est 
égal  au  nombre  des  normales  communes  à  cette  droite  et  à  (/>,  q): 
e'est  encore  p  -h  q  (9)  (1).  En  observant  que  les  points  de  contact 
des  surfaces  considérées  avec  [p\  q')  sont  précisément  les  pieds, 
sur  cette  courbe,  des  normales  communes  à  cette  courbe  et  à  la 
courbe  (/?,  <y),  on  n'a  plus  qu'à  appliquer  le  théorème  du  n°  7,  et 
l'on  trouve  que  le  nombre  des  normales  communes  cherchées  est 
q  y.  +  pp  =  {p'-h  q')  q  4-  [p'  +  q')p  =  [p  +  q)  {p'  +  q')- 

11.  Remarque.  —  Quand  les  deux  courbes  [p,  q),  (p',  q')  sont 
planes  et  situées  dans  un  même  plan,  le  nombre  précédent  se 
décompose  en  deux  parties  :  l'une  pq'  -4-  p1 q  -4-  qq'  exprime  le 
nombre  des  normales  communes  situées  dans  le  plan  commun  (1); 
l'autre  pp'  est  le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes. 
Ce  dernier  résultat  s'explique  du  reste  parfaitement,  car  la  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  figure,  en  l'un  quelconque  des  pp'  points 
d'intersection  des  deux  courbes,  est  une  normale  commune  à  ces 
deux  courbes. 

§  IV.  —  Normales  communes  a  une  courbe  algébrique 

ET   A    UJN'E    SURFACE    ALGÉBRIQUE. 

12.  Considérons  maintenant  une  surface  (/«,  zz,  r)  et  une 
courbe  (/?,  q)  plane  ou  gauche,  cette  surface  et  cette  courbe  étant 
d'ailleurs  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  ne  présentant  aucune 
particularité  par  rapport  au  plan  de  l'infini.  On  a  alors  le  théorème 
suivant   : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  normales  communes  à  une  sur- 
face (/«,  7z,  /•)  et  à  une  courbe  (/>,  q),  plane  ou  gauche,  indépen- 
dante de  la  surface,  est  égal  à  mq  -+-  (n  4-  /•  )  (  p  -h  q). 


(')  La  troisième  caractéristique  r,  dont  nous  aurons  besoin  plus  loin,  et  qui  ex- 
prime le  nombre  des  surfaces  du  système  tangentes  à  un  plan  quelconque,  est  égale 
à  q  ;  car  elle  est  égale,  conme  il  est  facile  de  le  voir,  au  nombre  des  plans  tangents 
à  la  courbe  {p,  q)  parallèles  au  plan  en  question. 
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Nous  pouvons  démontrer  ce  théorème  de  deux  manières  :  le 
nombre  cherché  est  en  elfet  égal,  d'une  part,  au  nombre  des  points 
de  contact  avec  (/?,  q)  des  surfaces  parallèles  à  (m,  n,  71),  de  l'autre, 
au  nombre  des  points  de  contact  avec  (/«,«,  r)  des  surfaces  canaux 
avant  pour  axe  commun  la  courbe  (p,  q).  En  suivant  la  première 
voie,  le  système  des  surfaces  parallèles  à  (m,  n,  r)  ayant  pour  carac- 
téristiques :  [J.  =  m  -+-  n  -\~  /',  p  =  n  -+-  /',  le  nombre  des  contacts 
de  ces  surfaces  avec  (/?,  q)  est  (7)  égal  à 

[m  -+-  n  H-  /•  q  -f-  [n  -+-  r)  p  =  mq  -\-{n  -4-r)  (p  +  q  . 

Par  la  seconde  manière,  on  a,  pour  le  système  des  surfaces  canaux 
de  (/?,  ^),  y.  =  p  -+-  q-,  y  =  q-,  p  =  p.~¥-  q\  le  nombre  des  points  de 
contact  de  ces  surfaces  avec  (m,  w,  /')  est  (  3) 

n[p-+-q   -h  mq  +  r  [p  -h  q)—mq  -h  {n  4-  r)[p  -i-q), 

nombre  déjà  trouvé  par  la  première  méthode. 

Remarque.  —  Nous  sommes  loin  d'avoir  épuisé  les  questions 
que  soulève  la  recherche  des  normales  communes  \  mais  il  nous  faut 
avouer  qu'en  dehors  du  cas  de  deux  courbes  planes  situées  dans  un 
même  plan,  le  problème  devient  beaucoup  plus  compliqué,  lorsque 
les  courbes  ou  surfaces  que  l'on  considère  touchent  le  plan  de  l'in- 
fini, que  l'ombilicale  est  contenue  sur  les  surfaces  ou  rencontre  les 
courbes. 


Sur  les  congruences  des  nombres  eulériens  et  des  coefficients  dif- 
férentiels des  fonctions  trigonométriq ues ,  suivant  un  module 
premier;  par  M.  Edouard  Lucas. 

i  .  On  sait  que,  lorsque  l'on  remplace  x  par  les  nombres  entiers 
consécutifs  dans  une  fonction  f(pc)  entière  et  à  coefficients  entiers, 
ou  dans  une  expression  de  la  forme  (A,  B,  C,  ...,  a,  &,  c,  ...,  entiers) 

©(a?)  =  Aa'+  B^-f-  Ce*-4-Dd*-!-.  .  ., 

les  résidus  des  résultats  de  la  substitution  pour  tous  les  modules  pre- 
miers ou  composés  se  reproduisent  périodiquement,  et  l'amplitude 
de  la  période  est,  en  général,  pour  un  module  premier  p,  égale  au 

4 
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module  dans  le  cas  de  la  fonction  entière,  et  au  module  diminué 
de  l'unité  dans  le  cas  de  la  fonction  transcendante.  Ces  propriétés 
sont  indiquées  par  les  formules  suivantes,  pour  k  entier  et  po- 
sitif : 

/  X  ■+-  kp    : -:::/  X  111  od.  p  , 

y[x  -4-  /i    p  —  \      =  9  x        mod.  p). 

Nous  avons  indiqué  les  résultats  analogues  pour  les  fonctions 
symétriques  des  racines  des  équations  algébriques  à  coefficients 
commensurables.  Nous  montrerons  que,  dans  le  cas  général,  les 
coefficients  différentiels  des  fonctions  rationnelles  de  l'exponen- 
tielle ex  possèdent  les  propriétés  numériques  de  la  fonction  o. 

Soit  d'abord 


secr 


a2  x7  -f-  rt4  x*  -+-  û0  xc  -+■ 


on  obtient,   en  multipliant    le  premier  membre  par  cos.r  et  le 
second  par  le  développement  de  cosx  en  série,  la  relation 


(hn 


9.1 
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2  n 


On  en  déduit  le  déterminant  du  n'L'me  ordre  (  ' 


a», 


o         o         o 


A  !      •>.  ! 


6!     4^     il     '       u 
i         i         r         t 

51    6!    T\    V\    ' 


2.  M.  Sylvester  [Comptes  rendus,  t.  LU,  p.  161)  a  appelé 
nombres  d'Eider  les  coefficients,  pris  en  valeur  absolue,  déter- 
minés par  la  relation 

E,„  =   —  i  "  i .  ?.. 3 ...  '  2 n )  «j„ ; 


(')  J.-W.-L.  Glaisber  ,    Expressions  for   Laplace  s    coefficients ,    Bernoullian    and 
Eulerian  Numbers,  etc.  (  The  Messenger  of  Mat  hématies,   n°  64,  1S76). 
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on  a  donc,  par  le  changement  de  x  en  x\  — i,  la  formule   sym- 
bolique 


et,  en  général, 


d"  rt„ 


dx"„ 


E„, 


et.  par  l'application  du  calcul  des  résidus, 

Enchâssant  les  dénominateurs  dans  l'équation     i  ),  et  en  iden- 

tifiant  les  coefficients  de •>  on  a,  pour  n  J>  i,  la  relation 

i .  2 . 3 . , .  n  r 

récurrente 

(2)  (E  +  i)--h(E  —  i)n  =  o, 

qui  donne  le  déterminant 


11         000 
16         100 
-  1  "  i    1      i5      i5        1      o 


.       ri        p.        ru 

l  Ui„  ^2/1  V-;.., 


Ci. 


formé  par  les  lignes  de  rang  pair  et  les  colonnes  de  rang  impair  du 
triangle  arithmétique. 

Les  nombres  eulériens  sont  entiers  et  impairs;  Sherk  a  démontré 
qu'ils  étaient  terminés  alternativement  par  1  et  5  (M.  Ces  pro- 
priétés sont  des  cas  particuliers  des  suivantes. 

3.  Dans  le  triangle  arithmétique,  tous  les  termes  de  la  piéme  ligne 
sont,  pour  p  premier,  divisibles  par/7,  à  l'exception  des  coefficients 
extrêmes,  égaux  à  l'unité;  ceux  de  la  (p  -+-  i)ième  ligne  sont  aussi 
divisibles  par  /?,  à  l'exception  des  quatre  coefficients  extrêmes  égaux 
à  l'unité.  Si  l'on  continue  la  formation  du  triangle  arithmétique, 


(')   Voir  Stf.RN,   Journal  de  Crrlle,  t.  70,   p.  67. 


en  ne  conservant  que  les  résidus  suivant  le  module  p,  on  reforme 
deux  fois  le  triangle  arithmétique  des  [p —  i)  premières  lignes; 
puis,  à  partir  de  la  (2/?)ieme  ligne,  on  le  reforme  trois  fois;  mais 
chacun  de  ces  triangles  est  pris  respectivement  i,  2, 1  fois;  à  partir 
de  la  (  3pVeme  ligue,  il  est  répété  quatre  fois  avec  les  coefficients  1, 
3,  3,  1  de  la  troisième  ligne,  et  ainsi  de  suite.  On  a  donc,  en  gé- 
néral, pour  p  premier, 

C^C^xC;    (mod.^;, 

m.  et  77,  désignant  les  entiers  de  —  et  de  -  *  et  u  et  v  les  résidus 
1  b  p  p         r 

de  m  et  de  n  suivant  le  module  p.  On  a  de  même 

C£=(%xC£     (mod./>. 

et,  eu  général, 

C^C;.C-(>;3...     (mod./j), 

f*i,p2,  u3,  .  .  .  désignant  les  résidus  de  m  et  des  entiers  contenus 

.        ,      P      .        m    m    m  , 

dans  les  iractions  —  î  — >  — ■>  ♦•  •  •>  et  de  même  pour  vn  v,,  v3,  .... 
p    p2    p11  L 

Quant  à  la  (p  —  iyeme  ligne  du  triangle  arithmétique,  elle  est 

formée  alternativement  par  les  résidus  -+- 1  et  —  1 .  La  formule  (2) 

donne 

(  E  H-  1  )p~1  +  (  E  —  1  )/»-'  =  o, 

et,  en  prenant  les  résidus, 

E,_,  +  E^_3  +  E^-s  -+- . . .  -f-  Eï  +  E,==  o     (  mod.  p  . 

On  a  donc  ce  tliéorème  : 

Si  p  est  un  nombre  premier,  la  somme  des  nombres  eulèriens, 
pris  alternativement  avec  les  signes  -+-  et  — ,  et  dont  l'indice  est 
inférieur  à  /?,  est  divisible  par  p. 

Les  premières  valeurs  de  E  sont  données  par  les  formules 

E,  +  E„  =  o, 

E4  -4-   6E,  4-  E0=  o, 

EeH-i5E«-f-i5Ea  +  E,  =  oJ 
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on  a  ensuite,  à  partir  de  p  -f-  i ,  par  congruence, 

Ep+i  +  3E^,  +   3E2-t-E0  =  o 
Ep+i  +  ioEf+3  +  5E/M_,  +  i5E4  -+-  ioE2  h-  E„  =  o 


mod.  p). 


La  comparaison  des  deux  systèmes  de  formules  donne  successi- 
vement 

E/,.4-1  ^  Ej 

E^+3  =  Ej 

I     (mod.  p. 

Ep+i  =  Ec 

; 

On  a  donc,  en  général,  quel  que  soit  l'entier  positif/:, 

E,n==E2a+k(p-i)      moâ.p); 
et,  par  suite  : 

Les  résidus  des  nombres  eulèriens,  suivant  un  module  premier 
(ou  composé),  se  reproduisent  dans  le  même  ordre,  comme  les 
résidus  potentiels. 

4.  Si  l'on  pose 

=  Ea>0  -f-  Ea,,  -  -+-  Ea,2 h. . . 

I  1.2 


*^">.,n 


i . i . 3 ... n 
ou,  sous  la  forme  symbolique, 

ua  = 


e'  -\-  e 
les  coefficients  E0„  sont  déterminés  par  la  relation  symbolique 

Ea,„  =  [E  +  E'  +  E"  + . . .  +  E<»>  ]«, 

dans  laquelle  on  remplace  les  exposants  de  E,  E',  E",  .  .  .  par  des 
indices,  et  supprimant  ensuite  les  accents.  Nous  appellerons  les 
nombres  Ea  les  nombres  eulèriens  d'ordre  a;  ces  nombres  sont 
entiers,  et  leurs  résidus,  suivant  un  module  premier,  se  reprodui- 
sent périodiquement  ;  on  démontrera,  comme  précédemment,  que 
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l'on  a 

Ea,„  =  Ea,„+/.  /._,)      mod.  p  . 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  résidus  des  coefficients  différentiels  d'une  puissance  entière 
et  positive  de  sécr,  suivant  un  module  premier,  se  reproduisent 
périodiquement . 

Ces  considérations  s'appliquent,  en  général,  aux  coefficients  dif- 
férentiels d'une  fraction  rationnelle  de  ex,  mais  dans  certaines 
conditions,  et  par  exemple  à  ceux  de 

o   i 

mais,  dans  le  cas  de  la  cosécante  ou  du  développement  de         — ri 

ce  théorème  n'a  pas  lieu,  parce  que  <p(  i)  est  nul 5  les  coefficients 
différentiels,  qui  sont  ici  les  nombres  de  Bernoulli  des  divers 
ordres,  ne  sont  plus  entiers,  et  leurs  dénominateurs  contiennent  la 
série  indéfinie  des  nombres  premiers. 

ISous  montrerons  ultérieurement  comment  les  réciproques  de  ces 
théorèmes  conduisent  à  de  nouveaux  théorèmes  analogues  à  la  ré- 
ciproque du  théorème  de  Fermât,  ou,  avec  des  restrictions,  à  des 
théorèmes  analogues  au  théorème  de  Wilson. 


Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième  classe;  par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  21  novembre  18^7.) 

1.  Soient  A,  B  et  C  trois  points  d'une  conique  K  et  un  point  P 
pris  arbitrairement  dans  son  plan.  Par  les  quatre  points  A,  B,  C 
et  P  faisons  passer  une  conique  arbitraire  H  et  soit  Q  le  quatrième 
point  où  cette  conique  rencontre  K. 

Cela  posé,  étant  pris  un  point  JM  arbitrairement  sur  K,  menons 
la  droite  MP  et  joignons  au  point  Q  le  point  I,  où  MP  coupe  une 
seconde  fois  la  conique  II.  La  droite  IQ  coupe  K  en  un  second 
point  a;  joignons-le  au  point  M.  La  droite  Ma  enveloppe,  lorsque 
le  point  M  se  déplace  sur  la  conique,  une  courbe  qui  est  évidcm- 
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ment  de  la  troisième  classe.  Si,  en  effet,  on  mène  la  droite  MQ 
rencontrant  la  conique  H  au  point  G,  puis  la  droite  GP  recontrant 
la  conique  K  aux  points  f3  et  y,  on  voit  que  M  (3  et  M  y  sont  encore 
des  tangentes  à  la  courbe  cherchée.  Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  l'on 
a  ainsi  toutes  les  tangentes  passant  par  le  point  M-,  donc  l'enveloppe 
est  de  troisième  classe.  En  faisant  coïncider  successivement  M  avec 
chacun  des  points  A,  B,  C,  on  reconnaît  facilement  que  l'enve- 
loppe touche  en  ces  points  la  conique  K,  les  troisièmes  tangentes 
que  de  chacun  d'eux  on  peut  mener  à  la  courbe  se  rencontrant  au 
point  P. 

L'enveloppe  fait  donc  partie  du  faisceau  formé  par  les  courbes 
de  troisième  classe  touchant  aux  trois  points  A.  B,  C  la  conique  K 
et  tangentes  aux  droites  AP,  BP  et  CP;  et  il  semble  d'abord  qu'en 
faisant  varier  la  conique  H  on  pourra  engendrer  de  la  façon  que 
j'ai  indiquée  toutes  les  courbes  du  faisceau. 

Pour  se  convaincre  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  suffit  de  remai'quer 
que  l'une  des  tangentes  issues  du  point  INI  (celle  que  j'ai  désignée 
par  Ma)  se  détermine  individuellement  et  que  d'ailleurs  les  points 
de  la  conique  K  se  déterminent  individuellement:  l'enveloppe  est 
donc  la  courbe  unicursale  du  faisceau. 

Les  propriétés  les  plus  simples  des  coniques  montrent  en  effet 
que,  le  point  M  étant  fixe,  le  point  a  est  parfaitement  déterminé, 
quelle  que  soit  la  conique  que  l'on  fasse  passer  par  les  points  A,  B,  C 
et  P. 

Par  suite,  dans  la  génération  des  tangentes  à  l'enveloppe,  on 
pourra  remplacer  la  conique  H  par  un  système  de  deux  droites. 
Le  point  Q  étant,  par  exemple,  le  point  de  rencontre  AP  avec  K, 
on  engendrera  les  diverses  tangentes  à  la  courbe  de  troisième  classe 
en  faisant  décrire  au  point  I  la  droite  BC. 

2.  Quelques  conséquences  intéressantes  résultent  des  considé- 
rations qui  précèdent.  En  effet,  des  trois  tangentes  que  du  point 
M  on  peut  mener  à  l'enveloppe,  deux  (Ma  et  M(i)  rencontrent  la 
conique  K  en  deux  points  tels,  que  la  corde  a(3  qui  les  joint  passe 
par  le  point-fixe  P. 

On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Si  une  courbe  unicursale  de  troisième  classe  est  tritangente 
a  une  conique  K.  les  trois  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  cette 
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courbe  par  un  point  quelconque  de  la  conique  rencontrent  de 
nouveau  cette  conique  en  trois  points.  Un  des  côtés  du  triangle 
formé  par  ces  trois  points  j?asse  par  un  point  fixe. 

3.  Supposons  que  la  conique  K  soit  un  cercle  ayant  P  pour 
centre  ;  on  voit  alors  que  l'angle  (3  Ma  est  droit. 
Donc  : 

•Si  un  cercle  est  tritangent  à  une  courbe  de  troisième  classe 
unicursale  et  si  les  normales,  menées  au  cercle  en  ces  points, 
sont  tangentes  à  la  courbe,  deux  des  tangentes  que  de  chacun  des 
points  du  cercle  on  peut  mener  à  la  courbe  font  entre  elles  un 
angle  droit. 

La  réciproque  est  également  vraie  : 

Etant  donnée  une  courbe  de  troisième  classe,  si  un  cercle  jouit 
de  la  propriété  que  deux  tangentes,  menées  à  la  courbe  par 
chacun  de  ses  points,  soient  à  angle  droit,  la  courbe  est  unicursale  ; 
le  cercle  touche  la  courbe  en  trois  points  et  les  normales  menées 
au  cercle  en  ces  points  sont  tangentes  à  la  courbe. 

Peur  le  démontrer,  je  remarquerai  d'abord  que,  étant  pris  un 
point  quelconque  M  sur  le  cercle,  comme  deux  des  tangentes,  me- 
nées à  la  courbe  par  ce  point,  sont  liées  par  une  relation  particu- 
lière, la  troisième  tangente  se  détermine  individuellement  ;  donc 
la  courbe  est  unicursale. 

En  second  lieu,  Ma  désignant  la  tangente  qui  passe  par  le  point 
M  et  qui  se  détermine  individuellement,  il  est  clair  que  cette  tan- 
gente, lorsque  le  point  M  se  déplace,  vient  successivement  coïn- 
cider avec  ebacune  des  tangentes  à  la  courbe  5  autrement  la  courbe 
se  décomposerait  en  une  conique  et  un  point. 

De  là  résulte  que,  une  tangente  quelconque  à  la  courbe  de  troi- 
sième classe  rencontrant  le  cercle  en  deux  points,  des  deux  perpen- 
diculaires menées  en  ces  points  à  la  tangente  l'une  au  moins  est 
tangente  à  la  courbe. 

Menons  maintenant  une  tangente  commune  au  cercle  et  à  la 
courbe  ;  cette  tangente  rencontrant  le  cercle  en  deux  points  con- 
fondus, d'après  ce  que  je  viens  de  dire,  la  normale  au  cercle  sera 
tangente  à  la  courbe.  On  ne  peut,  d'ailleurs,  par  le  centre  du  cercle, 
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mener  que  trois  tangentes  à  cette  courbe  ;  donc  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  communes  se  réduisent  à  trois. 

Le  cercle  est  donc  tritangent  à  la  courbe,  et  les  normales  au  cercle, 
en  ces  points,  lui  sont  également  tangentes. 

4.  Les  propositions  précédentes  se  vérifient  immédiatement  sur 
les  courbes  unicursales  de  troisième  classe  les  plus  connues,  telles 
que  la  cardioïde  et  Yhypocycloïde  à  trois  points  de  rebrousse- 
ment.  On  peut  se  proposer  un  problème  analogue  pour  les  courbes 
de  quatrième  classe  : 

Trouver  toutes  les  courbes  de  quatrième  classe  par  lesquelles  le 
lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  se  décompose  en 
un  cercle  et  une  courbe  résiduelle. 

J'examinerai  ce  problème  dans  une  prochaine  communication. 


Sur  les  développements  en  séries;  par  M.  Edouard  Lucas. 

L'étude  des  nombres  de  Bernoulli  est  importante  :  i°  dans  le 
Calcul  des  différences  et  des  sommes,  où  ces  nombres  se  présentent 
comme  coefficients  des  puissances  de  x  dans  la  somme  des  puis- 
sances semblables  des  x  premiers  nombres  entiers  \  i°  dans  le 
Calcul  différentiel,  où  ces  nombres  se  présentent  comme  coefficients 
des  puissances  de  la  variable  dans  les  développements  en  séries } 
3°  dans  le  Calcul  intégral,  comme  valeurs  d'intégrales  définies } 
4°  dans  l'Arithmétique  supérieure,  et  principalement  dans  la  théo- 
rie des  résidus  potentiels,  aussi  bien  que  dans  celle  de  l'équation 
indéterminée 

ainsi  que  l'ont  montré  Cauchy,  Genocchi  et  Ruminer. 

jNous  avons  montré  précédemment  le  grand  avantage  obtenu  par 
l'emploi  du  calcul  symbolique  pour  le  calcul  de  ces  nombres  ■  '  |, 


1     Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  septembre  187C. 
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et  des  nombres  entiers  qui  proviennent  du  théorème  de  Staudt  (*  ), 
pour  le  calcul  des  sommes  des  puissances  semblables  des  nombres 
inférieurs  et  premiers  à  un  nombre  donné  (2),  pour  le  calcul  des 
coefficients  des  sommes  successives 

Nous  allons  faire  voir  que  l'application  du  calcul  symbolique 
permet  de  simplifier  la  théorie  des  développements  en  séries  et  de 
généraliser  des  théorèmes  bien  connus,  tels  que  ceux  de  Stirling 
et  de  Boole. 

\.  Soient  fin  le  coefficient   de  '—  dans  le  développement   de 

u  =f(x)  en  série  convergente,  et  fP}U  le  coefficient  de  —  dans  le 
développement  de  up-,  on  a  les  formules  symboliques 

«' '=  efr*=fp,«+fp.>  -  -H A'  -,  +fp*  31  +  •  •  ■  ^  f'""  n\  ^  '  "  '  ' 

Nous  dirons  que  les  coefficients  jpn  sont  d'ordre  p  et  de  rang  n  ; 
mais  n  sera  toujours  entier  positif,  et  p  quelconque,  positif  ou  né- 
gatif, entier  ou  fractionnaire.  Nous  supposerons,  de  plus, 

/' .0  —  I .      fp,K  ~  '  »      /o,o  =  I ,     fo.P  =  O, 

et  nous  rappellerons  qu'il  faut  toujours  tenir  compte  de  l'expo- 
sant zéro. 

Ou  peut  calculer  les  coefficients  d'ordre  p  au  moyen  des  coeffi- 
cients du  premier  ordre;  en  effet,  on  a  la  formule 

(o  fP,n =[/;+/:  +/:+... +/w. 

dans  le  développement  de  laquelle  on  remplace  les  exposants  de 
/'■>/)•  •  •  -i/tP)  Par  ^es  seconds  indices,  et  l'on  supprime  ensuite 
les  accents. 

En  particulier,  si  l'on  désigne  par  p,„  </„,  r„,  ...   les  nombres 
des  arrangements  de  p,  q,  r.  ...  objets  n  à  /*,  les  développements 


1     A '/mal 7  di  Maternai ica  para  ed  applicata,  Milano,   i  S-  -j . 
v:)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  avril  1877. 
Ç*     7"//^    Messenger. of  Mathematict,  Cambridge,  octobre  1877. 
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symboliques 

(  i  -+-  xJJ  ----  e'JI,       r  +  x)i  =  eix,     (  i  -4-  x)r  =  erx,     .  .  . 
donnent,  par  multiplication, 

[p  -h  q  +  r  -4-  ...]„  =  [p  -h  q  -+-  r  +  .  .  .  ]"  ; 

c'est  la  formule  du  polynôme  des  factorielles. 
D'autre  part,  sif(x)  =  er,  on  a 

/.,»  =  »,    fr.«  =  P"> 

ce  qui  est  exact.  La  formule  (i)  exprime  le  coefficient  d'ordre  p  et 
de  rang  n  en  fonction  des  n  premiers  coefficients  du  premier  ordre. 
On  a  aussi  la  relation 

et,  plus  généralement,  pour 

/?  =  ?.  -h  u  -f-  v  -+- .  .  . 
la  formule 

(3)  £..=  (/;+/,+/.■+■•.)•. 
et  aussi,  pour  «  différent  de  zéro, 

(4)  o  =  (/,+/-,)■; 

cette  dernière  formule  donne  la  relation  entre  les  coefficients 
d'ordres  égaux  et  de  signes  contraires.  Nous  observerons  d'ailleurs 
que  les  relations  (2)  et  (4)  donnent  lieu  à  des  déterminants  qui 
expriment  fP)„  en  fonction  des  fv_x  et  des  yn  ou  en  fonction  des 
J-pi  et  inversement. 

Le  calcul  dcsfp,  pour  j>  entier  et  positif,  s'effectue  plus  avanta- 
geusement de  la  manière  suivante.  On  a  l'identité 

et,  en  prenant  les  dérivées  des  logarithmes  des  deux  membres, 

pfi  et*m       f,- 
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En  identifiant  les  coefficients  de  — r>  on  en  déduit  la  relation 

ti\ 

(5)  PMf>+fpY=fp(fi+fe)n> 

qui  exprime^,5„+1  en  fonction  des  n  premiers  coefficients  d'ordre  p 
et  des  n  +  i  premiers  coefficients  du  premier  ordre;  on  peut  en 
déduire  fp,n+\  par  un  déterminant  ne  contenant  que  les  ft . 

2.  On  a  les  développements  bien  connus 

l'6)  u—  — ^—  =eh>*, 

ex  —  i 

'ar  +  B,."  — B» 

(7)  S„_,(.r)  =!"-'  -f-  2"-'  +  3"-'  -h.  .  . -4-  .r  —  i)"-'  = ? 

dans  lesquelles  on  remplace  les  exposants  de  Bt  par  des  seconds 
indices,  et  Bj>n  par  le  nombre  de  Bernoulli  correspondant  pris  avec 
un  signe  et  un  indice  convenables  ;  ces  nombres  se  calculent  par  la 
relation  générale 

(8)  F(*  +  B,-t-i)  —  F(jr  +  B,)  =  F'(j?), 

F  désignant  une  fonction  quelconque.  La  formule  (8)  contient 
toutes  les  relations  connues  pour  le  calcul  des  nombres  bernoul- 
liens  et  un  grand  nombre  d'autres.  On  tire  immédiatement  de  la 

formule  (7) 

r/S  <x\ 
&T  =  ****(*)+*     (,)* 

Cela  posé,  on  a,  pour  les  nombres  bernoulliens  d'ordre  négatif, 

ex  —  \\p 

— )• 

xn 
et  par  suite,  en  égalant  les  coefficients  de  — r» 

B 


p'"-  [n  +  i){n  +  *)...(n  +  p) 

X     pp+"  —  £[p  —  i >+"  +  P-P~T>  [p  —  o.)p+n  —  ..  .     , 


(')  J.  Bertrand,  Calcul  différentiel,  p.  352,  n°  351. 
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ou,  par  une  formule  connue  du  calcul  des  différences, 

A?  oi'+n 

(a)  B_-„,n=, i : ; 

J'        (B+i)(n  +  2)...(n+i') 

on  a,  en  particulier, 

i  in+2—  i 

B-1,11  = '     B_2,„  = 


7i  -+-   I  1»  +  ]'    ft+  2  1 


On  peut  obtenir  les  nombres  de  Bernoulli  d'ordre  positif  par  la 
méthode  suivante  :  j'ai  donné  [Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  septembre  1876)  la  formule 


ioï 


1  dp¥  [xif  Xi,  .  .  .,  xp) 
dx{  dXi  dxi  .  . .  dxp 


=*:=,.,=,.-..=,*[*•+*.'  *h-b:,  ...,  *,+#*], 


dans  le  développement  de  laquelle  on  remplace  les  exposants  de 
B',,  B",  .  . .  par  des  seconds  indices,  et  l'on  supprime  les  accents  ; 
par  conséquent,  si  l'on  pose 

ï  1  X\  )  Xi,    .  .  .  ,   Xn  !  . —  \X\  — r~  Xt  ~v~  •  •  •  ~r~  Xp  j   , 

on  obtient,  en  faisant  ensuite  xt  =  x9  =  ►..==  xp  =  o, 
>>     B,+/»]--f  %  +  p-i  "+^y^-  B,-ff-2)»±...±B;  =  o, 
ou  symboliquement 

(12)  A<>b;;  =  o; 

cette  dernière  peut  s'écrire,  en  ordonnant  suivant  les  seconds  in- 
dices de  Bp,  sous  la  forme 

(i3)  (B^  +  Apo;«=o, 

dans  laquelle  on  remplace  les  puissances  de  B;,  par  des  seconds  in- 
dices et  les  puissances  a.  de  A''o  par  A^o";  celle-ci  donne  lieu  à 
un  déterminant  i  d'ailleurs  on  a  encore 

(»4)  (B„-»-B_,)»=o,        % 

el  l'on  remplacera  les  B_;)  par  la  formule  (9). 
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3.   Le  calcul  des  B^  se  fait  plus  rapidement  par  le  procédé  sui- 
vant :  si  l'on  élimine  ex  entre  up  et  sa  dérivée,  on  a  l'équation 

x =  p  [  i  —  x)W  —  puf+'  ; 

donc,  en  égalant  les  coefficients  de  x",  on  trouve 
(i5)  pBp+ii„  =  [p  —  n^Bp,„~  pnHp,n_,. 

On  a,  en  particulier,  pourp  =  i, 

(16)  B2jB=(i  —  n)B,,„  —  nB,^_„ 
et,  pour  q  ^>  i ,  selon  que  n  est  pair  ou  impair, 

Bï.,f  =  (i  —  iq)Blt7q,     B,.:74.,~—  [i4-2g)B,,v 
Pour  p  =  2,  on  a  encore 

2B,,„  =  (2  —  /l)Bj,„ —  2WBj,n-i, 

et,  en  remplaçant  les  B2)„  en  fonction  des  Bljn, 

(17)  2B.i,„=  «  —  1]  n  —  2)B,,„-+-  3/i  [n  —  2NB,,„  ,  +  2/1(71  —  i)B,,„_,. 

Pour  obtenir  une  formule  plus  générale,  nous  changerons  n  en 
n  —  1  dans  la  relation  (i5);  nous  avons  ainsi 

pBp+l,„  —   p  —  n)  Bpn  —  /?//B/;,,_,, 
pHp+l,n-,  =  [p  —  n  +  i)Bf,._,  —  pti  —  i)Bp,n_7. 

Multiplions  les  deux  termes  de  cette  dernière  par  (//  -h  i)n  et  ceux 
de  la  précédente  par  p  —  //  -f-  1,  et  retranchons;  nous  obtenons, 
en  tenant  compte  de  la  formule  (i5), 

(  p  +ï)pBp+2,n=  '  p  —  n  +  i)[p  —  n\B,,,n 

—  (p  —  n  -f-  1)  (2//  -+- 1)  nBp.n-t 
+  p(p-t-i)n[n  —  i)  B^.n-,. 
On  obtiendra  de  même 

p+-2)lp-t-i)pBp+3,n 

=  [p  —  n  -f-  2 )[p  —  n  -+- 1  )  [p  —  n  Br,„ 

—  [p  —  n  -f-  2.)(p  —  n  -f-  1  )[p  -\-  p  --  »  ■+■  p  -1-  2]/iB/,,„._, 

-+-  (//  —  /l  -f-  2) [ p(/H- 1  )  H-^(//  ■+•  2)  -h  (p  +  I  }[p  -h 2)]«(»  —  l)  B^n-j 

—  p(p  4-  1    p  -+-  2)  n(n  —  1)  (n  —  2)B/,,„_3, 
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et  ainsi  de  suite.  Pour  p  =  i , 

1.2.364,,,:;-    —  i)3n(n  —  1    n  —  ■?    n — 3) 

X    1-  6  • h  1 1 h-  6  ■ 


u  n  —  1  n  —  2  n  —  3 

on  a,  en  général,  la  formule  symbolique 

i8    j  i.a.3...^B/M.,.- 
''  1      ==(— *)pn[n  — 1)(«  —  2)...(n— />)(3"-/'(i-4-p)(2  +  f3)...(/>  +  |3), 

dans  le  développement  de  laquelle  on  remplace  les  exposants  de  (3 
par  des  indices,  et  faisant  ensuile 

On  vérifie  cette  formule  a  posteriori ;  elle  exprime  les  nombres 
bernoulliens  d'ordre  /;  -j-  1  en  fonction  linéaire  de  p  H-  1  nombres 
bernoulliens  consécutifs  du  premier  ordre. 

4.  Nous  indiquerons  encore  les  relations  des  nombres  de  Ber- 
noulli  des  divers  ordres  avec  d'autres  fonctions  numériques.  Posons 
dans  la  formule  (i5) 

fiai      B          -f      i)"kp'\     r     _p[p-*)---{p-n  +  \) 
nous  obtenons 

C'est  la  relation  qui  existe  entre  les  sommes  des  produits  n  à  «  des 
/>  premiers  nombres  entiers,  et,  puisque  les  conditions  initiales 
sont  les  mêmes,  les  quantités  A^,,  sont  égales  à  ces  sommes.  On  a 
d'ailleurs,  plus  généralement, 

(21)  A;;+,/_1  =  A;'r;/  [Ap^-hp  [Ap-l  +  p  +  i).r[Ap-l  +  p  +  q  —  i  , 

en  remplaçant  les  exposants  de  A^,  par  des  seconds  indices. 
On  a  encore 

ic-\-i^x-\-ii.)[x  +  3)...(x-+-p)  =  xP+APllxf-,+  Ap,,xP-1-\-...-+-A/,,r 
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et  par  conséquent 

(22)  [x-hi)(x-h  2.) (x  -h p  =  [x  —  B/)+1  i'. 

En  prenant  /'  fois  les  différences,  on  a 

(23)  Ar  x  —  Bp+l)P  =  p(p—x)..  ,(/)-r+i)(*  +  r-i+B/l_r+l)',-r, 
et,  en  prenant  /•  fois  les  sommes,  on  a 

(*4) L*ZlV^: f-2  3"  P    [x_  B/:-  =  (S,.-  B„+1)', 

k        '  (p-i-l)[p-r-2)...[p-hr)         l.i.3...(l'— 1) v  /-•-<' 

Sr>„  désignant  la  ;ume  somme  des  puissances  semblables  /jièmes  des 
x  premiers  nombres,  et  S,.)0  l'expression 

_  X  [x  -4-  I  )  [x  -4-  2) .  .  ,  (x  H-  /'  —  I  ) 
5r,0 


1 . 2  ... r 

5.  Les  considérations  exposées  aux  nos  2  et  3,  pour  les  nombres 
de  Bernoulli,  s'appliquent  encore  aux  coefficients  des  autres  déve- 
loppements analogues,  tels  que  (*) 

ep,.r_-  avec   y[x  +  V,-\-2"  —  ¥[x-\-Vl)  =  2Y'(x)  —  aF'far  +  i), 

ex  -4-  1  v  \    ,  \ 

(25)(  «*•*  = — —  F(^  +  R,  +  2,:-F(^-f-R,l=F'(^  +  i), 

f  2 

éE,r  =  ■ Fia:  4- E, +  4'  —  Ff.r-f-E,'  —  aF(a:-t-  3^  —  i¥{x-hi 

6.  Eisenstein  a  donné  un  élégant  théorème  pour  obtenir  les 
coefficients^,,^  d'ordre  m  quelconque,  lorsque  l'on  connaît  ces  coef- 
ficients pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  m  et  de  n. 
Soit  encore 

u  =  ef**    et    yi.o  =  1 , 
on  a 


u'"  =  (  1  +  u  —  1  j   =  1  -4-  m  [u  —  11  H —       -lu  —  1 12  -4- ...  ; 

1.2 

le  coefficient  de —r  dans  uv  est  JP)„-,  et,  puisque  f0}„   est  nul,   le 


(')   Théorie  nouvelle  des  nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler  [Annalidi  Matematica 
pura  cd  applirnld),  p.  23,  M  i  1  a  il  o ,    1877. 
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coefficient  de  — r  dans  (u  —  i)p  est  donné  par  le  développement  de 

f  —  \  p 

dans  lequel  on  remplace  les  exposants  de  fa  par  des  premiers  in- 
dices ;  par  conséquent,  avec  la  même  convention 

_  .         mini  —  i),,,         .        m  >n  —  \)\ni  —  2 

f/  1.2         w  1.2.3 

m  (m  —  1  ) .  .  .  ni  —  n  -+- 1  )  ,  „ 

h * ' [/„  —  i)a; 

1.2..../;  ^ 

nous  ne  tenons  pas  compte  des  termes  suivants  qui  ne  contiennent 
pas  xn.  Dans  les  seconds  membres,  le  coefficient  de  fr>a  est 

m  { m. —  1) ...  fui  —  r  -+- 1    [  m  —  r       (m  —  /     m  —  r  —  1 } 


>i  —  /•  -+- 1  )  [  m  —  r 

7-    -L-  — 


1 .2 

(m 


-/■...  m  —  n  —  1   1 

i.2.:.(n  —  r)         J1 

mais,  en  désignant  par 

1 ,     a,      b,      c,      (1,      .  . . ,     /,       . .  ., 
1,     A,     B,     C,     I),     ...,     L,     ... 

les  lignes  de  rang  (/  —  1  et  </  du  triangle  arithmétique,  on  a 
A  =  r  -+-  a,     B  =  a  -+■  b,     C  =  b  -+-  c,     D  =  c  +  (/,     .... 

et  aussi 

,  _  a  +  B  —  C  +  I)  -  . .  .±  L  =±  /, 

on  a,  par  conséquent, 

,  q[q  —  »!     '/  g—  »)(?  — ») 


1-7 


f__,V  <7(<7-')  —  (<7  — *-*-''  __        ,  -,,  ci-i^q-*)..  q-s' 


Cette  formule  subsiste  pour  0  quelconque,  et,  en  faisant  q  =  m  —  /• 
et  s  =  //  — r,  on  en  conclut  que  le  coefficient  de  /,.„  est  égal  à 

._rm(m  —  i).  .  .(m  —  r+  1)  (m  —  r—  1)  (n?  —  r  —  a)... (m  —  /> 
^  1 . 2 .  .  .  r  1 . 2 .  .  .  n  —  r) 

vi.  5 
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m  —  r 


i .  2  .  .  .  n 


L         '       \  m  —  i                           i  .2       m  —  2  m  —  wj 

et  enfin 
26  /„,„  =  — * S !  9-1  », 

eu  remplaçant  les  exposants  de  ç>  par  des  indices,  et  posant 

m  —  /• 

7.   Herschel  a  donné,  sons  forme  symbolique,  le  développement 
de  9  (/-'*)  suivant  les  puissances  de  x\  on  a,  en  ell'et, 

(27)  o[ex)  =  e'-(i+^0, 

en  remplaçant  dans  le  second  membre  les  puissances  de  <j>  (  1  -f-  A.)  o 

par 

Ao"  A2n" 

0(1  -+-  A)o"=  9  fi)o"+  o'fo1 h  o"(r h. .  • , 

,  \  t  v    ;  t    \    /      j  T     v    '    1  .li 

A^o"  désignant,   suivant  l'usage,  la  pième  diilerence  de   x*  pour 
x  =  o.  Soit,  par  exemple, 

2  9  ^x  ,  ,,       2  +  2A 

c?ie*p= =  ?      o  1  H- A   = —  ; 

r  ;     y        ex  -4-  e~z        e-'  -r-  1  2  -f-  A" 

on  a,  pour  les  nombres  eulériens,  la  relation 


A-       A4       A 


E„=(i-+-A)    1 h- 


■y 


de  laquelle  on  peut  encore  déduire  la  périodicité  des  résidus  de  E„ 
suivant  un  module  premier. 

8.   Stirling  et  Roole  ont  donné  d'autres  développements  en  séries 
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qui  sont  des  cas  particuliers  du  suivant.  Soit,  en  général. 

F  x 

Ae"+  Be?J-f-  Ce'.'H-.  .  . 

X  X2  xn 

z=  a0-\-  at f-  a, -+- . .  .  4-  an 


I  1.2  I  .  2 .  .  .  Il 


une  fonction  développée  en  série  convergente  suivant  les  puissances 
positives  et  entières  de  x\  en  écrivant  le  second  membre  sous  la 
forme  symbolique  enr,  et  en  désignant  par  y  (a:)  une  fonction  quel- 
conque et  par  h  l'accroissement  de  .r,  on  a  le  développement 

(  3o  )         F  [hf)  =  A  e«4ft*+«A)  +  B  e°»f-  *+P*l  4-  C  e-W*+i*)  + . . . , 

d"f  x 
dans  lequel  on  remplace  h°J'°  par  f(x),  h"f"   par  h"  -  *j  ,  ■  »  et 

f"{x  -t-  a  A)  par      •/^„ 

En  effet,  soit/^-r)  =  ge**,  on  a 

dx»  S 

et  par  suite 

F{/>f)=gek*F{hk), 

et 

=  g-e** [  A  eM  4-  B eP**  4-  C eï** -+-...]  efl/'*  =  gekz F  ( // /,  . 

Ainsi  le  développement  a  lieu  pour  gelx  quels  que  soient  g  et  A ~;  il 
a  donc  lieu  généralement. 

En  particulier,  on  déduit  des  développements 


=  e1  '■■'' 


— -  =  e**, 
ex— i 

ex4-  i 

x 

c/ —  e"' 

es  formules 
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les  deux  premiers  développements  correspondent  aux  formules  de 
Stirling  et  de  Boole. 

Au  moyeu  du  théorème  d'Herschel,  on  peut  présenter  la  for- 
mule (3o)  sous  une  autre  forme.  On  observera  d'ailleurs  que  ces 
considérations  s'appliquent  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 


Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques  ; 
par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  4  avril  1877.) 

1.  Je  rappellerai  d'abord  une  formule  importante  due  à  M.  Iler- 
mite  ('). 

Etant  donnée  une  forme  homogène,  à  deux  variables  <i  du 
degré  m,  U  (x,  )),  si  l'on  pose,  suivant  l'usage  habituel, 

1    (IV        rT  1    r/U 

11,=  --.-,     u2=--r , 

ni  dx  m   a  y 

on  a  identiquement 

(   U   Àr-U,,  XjH-U.j 
(0      (  _xr.        rc(/i  — 1)..     ,      nn  —  \     n~-?.)n. 

[  1.2  1.2.3 

A,  B,  ...  désignant  des  co variants  de  la  forme  U. 
Je  transformerai  cette  formule  en  posant 

Ix  —  U2  =  iî,     \y  H-  U,  =  tr,  ; 
d'où 

.       10,  +  tiU,       .  u 

/   = r-  î  l    


ou,  en  posant,  pour  abréger,  £l  !  -h  yjUa=  A,  xr,  —  \'l  =  w, 

CO  0) 


'     Deuxième  Mémoire  sur  la  théorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées 
'Journal  de  Crelle,  t.   52,  p.   20). 
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En  remplaçant  respectivement,  dans  l'équation  (i),  Ix  —  Uj, 
"kx  —  Ua,  X  et  t  par  leurs  valeurs,  il  viendra 

l  0— «  [x,  y)  U  (  l,  n)  =  A»  -f-  "  "~'   a  An~2  w2 

1.2 

(2)  < 

H i <A._ B  A"~3m3  + 

1.2.3 

Si  l'on  suppose  que  U  soit  une  forme  du  quatrième  degré,  en  dé- 
signant par  H  son  hessien,  par  J  son  covariant  cubique  du  sixième 
degré,  et  par  S  son  invariant  quadratique,  il  viendra 

(3)  U3(.r,  r)U(^-/i)  =  A4  +  6HA2oJ'H-4JAo)3+  (SU2-  3H2)««. 

2.  En  extrayant  la  racine  carrée  du  premier  membre,  on  obtient 
la  relation  suivante  : 

U3  U ( ;,  ïi)  =  (  A2  -+-  3 II ^y  +  w3[4  J  A  -+-  (SU2  —  i ?.H2)  w], 

et  l'on  voit,  en  vertu  du  théorème  fondamental  d'Abel,  que  l'inté- 
grale algébrique  entière  de  l'équation  différentielle 


où  les  quantités  n  et  y  doivent,  ainsi  que  dans  ce  qui   suit,  être 
remplacées  par  l'unité,  est  fournie  par  l'équation 

4J(£U,H-7jU2)-t-  (SU2— 12II2)  [xr,—yl)  =0. 

3.  On  obtient  avec  une  égale  facilité  la  formule;  qui  donne  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  par  5,  en  d'autres  termes, 
l'intégrale  algébrique  entière  de  l'équation 

di  5(/x 

(4) 


Désignant,  en  eifet,  par  a  un  covariant  inconnu  de  l  ,  il  suffira  de 
déterminer  ce  covariant,  de  telle  sorte  que  le  reste  de  L'opération, 
dans  l'extraction  de  la  racine  carrée  de 

(A  +  au>y[\'  H-6HA1«ï-f-4JAw3  +  (SU*—  3H*)»*], 
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soit  divisible  par  oj3.  On  aura,  en  effet,  identiquement 
U3(A  +  tfw)2U (£,•/;)  =  P'+  [xti  -  jHj5[Q(|Ul+-/iU,)  +  R{x*—  y%\; 

d'où  il  suit,  en  vertu  du  théorème  d'Abel,  que  l'intégrale  cherchée 
est  fournie  par  la  résolution  de  l'équation 

Q^U.-f-yjU,]  4-R(jru— ^)  =  o. 

Pour  ellectuer  le  calcul,  remplaçons  pour  un  instant  A  par  z  et  w 
par  i  ;  on  trouvera  aisément 

(s -4-  a)2(24^6H^^-4JsH-SUJ-3H2) 

=  (23-i-«22+3H2-i-2j  +  3rtH)2-h  (SUJ  —  I2HIH-4«J)-3 

+  [2«(SU2-  i2H')  +  4(a2-3H)J]z 
+  a2(SU2-i2H')-  4JJ-i2flJH; 

en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  .3%  on  a 

iaH2-SU2 

a=       4J       ' 

et  le  reste  de  l'opération  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  devient 

[  SU2-i?.HM2+48HJ2] 

[(SU*-  12H2)3  — 48HJ2(SU2— 12H2)  — 64J4] 
16J2 

L'intégrale  algébrique  du  l'équation  (5)  est  donc  donnée  par  l'é- 
quation 

4J  [(SU2  -  12II7  -4-  48HJ2]  (£U,  -h  r,  U2) 

-  [(SU2  -  12H1)3  -  48HJ2  (SU2  —  12H2)  -  64P]  (*u  -yl)  —  o. 

4.  On  trouverait  de  même  la  formule  qui  donne  la  multiplica- 
tion des  fonctions  elliptiques  par  un  nombre  impair  quelconque  ;z, 
ou,  en  d'autres  termes,  l'intégrale  algébrique  entière  de  l'équation 

dt  ndx 

5  - — " h-    ,  =0. 

Le  problème  revient,  comme  on  le  voit  par  ce  qui  précède,  à  déter- 
miner deux  polynômes  entiers  F(z)et/"(r)  qui  soient  respective- 
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,       ,        ,n  —  3         ,       ,        ,«-(-!  ,  ,, 

ment  du  degré  ■  et  du  degré ?  et  tels  que  1  ou  ait 

(6)  F»WW(«)  =/-(*) +  «  +  p, 

où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

W(z)  =  z4  +  6Hz2  4-  4Jz  +  SU'-  3HJ, 

et  où  a  et  (3  désignent  des  covariants  de  U  indépendants  de  z. 

La  première  méthode  qui  se  présente  pour  résoudre  ee  problème 
est  celle  que  j'ai  employée  dans  les  exemples  précédents-,  en  met- 
tant en  évidence  les  ■  coefficients  actuellement  indéterminés 

2 

de  F  (s),  et  extrayant  la  racine  de  F2  (z)  VV(z),  on  profitera  de  l'in- 
détermination de  ces  coefficients  pour  annuler  les  coefficients  des 

premiers  termes  du  reste,  qui  sera  nécessairement  de  la  forme 

y.z-^% 

a  et  (3  étant  des  fonctions  connues  des  covariants  de  U. 

L'intégrale  cherchée  de  l'équation  (5)  sera  alors  donnée  par  la 
relation 

«(ÇU,+  ïîUi)  +  (3(.rn—  rl)=o. 

Mais  on  peut  rattacher  la  détermination  des  polynômes  F(z)  et 
f(z),  et  par  conséquent  du  reste  xz  +  (3,  à  la  réduction  de  l'ex- 
pression y  \\  [z)  en  fonction  continue. 
De  l'équation  (6)  on  déduit,  en  ellet, 


F{z)^\[z)=f{z) 


y.z 


¥[z)vVf[z)+f{z) 


le    dénominateur  de   la    fraction  — est  du   degré 

F(s)tfW(*)+/(* 

?  d'où  il  suit  que  le  développement  de  F(s)^/W(z) — f(z) 
commence  par  un  terme  de  l'ordre  de , 

A  n  —  3 

hl 

X    - 

f[z) 
La  fraction  ■  7—  est  donc  une  des  réduites  obtenues  en  dévelop- 
l   a  l 

pant  y/\\  (z)  en  fraction  continue,  celle  dont  le  dénominateur  est 


du  degr 


-  0^) 


Sur  Ut  transformation  des  fonctions  elliptiques; 

par  M.  Lagtjerre. 

(Séance  du  21    novembre  18770 


I.  —  Co 


>SIDERATIO:XS     PRELIMINAIRES. 


I .   En  désignant  par  y  y  une  quantité  égale  à  l'unité  et  introduite 
pour  rendre  les  formules  homogènes,  soit 

F  >,,  j.)  =  kx\  +  /iUx]f,  +  6Cx]  y\  4-  4D^r, y]  +  Er; 

un  polj'iiôme  du  quatrième  degré  en  a\. 

Soit,  de  plus, 

X 
■r'  —  y 

une  intégrale  quelconque  de  l'équation 

!  =  dV, 

X  et  Y  désignant  des  fonctions  de   v  dont  l'une  peut  être  choisie 
arbitrairement. 

En  dénotant  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rapport  à  la 
variable  v,  et  en  faisant,  pour  abréger, 

T=YX'-XY', 

l'équation  précédente  devient 

(2)  F(X,Y)  =  Ï'J. 

On  a  évidemment 

T'  =  YX"  -  XV  ; 

je  poserai,  en  outre, 

(■)  =  Y'\"-X'Y"; 

en  sorte  que,  des  relations  précédentes,  on  déduit 
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Eu  employant  une  notation  bien  connue,  je  poserai 

i    ^2F(X,  Y)  i    rf'F(X.Y)       v  i    (Z'F(X,Y) 

*"-û~ dX>  '        J?,!""    12         d\d\       '        *"""    12    "       <*Y'  ' 

en  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  polynômes  homogènes, 
l'équation  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

X»F,l+.aXYF,1-t-Y>F»=T». 

A  cette  relation  nous  pouvons  joindre  les  deux  suivantes,  que  l'on 
obtient  en  prenant  ses  deux  premières  dérivées  par  rapport  à  v  : 

X'X.F,,  +   XY'  +  YX'  F12+Y'Y.F22=  — , 

2 

XX"  -+-  3X'2;  F,,  +  (XY"  -r-  YX"+  6X'  Y'  )  F12 

XT"  -+-  T'2 

+   YY"-t-  3Y'2;  F22  =  • 


En  les  résolvant  par  rapport  à  Fu,  Fj2  et  F52,  il  vient 

3PF„  =  Y2  — 3YY  PT-+-  (3Y  2Ï  +  Y2©]  T2, 

2 

3PF„  =  -  XY  —  -+-  -  YX'+XY'  )  T2T  —  (3X'Y"T  -+-  XY0)  T2, 

22  v  ; 

3PFSÎ  =  X2  —  -  3XX'TJT'+  (3X2T  -+-  X:0  T2. 


Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  £2,  la  deuxième  par 
a£ï],  la  troisième  par  yja,  \  et  x  désignant  des  quantités  arbitraires, 
et  faisons  la  somme  des  résultats  obtenus  :  il  viendra 

3ï3^2F„  +  24y;Fl5-t-yrF22) 

-3T'T'(Y£  —  X-/})(Y'S-X'yî)-t-3T    V  i       X't})*, 

ou  encore,  en  remplaçant  T7(Y'|  —  X'r,)  par  sa  valeur 

<-)    M-Xr,    +T   \"1-\"y,  . 


que  l'on  déduit  des  équations  (3), 

(4)       ■     =  y;-x,:(-6t^ 

-H  (Y';—  X'»)»-  [Yl  —  Xr,      X    i  -  X"rt  . 

2.   Posons,  pour  abréger, 

T//-4(=)  _  YX ■"-  XY  —  3  'Y'X"-  X'Y" 
~6T~  —  _  6(YX'—  XV)  ~  —  ?" 

L'équation  (4)  deviendra 

(  Ê*F„+a&iF„+ii«FI,=  <p(Y£-Xi])»+(Y/£--X'iï)' 

(    '      |  -{YZ-Xrl)[\"l-X"r,  . 

Comme  dans  cette  formule  \  et  «  sont  arbitraires,  elle  tient  lieu 
des  trois  relations  suivantes  : 

F„  =    AX'  -f-  2  BXY  -+■  C Y2  =  <p  Y2  -+-  Y'1  -  YY", 
2 F„  =  i  BX=  -+-  4  CXY  +  2 DY- 
\  =  —  20XY  -f-  YX"  +  XY  -  2  X  Y' , 

f     F2J=     CX  +2DXY-Ï  EY2=oX5-X'2-XX'     ('). 

Ces  formules  sont  une  conséquence  immédiate  de  la  relation  (2); 
réciproquement,  si,  œ  désignant  une  fonction  arbitraire  de  y,  on 
détermine  des  fonctions  X  et  Y  satisfaisant  aux  trois  relations  (6)', 

X 

on  voit  que  )"i  =  t?  est  une  intégrale  de  l'équation  (  1). 

En  faisant,  en  effet,  dans  la  relation  (6), 

i  =  X    et    7i  =  Y, 

il  vient 

F  =  (Y'X-XY')\ 

L'intégration  de  l'équation  (1)  est  donc  ramenée  à  l'intégration  du 
système  d'équations  simultané  (6)',  dans  lequel  y  est  une  fonction 


(*)  Sur  ces   formules,  voir  Eisensteis,  Fcrncre  Bemerkungen  zu   den    Transforma- 
tionsjbrmeln  '  Mathematische  Abhandlungcn,  p.   167). 


arbitraire  de  y,  et  à  cette  équation  on  peut  adjoindre  l'équation  (5), 
où,  comme  on  le  voit,  n'entrent  pas  les  coefficients  du  polynôme  F. 
En  particulier,  si  <jp  est  une  constante,  les  fonctions  X  et  Y,  satis- 
faisant aux  relations  (6)',  donnent  les  fonctions  0  de  Jacobi  et  les 
fonctions  Al  de  M.  Weierstrass. 

II.  —  Formules  de  Jacobi. 

3.   Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

.    .  dxy  dx 

(7) 


v/*'i*»r<)     \f[x*r) 

où  f{x,  y)  désigne  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré 
en  .r,  la  variable  y  étant  introduite  pour  rendre  l'expression  ho- 
mogène et  étant  égale  à  l'unité. 

Soit 

X 
x<  —  y 

une  intégrale'de  cette  équation,  X  et  Y  étant  des  fonctions  entières 
de  x\  soit,  de  plus,  dv  la  valeur  commune  des  deux  membres  de 
l'égalité  (7). 

Si,  en  vertu  de  l'égalité 

(7')  ■    dX      -rfv> 

slf[*,r) 

on  suppose  X  et  Y  exprimés  en  fonction  de  v,  on  voit  que  ces 
fonctions  satisfont  au  système  d'équations  (5)  et  (6). 

Je  transformerai  ces  équations,  en  supposant  que  X  et  Y  sont 
exprimés  en  fonction  de  x.  A  cet  effet,  en  introduisant  les  dérivées 
prises  par  rapport  à  x,  nous  aurons,  en  vertu  de  la  relation  (7)', 

X'=—   /?      X"=  —  f+  -  —  ^, 
dx    •'  '     s  dx-  ^       2   dx  dx' 

d*X       7        3  rf'X  df    rp        1   d\  d\f   & 

~  dx  SJ'  -  dx*J       ...  dx   dx' 

Y„,      d>Y      -      3  rf'Y  df  1  d\  d\f  ,- 

-  dx*lV  +  -  -fc  fa      +  -  ^  ^  slj  ■ 
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En  remplaçant  X',  X",  X"7,  Y',  Y"  et  Y'"  par  ces  valeurs  dans  les 
équations  (5)  et  (6),  il  viendra 


(«)  ?  = 


r/3X 


dY  d*X 


d'Y  dX 


dxi  dx  dx2  dx-  dx 


Y  — 


/ 


2  V         f/.r- 


X 


rfj 


rfa: 


(*£ 


dx  J 


I  2  </.T  ' 


et 


(9) 


É'F, 


2tVJ*lï 


5Q*F«: 


»«Y-nX)«+/(ÇS-^; 


(/Y 


rfXV 


■/(ÉY-.iïX   U 


„*Y 


f/jc2 


#X 

dx- 


df 


i  dx 


ZY-rX 


dY  _     rfX\ 


(/jf 


Le  point  important  dans  la  proposition  due  à  Jacobi  consiste  en 
ce  que  œ  est  un  polynôme  du  second  degré  en  x.  Pour  l'établir,  je 
remarquerai  que  la  relation  précédente  a  lieu,  quelles  que  soient 
les  quantités  \  et  r,  ;  d'ailleurs,  X  et  Y  étant  premiers  entre  eux, 
on  pourra  prendre  pour  \  et  r,  des  polynômes  entiers,  tels  que 

£Y--/jX  =  i. 

L'équation  (9)  montre  immédiatement  que  9  est  aussi  un  poly- 
nôme entier,  et  la  formule  (8).  que  ce  polynôme  est  du  second 
degré. 


III.  —  Transformation  des  formules  de  Jacobi. 

-i.  Pour  transformer  les  relations  précédemment  obtenues,  je 
remarquerai  que,  si  a,  ,5,  y  et  à  sont  des  constantes  arbitraires  re- 
liées par  la  relation 

(10)  y.o  —  3y  =  1, 

l'équation  (9)  doit  encore  être  identiquement  satisfaite,  pour  une 
détermination  convenable  du  polynôme  9,  par  les  polynômes  que 
l'on  obtient  en  remplaçant,  dans  X,  1 ,  F  et  j\  x  par  xx0  H-  yy0 
et  j  par  fix0  -f-  0}  0,  pourvu  qu'on  rétablisse  l'homogénéité  de  la 
formule,  en  multipliant  le  premier  membre  par  y\. 
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Désignons,  on  général,  par  (W)ec  que  devient  une  fonction 
quelconque  W  de  x  et  de  r,  quand  on  y  effectue  la  subslitntion 
indiquée;  il  est  clair  que  l'on  aura 


d(X)  (dX\       r  (dX 


dx0  \  dx  )  \  dy 

d'IX)  (d*X\  0(  d*X  \       aJd*X 


dx\  \dx2  J  '   \dx  dy )  \  dy 

,  ,     •  ,  d[\)    J»(Y)    t  d{f) 

et  des  relations  analogues  relativement  a  — -. —  ■>  —. — -  et  — f — ■■ 

dx0        dx0  dx0 

Imaginons  maintenant  que,  cette  substitution  clïectuée  dans  la 

relation  (9),  on  remplace  de  nouveau  ax0-+-yy0  par  x  et  fix0-\-dj0 

par y\  on  a  alors,  en  vertu  de  l'équation  (10), 

jrt  =  ajr—  $x; 

o  se  change  en  un  polynôme  $  homogène  et  du  second  degré  par 
rapport  à  x  et  j',  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  y. 
et  (3. 

Si,  de  plus,  011  pose,  pour  abréger, 

dX        .  r/X 

X(,)  =  a-i h  S  j-> 


</Y       ,  r/Y 


yr«)  =  a_i  -^__ 


*-x  Q   #X        rjl-X 

«a;-'  dx  dy  dy 

d'Y  _    d'Y         ,,rf2Y 

dx'  dx  dy  dy2 

l'équation  (9)  deviendra 

/  {y. y  -  $x) 2 1  il  F„  -4-  2  fr  F„  h-  r, J  F„ ) 
j      =$(£Y-r)X)l+/[£YO)--vjX("]î 
(")  '  -/>(£Y-iïX)[ÇYM-ï]X<'>] 

-I/d    £Y-viY)[£Y('>-y,X("], 
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équation  qui  doit  être  identiquement  satisfaite,  quels  que  soient  a, 
/3,  £  et  w,  si  xt  =  ^-  est  une  intégrale  rationnelle  de  l'équation  dif- 
férentielle 

d.Vy  dx 

vFiX„j,)       Jf[xty) 

5.  Pour  déterminer  la  forme  du  polynôme  <P,  je  remarque  que, 
ce  polynôme  étant  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  x 
ety  et  par  rapport  à  a  et  (3,  on  peut  l'écrire  de  la  façon  suivante  : 

+  («/  —  (3*)  (aû.  +  pû,]  +  h[xy—  $x)\ 

W  désignant  un  polynôme  inconnu,  homogène  et  du  quatrième 
degré  en  x  et  y,  £2  un  polynôme  inconnu  homogène  et  du  second 
degré  par  rapport  aux  mêmes  variables,  et  k  une  quantité  constante. 
Faisons  maintenant,  dans  l'identité  (il), 

a  =  x  -+-  px'     et     (3  =  y  -+-  p,3'  ; 

le  premier  membre  de  cette  identité  devient  divisible  par  p!  ;  le 
terme  constant  et  le  terme  en  p  doivent  donc  manquer  dans  le 
développement  du  second  membre.  En  faisant  ce  développement, 
on  trouve  facilement 

W  =  mf, 

m  désignant  le  degré  de  la  transformation,  c'est-à-dire  le  degré  des 
deux  polynômes  X  et  Y,  puis  0  =  o. 

Le  polynôme  <ï>  est  donc  complètement  déterminé,  sauf  le  facteur 
constant  A,  et  l'on  a 

(la)  $  =  m  ;«*/„  4-  2«p/„  ■+-  (31/,,)  +  k{ay  -Ç>x\ 
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EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  7  NOVEMBRE  1877, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    HANNHEIH. 

Communications  : 

M.  Edouard  Lucas  :  Sur  la  Géométrie  des  quinconces  ;  i°  Sur 
les  congruences  des  nombres  eulériens  et  les  coefficients  différen- 
tiels des  Jonctions  trigonométriques,  suivant  un  module  premier . 

M.  le  comte  Hugo  :  Sur  quelques  particularités  de  la  conjonc- 
tion de  Saturne  et  de  Mars. 

M.  Halphen  :  Sur  les  singularités  des  courbes  gauches. 

M.  Fouret  :  Démonstration  et  extension  à  l'espace  d'une  loi 
donnée  par  M.  Chasles  pour  les  lieux  géométriques  du  plan. 


SÉANCE  DU  21   NOVEMBRE  1877, 

PRÉSIDENCE    DE    -M.    MANNHEIM. 

INI.  le  comte  Hugo  adresse  une  Xote  sur  l'expression  de  -  dans 
les  divers  systèmes  de  numération. 

Présentation  de  nouveaux  Membres  :  M.  de  Presles,  sous- 
intendant  militaire  à  Evreux,  est  présenté  par  MM.  Laguerre  et 
Mannhcim. 

M.  Lafon,  professeur  au  Lycée  Charlemagne,  est  présenté  par 
MM.  Lcinonnier  et  Lucas. 

Communications  : 

M.  Edouard  Lucas  :  i°  Sur  quelques  propriétés  des  suites  ana- 
logues à  celle  de  Farej ;  2°  Sur  les  développements  en  séries. 

M.  Laguerre  :  i°  Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième 
classe;  2°  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 

M.  I  laljtlicn  démontre  ce  théorème  :  Les  sections  faites  dans  une 
surface  développable  par  des  plans  parallèles  entre  eux  ont  leurs 
développées  situées  sur  une  même  sur/ace  développable. 
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M.  Fouret  :  Sur  certaines  lois  relatives  à  l  ordre  et  à  la  classe 
de  lieux  géométriques. 

M.  Picquet  :  Sur  les  déterminants  formés  avec  les  mineurs 
d'un  même  déterminant . 


SEANCE  DU  5  DECEMBRE  1877. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    MANNIIEIM. 

Elections  :  AIM.  de  Presles  et  Lafon,  présentés  dans  la  séance 
précédente,  sont  élus  Membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  i°  Sur  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques; 2°  Sur  des  exemples  de  discontinuité  empruntés  à  la  Géo- 
métrie élémentaire. 

M.  Mannlirim  :  Sur  les  surfaces  réglées. 

M.  Fouret  :  Sur  les  courbes  telles  (pie  le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  qui  leur  sont  circonscrits  soit  un  cercle. 

M.  Mannheim  :  Sur  le  déplacement  infiniment  petit  d'un 
dièdre. 

SÉANCE  DU   19  DÉCEMBRE  1877, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LEMONNIER. 

Communications  : 

Al.  Haton  de  la  Goupillière  :  Sur  des  formules  nouvelles  rela- 
tives au  déplacement  d' une  figure  plane. 

M.  André  (Désiré)  :  Sur  les  développements  des  puissances  de 
certaines  fonctions. 

M.  Edouard  Lucas  :  Sur  un  principe  fondamental  de  Géomé- 
trie analj  tique. 

M.  Halphen  communique,  de  la  part  de  AI.  Laguerre,  une  Note 
Sur.  l'intégration  d 'une équation  différentielle. 

M.  Picquet  :  Sur  une  formule  relative  au  tétraèdre. 

M.  Fouret  :  Sur  l'enveloppe  de  l'hypoténuse  dun  triangle 
rectangle  dont  un  sommet  est  fixe  et  dont  les  autres  sommets  dé- 
crivent une  même  courbe. 
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SÉANCE  DU  9  JANVIER  1878, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    II  AT  ON'    DE    LA   GOUPILLIÈRE. 

Présentation  d'un  nouveau  Membre  :  M.  Séguy  est  présenté 
par  MM.  Jordan  et  de  Polignac, 

Elections  :  M.  Darboux  est  élu  président  pour  l'année  1878. 

Sont  élus  vice-présidents  :  MM.  Jordan  et  Rouché. 

Sont  élus  membres  du  consei]  :  MM.  Bienaymé,  Bonnet,  La- 
guerre,  Puiseux,  Mannlieim  et  Lucas. 

Est  élu  archiviste  :  M.  Francis  Fabre. 

Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  les  formules  récurrentes  concernant  les 
sommes  des  diviseurs  des  nombres. 

M.  Laguerre  :  Sur  la  recherche  du  facteur  intégrant. 

M.  Picquet  :  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  une 
courbe  du  troisième  degré. 


SEANCE  DU   16  JANVIER   1878, 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DARBOUX. 

Sur  la  proposition  de  M.  le  président,  la  Société  vote  des  re- 
merciments  à  M.  Maimheiin,  président  sortant. 

Election  :  M.  Séguy,  présenté  dans  la  séance  précédente,  est 
élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  un  passage  du  livre  premier  des  Principes  de 
Newton . 

M.  Darboux  ajoute  diverses  observations  sur  le  même  sujet. 


VI. 
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Détermination  de  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  des  axes  des 
coniques,  perspectives  sur  un  plan  vertical  de  cercles  de  rayons 
égaux  situés  dans  un  plan  vertical  et  dont  les  centres  sont  sur 
une  horizontale.   Construction  des  axes  de   ces  cowbes ;  par 

M.   PlCQUET. 

(Séance  du  iS  juillet  1877.) 

On  a  souvent,  en  perspective,  à  considérer  ce  système  de  coni- 
ques", il  est  facile  de  faire  voir  que  leurs  axes  enveloppent  une 
courbe  de  la  quatrième  classe.  ISous  remarquerons  d'abord  que 
leurs  centres  décrivent  une  ligne  droite  :  le  centre  de  l'une  d'elles 
E  est,  en  effet,  le  pôle  par  rapport  à  cette  courbe  de  la  droite  de 
l'infini,  dont  la  perspective  s'obtiendra  sur  le  plan  des  cercles  en 
menant  par  l'œil  un  plan  parallèle  au  plan  des  coniques.  Les 
deux  plans  étant  verticaux,  leur  intersection  V  sera  verticale  et 
conséquemment  perpendiculaire  à  la  droite  des  centres  des  cer- 
cles \  d'où  il  suit  que  le  lieu  de  ses  pôles  par  rapport  aux  cercles  est 
la  droite  des  centres,  et  que,  par  conséquent,  le  lieu  des  centres 
des  coniques  est  sur  le  plan  des  coniques  la  droite  perspective 
de  la  droite  des  centres  des  cercles.  Considérons  maintenant  un 
point  P  de  la  droite  des  centres  des  coniques  :  si  p  coniques  du 
système  ont  leur  centre  en  ce  point,  la  classe  cherchée  sera  2/?, 
puisqu'à  chacune  d'elles  correspondent  deux  tangentes  menées  du 
point  P  à  la  courbe  enveloppe,  lesquelles  sont  les  axes  de  cette  co- 
nique-, à  condition  toutefois  que  la  droite  des  centres,  sur  laquelle 
est  le  point  P,  ne  soit  pas  tangente  à  l'enveloppe. 

D'abord  cette  droite  n'est  pas  tangente  à  l'enveloppe  si  l'œil 
n'est  pas  dans  le  plan  horizontal  passant  par  la  droite  des  centres 
des  cercles-,  car  si  cela  était,  elle  serait  axe  d'une  certaine  conique 
du  système  ayant  son  centre  en  un  point  Q  pris  sur  elle,  perspec- 
tive d'un  point  Q,  de  la  droite  des  centres  des  cercles,  et  l'on  ob- 
tiendrait l'autre  axe  de  la  même  conique  en  cherchant  la  perspec- 
tive de  la  droite  du  plan  des  cercles,  issue  du  point  Qt  et  conjuguée 
de  la  droite  de  leurs  centres  par  rapport  au  cercle  pour  lequel  Qj 
est  le  pôle  de  la  verticale  V .  La  droite  cherchée  dans  le  plan  des 
cercles  sera  évidemment  verticale,  ainsi  que  sa  perspective  sur  le 
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plan  des  coniques 5  le  second  axe  serait  donc  vertical,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  le  premier  n'est  pas  horizontal,  à  moins  que 
l'œil  ne  soit  dans  le  plan  horizontal  des  centres  des  cercles. 

De  plus,  les  coniques  du  système  qui  ont  leur  centre  en  P  sont 
les  perspectives  des  cercles  par  rapport  auxquels  P,,  perspective 
de  P,  est  le  pôle  de  la  verticale  V.  Pour  les  trouver,  il  faut  construire 
les  cercles  d'un  rayon  donné,  dont  le  centre  est  sur  une  droite 
donnée  et  conjuguée  à  deux  points,  l'un  Pt  et  l'autre  le  pied  Vj  de 
la  verticale  V  sur  la  droite  des  centres;  la  dernière  condition  peut 
se  remplacer  par  celle  de  couper  orthogonalement  le  cercle  ayant 
PV,  pour  diamètre.  Or  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné  qui 
coupe  orthogonalement  un  cercle  donné  décrit  un  cercle  concen- 
trique au  dernier.  Il  y  aura  donc  deux  cercles  répondant  à  la  ques- 
tion, et  la  construction  sera  la  suivante.  Sur  Pt  V±  comme  dia- 
mètre on  décrira  un  cercle.  En  un  point  m  de  ce  cercle,  on  lui 
mènera  une  tangente  sur  laquelle  on  prendra  à  partir  du  point  m 
une  longueur  mp  égale  au  rayon  constant  des  cercles  5  le  cercle 
concentrique  au  précédent  et  passant  par  le  point  p  coupera  la 
droite  des  centres  en  deux  points  a  et  [3  qui  seront  les  centres  de 
cercles  de  rayons  mp,  et  par  rapport  auxquels  le  point  P  sera  le 
pôle  delà  verticale  V;  leurs  perspectives  seront  les  deux  coniques 
cherchées  ayant  leur  centre  en  P,  dont  les  axes  sont  les  quatre 
tangentes  que  l'on  peut  mener  de  ce  point  à  la  courbe  considérée, 
puisque,  d'ailleurs,  la  droite  des  centres  n'est  pas  tangente  à  cette 
courbe.  L'une  de  ces  coniques  sera  une  ellipse  et  l'autre  une  hv- 
perbole,  puisque,  sur  les  deux  cercles  qui  sont  leurs  perspectives, 
l'un  coupe  la  verticale  V  et  l'autre  ne  la  coupe  pas.  Il  est  facile  de 
construire  leurs  axes  : 

i°  Pour  l'ellipse,  perspective  du  cercle  de  centre  a,  il  suffit  de 
remarquer  que  la  direction  PiV,  et  la  direction  perpendiculaire, 
étant  conjuguées  dans  le  cercle,  se  perspecti\ eront  suivant  deux 
diamètres  conjugués  de  la  courbe  dout  on  pourra,  dès  lors,  con- 
struire les  axes  en  grandeur  et  en  direction  par  une  des  méthodes 
connues. 

20  Pour  L'hyperbole,  perspective  du  cercle  de  centre  (3,  on  voit 
immédiatement  que  ses  asymptotes  sont  les  droites  PT,  PU,  per- 
spectives des  tangentes  menées  du  point  P,  à  ce  cercle,  et  ses  axes 
seront  les  deux  bissectrices  des  angles  de  ces  deux  droites. 

6. 
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Remarque.  —  Si  le  point  P  est  la  perspective  de  celui  des  centres 
des  cercles  qui  est  à  l'infini,  c'est-à-dire  le  point  d'intersection  avec 
le  plan  des  coniques  de  la  parallèle  menée  par  l'œil  au  plan  des 
cercles,  l'ellipse  correspondante  se  réduit  à  un  point  et  la  construc- 
tion précédente  ne  s'applique  plus;  mais  le  calcul  fait  voir  que, 
quoique  réduite  à  un  point,  elle  est  infiniment  aplatie  sur  Ja  verti- 
cale du  point  P,  qui  est  alors  un  de  ses  axes,  tandis  que  l'autre  est 
horizontal.  Quant  à  l'hyperbole  perspective  du  cercle  de  centre  "V, 
la  construction  subsiste  et  donne  les  bissectrices  des  deux  droites 
issues  du  point  P,  qui  sont  l'enveloppe  des  coniques  du  système. 


Sur  une  relation  remarquable  entre  quelques-unes  des  singula- 
rités réelles  des  courbes  algébriques  planes  ;  par  M.  Peb.iu:s. 

(Séance  du  i  mai  1877.) 

Je  me  propose,  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  d'établir 
quelques  théorèmes  de  Géométrie  de  situation,  relatifs  à  un  mode 
de  décomposition  des  contours  fermés  dont  le  principe  a  été  indi- 
qué pour  la  première  fois,  à  ma  connaissance,  par  M.  Jordan,  dans 
une  Communication  faite  à  la  Société  mathématique,  le  8  mars  1 8  j6. 
Dans  la  seconde  Partie,  j'appliquerai  les  résultats  obtenus  à  l'étude 
d'un  système  particulier  de  courbes  algébriques  que  l'on  peut  ima- 
giner comme  défini  par  une  courbe  algébrique  plane  donnée,  de 
degré  et  de  classe  quelconques  5  et  je  montrerai  comment  cette 
étude  conduit  naturellement  à  la  relation  mentionnée  dans  le  titre 
de  ce  Mémoire,  et  qui  consiste  dans  l'égalité  suivante  : 

m  -+-  i,  +2:',  =  n  +  kt  -+-  2  o\ , 

où  i"i  est  le  nombre  des  inflexions  réelles  d'une  courbe  algébrique 
plane  de  degré  m  et  de  classe  /z,  kt  le  nombre  de  ses  rebroussements 
réels,  t\  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles  isolées  (tangentes 
doubles  réelles  dont  les  deux  points  de  contact  sont  imaginaires 
conjugués),  oi  le  nombre  de  ses  points  isolés  (points  doubles  où  les 
deux  tangentes  sont  imaginaires  conjuguées). 

Cette  relation    remarquable,    d'où    l'on   déduit  immédiatement 
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comme  cas  particuliers  tous  les  théorèmes  antérieurement  connus 
relatifs  à  la  réalité  des  inflexions  des  cubiques,  ainsi  qu'un  nombre 
en  quelque  sorte  illimité  de  théorèmes  analogues  pour  les  courbes 
de  degré  supérieur,  a  été  énoncée  pour  la  première  fois  en  1876 
par  M.  Klein,  lequel  en  a  donné,  dans  les  Mathematisclie  An- 
îialen  (t.  X),  une  démonstration  fondée,  dans  certaines  de  ses  par- 
ties, sur  des  inductions  très-plausibles  assurément,  mais  non  d'une 
rigueur  absolue  \  il  y  a  donc,  ce  semble,  quelque  intérêt  à  montrer 
que  l'on  est  conduit  au  même  résultat  par  une  voie  toute  différente, 
bien  que  d'ailleurs  la  démonstration  qui  sera  donnée  ci-après  soit 
plus  longue  que  celle  de  M.  Klein,  et  non  entièrement  à  l'abri 
d'objections  du  même  genre. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

THÉORÈMES   RELATIFS   AUX   CONTOURS   FERMÉS. 

Indice  d'un  contour.  —  Soit  un  contour  fermé  de  forme  quel- 
conque, assujetti  à  cette  seule  condition  de  n'avoir  aucun  point  à 
l'infini.  Appelons  sens  positif  l'un  des  deux  sens  opposés  dans  les- 
quels ce  contour  peut  être  parcouru  en  parlant  de  l'un  quelconque 
de  ses  points;  ce  sera  d'ailleurs  celui  des  deux  que  l'on  voudra,  et, 
dans  les  figures  qui  suivront,  il  sera  désigné  par  des  flèches.  Ceci 
posé,  nous  pouvons  décomposer  le  contour  donné  en  un  certain 
nombre  de  contours  élémentaires,  en  procédant  de  la  manière  sui- 
vante :  à  partir  d'un  point  arbitraire  A,  nous  marchons  dans  le 
sens  positif  jusqu'au  premier  point  double  B  qui  se  présente  : 
en  B,  nous  quittons  la  branche  sur  laquelle  nous  avions  cheminé 
pour  marcher,  toujours  dans  le  sens  positif,  sur  l'autre  branche  qui 
passe  en  B,  et  cela  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  un  second  point 
double  C;  nous  faisons  de  même  en  C,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
que  nous  soyons  revenu  au  point  A  de  départ.  Prenant  un  second 
point  de  départ  A'  dans  une  des  parties  du  contour  qui  n'ont  pas 
été  déjà  parcourues,  nous  obtenons  de  la  même  manière  un 
deuxième  contour  élémentaire,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  visible  que- 
ces  divers  contours  élémentaires  ne  peuvent  se  recouper  l'un 
l'autre,  et  qu'aucun  d'eux,  pris  isolément,  ne  peut  posséder  de 
point  double.  Chacun  d'eux  sépare  doue  sur  le  plan  deux  régions, 
dont  l'une  lui  est  intérieure  et  l'autre  extérieure.  J'appellerai  élé- 
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menls  positifs  ceux  de  ces  contours  élémentaires  qui  sont  tels , 
qu'en  les  parcourant  dans  le  sens  positif  on  ait  a  sa  gauche  la 
région  qui  leur  est  intérieure,  et  à  sa  droite  la  région  extérieure; 
éléments  négatifs  ceux  pour  lesquels  l'inverse  a  lieu.  Si  la  décom- 
position d'un  contour  C  a  fourni  p  éléments  positifs  et  p'  élé- 
ments négatifs,  le  nombre  p  —  p'  sera  l'indice  du  contour  C. 

Au  lieu  d'un  contour  unique  C,  on  peut  considérer  un  groupe 
formé  de  tel  nombre  qu'on  voudra  de  contours  fermés  se  croisant 
entre  eux  d'une  manière  quelconque  ;  pourvu  que  chacun  d'eux 
satisfasse  à  la  condition  de  ne  point  passer  par  l'infini,  rien  n'em- 
pèehera  de  lui  attribuer  un  sens  positif  déterminé,  et,  en  appli- 
quant le  mode  de  décomposition  indiqué  ci-dessus,  on  obtiendra 
une  certaine  valeur  entière,  positive,  négative  ou  nulle,  pour  l'in- 
dice du  groupe  donné. 

Si  l'on  change  le  sens  positif  sur  la  totalité  des  contours  qui 
forment  un  groupe,  il  est  évident  que  l'indice  de  ce  groupe  chan- 
gera simplement  de  signe.  Si  l'on  n'effectue  ce  changement  de  sens 
que  sur  quelques-uns  des  contours  composants,  il  n'en  sera  plus 
de  même;  le  théorème  que  nous  allons  établir  permet  de  trouver 
ce  que  devient  l'indice  dans  cette  hypothèse. 

Théorème  I.  —  L'indice  d'un  groupe  formé  de  plusieurs  con- 
tours est  égal  à  la  somme  algébrique  des  indices  de  ces  contours, 
considérés  chacun  isolément  avec  le  même  sens  positif  qui  leur  est 
attribué  dans  le  groupe. 

Pour  le  démontrer,  soient  G,  G' deux  groupes  formés  chacun  d'un 
nombre  quelconque  de  contours,  et  dont  les  indices  respectifs  sont  i 
et  V .  Supposons-les  décomposés  en  leurs  contours  élémentaires  : 
soient  ct  c2  .  .  .  cm  ceux  du  groupe  G,  c'  e',  .  .  .  c„  ceux  du  groupe  G'. 
Au  lieu  de  superposer  le  groupe  G'  au  groupe  G  pour  faire  la  décom- 
position en  tenant  compte  à  la  fois  de  tous  les  points  de  croisement 
de  G  avec  G'  et  de  tous  les  points  doubles  de  G',  nous  pouvons  ne 
superposer  d'abord  au  groupe  G  que  le  contour  élémentaire  d  ,  pour 
étudier  la  nature  des  modifications  qui  en  résultent  dans  le  produit  de 
la  décomposition  en  éléments,  de  manière  à  tenir  compte  seulement 
des  points  doubles  de  G  et  de  ceux  des  points  de  croisement  de  G 
et  de  G'  qui  appartiennent  à  ce  contour  c,  ;  nous  pourrons  ensuite 
superposer   au  nouveau   système   de    contours   élémentaires    ainsi 
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obtenu  le  contour  c'2,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  cn\  et  il  est 
clair  que  le  mode  final  de  décomposition  auquel  nous  serons  arrivé 
donnera  précisément  les  mêmes  contours  élémentaires  que  donne- 
rait la  décomposition  directe  de  l'ensemble  des  groupes  G  et  G', 
puisqu'il  aura  été  tenu  compte  successivement  de  tous  les  points  de 
croisement  de  G  et  de  G',  et  que  par  le  fait  même  de  l'introduc- 
tion successive  des  contours  c\  c\  ...  c'n  tous  les  points  doubles  spé- 
ciaux à  G'  sont  traités  comme  ils  doivent  l'être  d'après  les  conven- 
tions faites.  Commençons  donc  par  superposer  au  groupe  G  le 
contour  élémentaire  c\  ;  par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus, 
nous  arriverons  au  résultat  cherché  en  combinant  d'abord  avec  c( 
l'un  des  contours  élémentaires  de  G,  par  exemple  c,,  puis  avec 
l'ensemble  des  contours  élémentaires  provenant  de  cette  combinai- 
son le  deuxième  contour  c2,  et  ainsi  de  suite.  Et  comme,  toutes  les 
lois  qu'il  y  a  lieu  de  combiner  un  contour  élémentaire  avec  un 
groupe  d'autres  contours,  il  est  permis,  sans  changer  le  résultat, 
d'introduire  successivement  ces  divers  contours,  en  se  bornant  à 
ceux  qui  coupent  le  premier  (puisque  les  autres  ne  peuvent  modifier 
en  rien  la  décomposition),  il  est  clair  qu'il  suffira,  pour  obtenir  le 
résultat  de  la  superposition  des  deux  groupes  G  et  G',  de  répéter 
un  nombre  fini  de  fois  (  au  plus  égal  au  nombre  des  points  de  croi- 
sement de  G  et  de  G')  l'opération  qui  consiste  à  décomposer  en 
contours  élémentaires  le  groupe  simple  formé  par  la  superposition 
de  deux  contours  élémentaires.  Il  suffit  alors  de  prouver  que  dans 
cette  dernière  opération  la  somme  algébrique  des  indices  n'est  pas 
changée,  pour  que  le  théorème  I  se  trouve  démontré. 

Soient  donc  w,  w'  deux  contours  élémentaires,  leur  ensemble 
divise  le  plan  en  quatre  sortes  de  régions,  savoir  : 

a  régions  intérieures  à  «  etàco', 

(3        »  extérieures  à  w  et  à  m', 

y        »  intérieures  à  o>  et  extérieures  à  co', 

0         »  extérieures  à  w  et  intérieures  à  ta'. 

Soient  M  [fig>  1  )  un  des  points  de  croisement  des  contours  a>,  w', 
A!\J13,  A/MB'les  deux  branches  appartenant  respectivement  à  ces 
contours.  Les  quatre  régions  que  limitent  ces  branches  appar- 
tiennent évidemment  aux  quatre  genres  a,  (3,  y,  3\  a  et  (3  étant 


opposés  par  le  sommet,  ainsi  que  y  et  #,  comme  l'indique  la  Jig.  i . 
Si  h)  et  co'  sont  tous  deux  des  éléments  positifs,  il  faudra,  par  dé- 
finition, puisque  a  et  y  sont  ù  l'intérieur  de  co,  a  et  â  à  l'inté- 
rieur de  co',  que  le  sens  positif  sur  le  contour  co  soit  AMB,  et  sur 
co',  A'MB',  comme  l'indiquent  les  flèches.  Dès  lors  la  décomposition 
donnera  d'une  part  la  portion  de  contour  AMB',  de  l'autre  la  por- 


tion A'MB-,  la  même  chose  ayant  lieu  à  tous  les  autres  points  de 
croisement,  où  la  même  figure  s'appliquerait  identiquement,  on 
voit  que  les  divers  contours  élémentaires  qui  résulteront  de  la 
décomposition  de  l'ensemble  de  co  et  de  co'  seront  ceux  qui  limitent 
les  régions  a  et  les  régions  |3.  Si  co  et  co'  sont  tous  deux  négatifs,  il 
suffit  de  supposer  les  flèches  retournées  et  le  résultat  est  le  même. 
Mais,  si  co  et  co'  sont  de  signe  contraire,  par  exemple  si  co  est  positif 
et  co'  négatif,  on  devra  supposer  retournéej  seulement  la  flèche 
A'MB',  en  sorte  que  les  portions  de  contour  fournies  par  la  décom- 
position seront  AMA',  B'MB  -,  et  par  suite  les  divers  contours  élé- 
mentaires seront  ceux  qui  limitent  les  régions  y  et  les  régions  d  j  et 
de  même  si  co  était  négatif  et  co'  positif. 

Revenons  au  cas  où  co  et  co'  sont  tous  deux  positifs  et  donnent 
par  conséquent  2  pour  somme  de  leurs  indices.  Toutes  les  régions  a 
fourniront  des  contours  élémentaires  positifs  :  car  chacune  d'elles 
étant  intérieure  à  co,  et  s'appuyant  par  un  ou  plusieurs  arcs  sur  le 
contour  de  co,  peut  être  considérée  comme  obtenue  en  retranchant 
de  l'aire  intérieure  à  co  un  certain  nombre  de  segments  -,  c'est  en 
quelque  sorte  une  réduction  de  l'aire  intérieure  à  co  obtenue  par  cou- 
traction  partielle  de  son  contour,  sans  que  le  sens  général  de  ce 
contour  soit  altéré.  Quant  aux  régions  j3,  il  y  en  a  une  qui  com- 
prend toute  la  partie  du  plan  extérieure  à  l'ensemble  de  la  figure 
formée  par  co  et  co';  il  est  clair  que  le  contour  élémentaire  que 
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fournit  la  limite  de  cette  région  comprend  dans  son  intérieur  les 
aires  intérieures  à  w  et  m';  il  est  donc  de  même  signe,  c'est-à-dire 
positif.  Mais  toutes  les  autres  régions  (3  fourniront  des  éléments 
négatifs;  car,  si  l'on  imagine  par  exemple  que  toutes  les  régions  a, 
y  et  d  soient  couvertes  d'une  teinte  foncée,  les  régions  [1  dont  il 
s'agit  se  présenteront  comme  des  trous  isolés,  de  teinte  claire  à  leur 
intérieur,  en  sorte  que  leur  contour  devant  être  parcouru  dans  un 
sens  tel  que  l'intérieur  de  w  et  de  a/,  c'est-à-dire  la  teinte  foncée, 
soit  à  gauche,  l'intérieur  de  ces  régions  sera  à  droite. 

L'indice  du  groupe  de   contours  fourni   par  la  décomposition 

sera  donc 

a-f-i  — ((3  — i)     ou     a  —  (3  H-  i. 

Si  w  et  <£>'  étaient  tous  deux  négatifs,  ce  qui  donnerait  —  2  pour 
somme  de  leurs  indices,  on  verrait  de  la  même  manière  que  l'in- 
dice après  la  décomposition  est 

—  (a  4-i) -t- ((3  — i)     ou     [3  —  a  —  2. 

Si,  enfin,  w  et  w'  étaient  de  signe  contraire,  ce  qui  donnerait  zéro 
pour  somme  algébrique  de  leurs  indices,  on  verrait,  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  qui  a  été  fait  ci-dessus  pour  les  régions  a, 
que  toutes  les  régions  y  donnent  des  éléments  de  même  signe 
que  a),  toutes  les  régions  §  des  éléments  de  même  signe  que  a/ 5  en 
sorte  que  l'indice  du  groupe  après  la  décomposition  est  égal  à 


Pour  que  le  théorème  I  soit  établi  dans  tous  les  cas,  il  suffit  donc 
de  montrer  que  l'on  a  nécessairement. 

a  =(3,     y  =  d. 

Soient  «j,rï2,  ...,aa  les  régions  de  genre  a,  et  de  mémo/;,,  bt ,&p, 

Ci,  cs,  ...,  cY,  du  r/2,  ...,  (h  celles  de  genres  j3,  y,  d.  Désignons  par 
(rtpc7)  l'arc  qui  sépare  la  région  ap  de  la  région  c7,  et  de  même 
pour  les  autres.  Si  A  est  le  nombre  des  points  de  croisement  des 
contours  co  et  &>',  il  est  évident  que  le  contour  M  se  compose  de 

—  arcs  (ad)  alternant  avec  —  arcs  (bc);  et  de  même  le  contour  w' 
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de  —arcs  {fie)  alternant  avec—  arcs  (7>r/).  Formons  une  table  à 

double  entrée  où  les  colonnes  verticales,  au  nombre  de  a,  corres- 
pondraient aux  a  régions  <?,,  <72,  ...,  rangées  dans  un  certain  ordre 
que  nous  déterminerons  tout  à  l'heure,  et  les  lignes  horizontales, 
en  nombre  y,  aux  y  régions  c,,  c2,  . . . ,  et  plaçons,  dans  celles  des 
cases  de  ce  tableau  auxquelles  ils  correspondent  par  leurs  indices, 

les  —  arcs  [ac).  Je  dis  qu'il  est  possible  de  ranger  les  a  régions 

«i,  rt2,  ...  dans  un  ordre  tel,  qu'en  prenant  successivement  chacune 
des  colonnes  verticales  du  tableau  qui  leur  correspondent,  toutes 
les  cases  occupées,  dans  l'une  de  ces  colonnes,  se  trouvent,  à  l'ex- 
ception dune  et  d'une  seule,  sur  des  lignes  dont  aucune  autre  case 
ne  soit  occupée  dans  les  colonnes  précédentes.  Tout  d'abord, 
puisque  les  régions  a  et  y  réunies  composent  la  totalité  de  l'aire  A 
intérieure  au  contour  w,  et  que  cette  aire  est  d'un  seul  tenant,  il 
est  toujours  possible  d'aller  de  l'une  quelconque  à  une  autre  quel- 
conque des  régions  a  sans  sortir  de  A,  c'est-à-dire  en  traversant 
une  série  de  régions  alternativement  des  genres  a  et  y,  et  que  l'on 
peut  supposer  toutes  distinctes  les  unes  des  autres  (car  si  une  même 
région  paraissait  à  deux  places  différentes  dans  cette  série,  on 
pourrait  supprimer  le  passage  par  toutes  les  régions  intermédiaires, 
et  obtenir  ainsi  une  série  plus  simple  où  la  région  en  question  ne 
figurerait  plus  qu'une  fois).  De  plus  la  série,  ainsi  simplifiée,  et  ne 
contenant  plus  que  les  régions  qu'il  est  nécessaire  de  traverser,  est 
unique  et  déterminée;  car,  s'il  en  existait  une  seconde,  si  par 
exemple  on  pouvait  aller  de  ax  à  «2  en  passant  soit  par  Cj,  soit  par 
e2,  un  circuit  fermé  traversant  la  série  des  régions  rtn  ct,  rt2,  c2,  at 
serait  tout  entier  à  l'intérieur  de  A,  et  comprendrait  cependant,  à 
son  intérieur,  au  moins  une  région  de  genre  (5  ou  o\  c'est-à-dire 
non  comprise  dans  A  ;  le  contour  w  ne  serait  donc  pas  simple,  con- 
trairement à  l'hypothèse.  Dès  lors,  si  ayant  affecté  la  première 
colonne  verticale  du  tableau  à  l'une  quelconque  des  régions  a  prise 
arbitrairement,  at  par  exemple,  on  a  soin,  dans  l'affectation  des 
colonnes  suivantes  aux  autres  régions  a,  de  ne  jamais  prendre  une 
quelconque  ap  de  ces  régions  avant  d'avoir  pris  toutes  celles  qu'il 
est  nécessaire  de  traverser  pour  aller  de  at  en  ap  sans  sortir  de  A, 
il  est  clair  que,  parmi  les  cases  pleines  de  la  colonne  affectée  à  ap. 
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il  s'en  trouvera  une  où  figurera  l'arc  (ap,  c7),  cq  étant  la  dernière 
de  la  série  des  régions  a  et  y  qu'il  faut  traverser  pour  aller  de  a%  en 
ap\  et  que,  sur  la  même  ligne  horizontale,  définie  par  cette  région 
cq,  il  y  aura  dans  les  colonnes  précédentes  au  moins  une  autre  case 
occupée,  savoir  par  l'arc  («„„  c7),  am  étant  l'avant-dernière  région 
de  la  série  dont  il  vient  d'être  question.  De  plus,  la  même  circon- 
stance ne  pourra  se  présenter  pour  deux  des  cases  pleines  de  la 
colonne  ap;  car  on  pourrait  alors  passer  de  «p,  par  l'intermédiaire 
de  deux  régions  distinctes  cq  et  cn  à  deux  régions  am  et  «„,  et  de 
celles-ci  rejoindre  par  des  circuits  convenables,  où  ne  figure  pas  ap, 
la  région  initiale  au  puisque,  dans  l'ordre  adopté,  am  et  an  viennent 
l'une  et  l'autre  après  ax  et  avant  ap.  Il  existerait  donc  deux  séries 
distinctes,  au  moins  partiellement,  de  régions  a  et  y  par  lesquelles 
on  pourrait  passer  de  aK  en  ap^  ce  qui  a  été  démontré  inadmissible. 
Le  tableau  étant  supposé  construit  de  cette  manière,  il  est  visible 
que,  parmi  les  cases  pleines  qu'introduit  la  p'ème  colonne,  une  et 
une  seule  vient  se  placer  sur  une  des  lignes  qui  ont  déjà  une  ou 
plusieurs  des  p —  i  colonnes  précédentes;  les  autres  viennent  se 
placer  sur  des  lignes  nouvelles.  Si  donc  n^  «2  , . .  lu  sont  respecti- 
vement les  nombres  de  cases  pleines  de  la  première,  de  la  deuxième, 
. .  . ,  de  la  dernière  colonne,  le  nombre  total  y  des  lignes  horizon- 
tales du  tableau  sera 

«!■+-  (»2—  i)  +  («3  —  1)  +• . . ■+■  (»«  —  1)     ou     In  —  (a  —  1). 

Mais  S«  est  le  nombre  total  des  cases  pleines  du  tableau,  c'est-à- 

A 

dire  —  ;  il  vient  donc 
2 

y  = (a  —  1)     ou     A  =  2  (a  H-  y  —  1). 

On  peut  raisonner  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  pour  les 
arcs  («(/),  (bc),  (bd),  et  obtenir  de  même  les  relations 

A  =  2  (a  +  ô  —  1) 

=  2((3  +  y-i) 

=  2((3  +  ô-l). 

La  comparaison  de  ces  diverses  relations  donne 
a  =  (3,     y  =  ô, 
comme  il  avait  été  annoncé;  ce  qui  démontre  le  théorème  1. 
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Théorème  II.  —  Si  un  groupe  de  contours  fermés  possède  k 
points  de  rebroussement  [de  première  espèce),  mais  ne  possède  pas 
de  point  d'inflexion,  on  peut  sur  tous  les  contours  qui  composent 
le  groupe  choisir  le  sens  positif  de  manière  à  avoir  la  convexité 
tournée  toujours  'vers  sa  droite  quand  on  marche  dans  ce  sens 
positif;  soit  p  l'indice  du  groupe  dans  cette  hypothèse .  Le  nombre 
n  de  tangentes  que  Von  peut  mener  au  groupe  d'un  point  compris 
à  la  fois  dans  V  intérieur  de  r  contours  élémentaires  positifs  et  de 
r  coiitours  élémentaires  négatifs  sera 

n  =  k  -+-  ip  —  i{r  —  r'), 

et  en  particulier  la  classe  N  du  groupe,  c'est-à-dire  le  nombre  de 
ses  tangentes  parallèles  à  une  direction  quelconque,  sera 

N  =  k  -+-  ip. 

Pour  le  démontrer,  je  m'appuierai  sur  le  lemme  suivant  : 

Si  un  contour  fermé  possède  k  points  de  rebroussement  (de 
première  espèce),  sans  point  double  ni  point  d'inflexion,  le  nom- 
bre des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  d'un  point  intérieur  est  /r, 
et  d'un  point  extérieur  A :■+-  i  ou  k —  2,  suivant  que  la  convexité 
du  contour  est  tournée  vers  l'extérieur  ou  vers  l'intérieur. 

Ce  lemme  peut  être  considéré  comme  évident;  car,  à  l'inspection 
d'un  contour  fermé  quelconque,  sans  point  double  ni  point  d'in- 
flexion, on  aperçoit  immédiatement  la  possibilité  d'amener  ce 
contour  par  déformation  continue,  en  y  conservant  le  même 
nombre  de  points  de  rebroussement,  sans  y  introduire  ni  point 
d'inflexion  ni  point  double,  et  sans  passer,  par  un  point  donné 
quelconque  M,  à  une  forme  régulière  et  symétrique,  par  rapport 
à  un  centre  de  figure  ;  et  il  est  clair  que,  dans  une  telle  déformation, 
le  nombre  des  tangentes  qu'on  peut  mener  du  point  M  au  contour 
ne  saurait  varier.  Et,  si  M  était  un  point  pris  à  l'intérieur  du 
contour  primitif,  on  peut  le  choisir  comme  centre  de  figure  du 
contour  régulier  obtenu  par  déformation,  auquel  cas  les  seules 
tangentes  issues  de  M  sont  les  k  tangentes  de  rebroussement  qui 
y  concourent;  d'ailleurs,  si  l'on  sort  du  contour,  le  nombre  des 
tangentes  augmente  ou  diminue  évidemment  de  deux,  selon  que 
la  convexité  est  tournée  vers  l'extérieur  ou  vers  l'intérieur. 

Ce  lemme  étant  admis,  considérons  un  groupe  de  contours  sans 
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point  .d'inflexion,  mais  possédant  À  points  de  rebroussement  et 
â  points  doubles.  Soit  M  {fig.  i)  l'un  quelconque  de  ces  points 
doubles.  Le  sens  positif  ayant  été  choisi,  comme  l'indiquent  les 
flèches,  de  manière  à  avoir  toujours  la  convexité  tournée  vers  sa 
droite,  la  décomposition  en  éléments  donnera  les  deux  portions 
de  contours  élémentaires  AMB',  A'MB.  Introduisons  les  deux  très- 
petits  arcs  ab',  a'b,  de  manière  à  remplacer  les  deux  portions  an- 
guleuses de  contours  élémentaires  rtMZ/,  a'Mb  par  des  arcs  dont 
la  courbure  varie  d'une  manière  continue;  cela  étant  fait  pour  tous 
les  points  doubles  du  groupe  tels  que  M,  tous  les  contours  élémen- 
taires seront  devenus  des  contours  ordinaires  à  courbure  continue, 
sans  point  double  ni  point  d'inflexion,  et  à  chacun  desquels  nous 
pourrons  appliquer  le  lemme  précédent.  Soit  d'  le  nombre  des 
points  doubles  pour  lesquels  les  deux  points  de  rebroussement  a\  b 
se  trouvent  appartenir  à  un  élément  positif,  o"  le  nombre  de  ceux 
pour  lesquels  ces  points  appartiennent  à  un  élément  négatif. 
Soient  p'  et  p"  le  nombre  des  éléments  positifs  et  négatifs,  kJ  et  k" 
les  nombres  de  points  de  rebroussement  primitifs  du  groupe  qui 
se  trouvent  respectivement  placés,  après  la  décomposition,  sur  ces 
deux  catégories  d'éléments.  D'après  le  lemme,  si  un  point  est  inté- 
rieur à  /•  éléments  positifs  et  «à  /•'  éléments  négatifs,  le  nombre  des 
tangentes  qu'on  pourra  mener  de  ce  point  à  l'ensemble  des  élé- 
ments du  groupe  sera 

k'  -f-  20'  -f- *[p'  —  /■)  +  /."  +  i o"  —  2 [p"  —/•'), 

puisque  les  éléments  positifs  ont  leur  convexité  tournée  vers  l'exté- 
rieur et  les  négatifs  vers  l'intérieur.  Mais,  en  vertu  des  relations 

k J  +  /,"  =  /,, 


ce  nombre  se  réduit  à 

k  -+-  20  -I-  ?p  —  2 ( r  —  /•'  ) . 

Mais,  en  introduisant  a  chacun  des  d  points  doubles,  tels  que  M, 
les  deux  arcs  très-putits  ab\  a'b,  nous  avons  évidemment  aug- 
menté de  20  le  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  l'en- 
semble du  groupe  d'un  point  quelconque  non  situé  dans  l'une  des 


—  94  — 

petites  régions  Mrt'Z»,  c'est-à-dire  en  réalité  d'un  point  quelconque 
du  plan,  puisque  ces  régions  peuvent  être  supposées  aussi  petites 
qu'on  voudra.  Le  nombre  n  des  tangentes  issues  d'un  point  quel- 
conque est  donc  Lieu 

n '.  =  k  -+-  ip  —  2  r  —  r'  ), 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

n  =k-+-  2(5  —  s'), 

s  et  sf  étant  respectivement  les  nombres  d'éléments  positifs  et 
négatifs  auxquels  le  point  considéré  est  extérieur. 

Si,  en  particulier,  le  point  considéré  est  à  l'infini ,  il  est  exté- 
rieur à  tous  les  éléments,  et  l'on  a  pour  la  classe  du  groupe 

N  =k  -+-  ip. 

Théorème  III.   —  Soit  un  groupe  de   contours  fermés,   sans 

points-    d'inflexion,     mais    avec    k   points  de  rebroussemenl  (de 

première  espèce)  et  §  points  doubles.  Supposons-le  décomposé  en 

éléments,  le  sens  positif  ayant  été  choisi  partout  de  manière  que 

la  convexité  soit  tournée  vers  la  droite.  Soient  u  le  nombre  de 

couples  que  l'on  peut  former  avec  deux  éléments  extérieurs  l'un 

à  l'autre  et  de  même  signe,  jj'.  le  nombre  de  couples  que  l'on  peut 

former  avec  deux  éléments  extérieurs  l  un  à  l'autre  et  de  signe 

contraire.  Soient  de  même  v  et  v*  les  nombres  de  couples  que  l'on 

peut  former  en  associant   respectivement  un  élément  positif  ou 

un  élément  négatif  avec  un  point,  de  rebroussement  non  situé  à 

l'intérieur  de  cet  élément  (un  point  de  rebroussement  situé  sur  le 

contour   d'un  élément  devant,  être  regardé  comme  situé  à  son 

o 

intérieur  ou  à  son  extérieur,  suivant  que  cet  élément  sera  positif 
ou  négatif).  — Le  nombre  des  tangentes  doubles  du  groupe  de 
contours  sera 

-  =4(f*  -  u.'  i  +  a(v  -  y')  -f-  /"/'">+l)  -4-  à. 

On  peut  simplifier  cette  expression  de  r,  en  la  réduisant  ta  son 
premier  et  à  son  dernier  terme,  à  la  condition  de  compter  chaque 
point  de  rebroussement  à  la  fois  comme  un  point  double  et  comme 
un  demi-élément  positif. 
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Je  me  borne  ici  à  donner  l'énoncé  de  ce  théorème,  que  je 
n'aurai  pas  occasion  d'appliquer  dans  la  suite  de  ce  Mémoire. 

Déformation  d'un  groupe  de  contours.  —  Etant  donné  un 
groupe  de  contours  fermés,  on  peut  le  modifier  par  déformation 
continue  d'une  infinité  de  manières.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
je  supposerai  toujours  que  la  loi  de  défonnation  adoptée  satisfait  à 
cette  condition,  qu'en  passant  de  l'un  quelconque  des  groupes  au 
groupe  infiniment  voisin,  chaque  élément  infiniment  petit  de  con- 
tour se  déplace  du  même  côté  par  rapport  au  sens  positif  adopté  ; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  divers  contours  successifs, 
obtenus  par  déformation  continue,  n'aient  pas  de  courbe  enve- 
loppe. Si,  en  partant  d'un  contour  ou  d'un  groupe  de  contours 
donné,  on  passe  à  un  nouveau  contour  ou  groupe  de  contours,  en 
transportant  tous  les  éléments  du  premier  vers  la  droite,  par 
rapport  à  un  observateur  qui  le  parcourrait  dans  le  sens  positif, 
je  dirai  que  le  nouveau  groupe  a  été  obtenu  par  déformation  posi- 
tive; la  déformation  sera  dite  négative  dans  le  cas  contraire. 

Il  peut  arriver,  en  déformant  un  contour  donné,  qu'on  soit 
amené  forcément  à  un  contour  qui  possède  un  point  de  rebrousse- 
ment  :  c'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  le  contour  primitif 
possède  une  boucle  simple,  et  que  la  déformation  tende  à  resserrer 
cette  boucle  indéfiniment.  Dès  lors,  en  vertu  de  la  convention 
admise  pour  la  loi  de  déformation,  si  l'on  continue  la  déformation 
dans  le  même  sens  après  avoir  rencontré  le  contour  qui  possède 
un  point  de  rebroussement,  on  arrivera  à  des  contours  qui,  dans 
la  région  correspondante,  ne  posséderont  plus  ni  point  double  ni 
point  de  rebroussement.  De  même  on  peut,  en  déformant  conve- 
nablement un  contour  donné,  faire  apparaître  à  volonté,  sur  une 
portion  de  contour  qui  ne  présentait  rien  de  particulier,  un  point 
de  rebroussement,  suivi,  dans  les  déformées  sui\  an  tes,  d'une  boucle 
qui  l'enveloppera  en  se  dilatant  de  plus  en  plus.  J'appellerai  points 
critiques  de  la  déformation  les  points  de  rebroussement,  introduits 
volontairement  ou  nou,  qui  satisfont  à  celte  condition,  d'être  en- 
veloppés par  une  boucle  lorsqu'on  passe  aux  déformées  du  contour 
particulier  sur  lequel  ils  existent,  dans  l'un  des  deux  sens  possibles 
de  déformation. 

SoientS,  S',  S'  [Jig.  2)  trois  contours  consécutifs  obtenus  par 
déformation  continue,   celui  S'  intermédiaire  présentant  en  >  un 
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point  critique.  Si  le  sens  positif  est  tel  que  l'indique  la  flèche,  il 
résulte  de  la  convention  adoptée  que  S'  et  S"  se  déduisent  de  S  par 
déformation  positive.  Mais,  en  décomposant  les  contours  S,  S',  S"  en 
contours  élémentaires,  il  est  visible  que  l'on  obtiendra,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs  pour  les  autres  parties  des  contours,  un 

Fig.  2. 


élément  négatif  de  plus  pour  le  contour  S  que  pour  les  deux  autres, 
à  cause  de  la  présence  de  la  boucle  MP;  donc,  en  passant  de  S  à  S", 
l'indice  du  contour  augmente  d'une  unité.  Si  la  flèche  était  re- 
tournée, S  aurait  un  élément  positif  de  plus  que  S'  et  S"  :  l'indice 
diminuerait  donc  d'une  unité  en  passant  de  S  à  S" ,  mais,  comme 
alors  ce  passage  proviendrait  d'une  déformation  négative,  on  peut 
énoncer,  comme  général,  le  résultat  suivant  : 

Théorème  IV. —  Lorsque,  en  déformant  d'une  manière  continue 
un  groupe  de  contours,  on  passe  volontairement  ou  non  par  un 
j)oi/U  critique  de  déformation,  l'indice  du  groupe  augmente  ou 
diminue  d'une  unité,  suivant  que  l'on  a  opéré  par  voie  de  défor- 
mation positive  ou  négative. 

Je  vais  maintenant  établir  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.  —  Toute  déformation  continue,  au  cours  de  la- 
quelle on  ne  passe  par  aucun  point  critique,  n'altère  pas  l'indice. 

Tout  d'abord,  puisque  les  opérations  qui  servent  à  obtenir  l'in- 
dice ne  dépendent  que  du  nombre  et  de  la  position  relative  des 
points  doubles  du  groupe,  il  est  clair  que  toute  déformation  qui 
n'altère  ni  le  nombre  ni  la  position  relative  de  ces  points  doubles 
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sur  les  divers  contours  composant  le  groupe  ne  peut  altérer  l'in- 
dice. Examinons  maintenant  ce  qui  se  passe,  s'il  survient  une  mo- 
dification :  i°  dans  le  nombre;  2°  dans  la  position  relative. 

Premier  cas.  —  Il  suffît  d'examiner  le  cas  où  un  point  double 
disparait;  le  cas  où  il  apparaît  s'y  ramènerait  en  considérant  la  dé- 
formation inverse.  Chaque  point  double  M,  étant  produit  par  le 
croisement  de  deux  branches  C  et  C,  ne  fait,  pendant  la  déforma- 
tion, que  se  déplacer  sur  chacune  des  deux  branches,  en  marchant 
toujours  du  même  côté,  par  rapport  à  la  position  variable  de 
l'autre.  Il  ne  peut  donc  disparaître  qu'en  venant  se  confondre  avec 
un  autre  point  double  M',  provenant  aussi  du  croisement  de  C 
avec- C,  ces  deux  branches  devenant  tangentes.  Si  C  et  C  sont 
une  seule  et  même  branche,  M  et  M'  sont  un  seul  et  même  point, 
et  l'on  trouve,  comme  cas  particulier,  le  passage  par  un  point 
critique.  Laissant  de  côté  ce  cas  particulier,  qui  a  fait  l'objet  du 
théorème  IV,  nous  n'avons  à  examiner  que  le  cas  où  deux  branches 
distinctes  C,  C,  d'abord  croisées,  viennent  à  se  décroiser  par 
l'effet  de  la  déformation.  Si  elles  sont  de  même  sens,  c'est-à-dire 
si  le  sens  positif  est  le  même  pour  les  deux  branches  sur  l'élément 
infinitésimal  qui  leur  est  commun  à  l'instant  du  contact,  on  voit 
immédiatement,  en  faisant  la  figure,  que  la  décomposition  en 
contours  élémentaires,  faite  avant  et  après  le  contact,  fournit  dans 
l'un  et  l'autre  cas  deux  portions  de  contours  élémentaires  placées 
exactement  de  la  même  manière,  par  rapport  au  reste  du  groupe, 
en  sorte  que  l'indice  est  évidemment  le  même.  Si  les  deux  bran- 
ches  qui   se   décroisent  sont  de   sens   contraire    (Jîg.   3),   soient 

Fig.  3. 


iMRM'B,  A'M'R'MB' ces  deux  branches  avant  le  contact,  et  ab} 
a'b'  ce  qu'elles  sont  devenues   par  déformation    (négative   d'après 

VI. 
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la  ligure)  après  le  contact  qui  les  a  décroisées.  Avant  le  contact, 
la  décomposition  en  éléments  donne  : 

Un  élément  positif M  RM' IV M 

Une  portion  d'élément. ..  .     AMB' 
Une  portion  d'élément. .. .     A'M'B 

Après  le  contact,  la  décomposition  donnerait  les  deux  portions 
d'éléments  o&,  dh\  qui  sont  disposées  tout  autrement,  par  rapport 
au  reste  du  groupe,  en  sorte  que  la  comparaison  n'est  pas  possible. 
Mais,  si  nous  introduisons  l'ovale  /?/////>,  qui  équivaut  à  un  élé- 
ment positif,  nous  aurons,  d'après  le  théorème  I,  augmenté  l'in- 
dice d'une  unité  \  en  tenant  compte  de  cet  ovale,  la  décomposition 
fournit  : 

Un  élément  positif PÇnP 

Un  élément  positif p'q'n'p' 

Une  portion  d'élément anp'b' 

Une  portion  d'élément a'n'pb 

Ces  deux  dernières  portions  étant  disposées,  par  rapport  au 
reste  du  groupe,  exactement  comme  les  portions  AMB',  A'M'B,  on 
voit  que  la  décomposition,  après  le  contact,  fournit  deux  éléments 
positifs,  soit  un  de  plus  qu'avant  le  contact  \  mais  il  en  a  été  intro- 
duit précisément  un  5  l'indice  du  groupe  est  donc  bien  le  même 
avant  et  après  le  décroisement  des  deux  branches ,  c'est-à-dire  n'a 
pas  été  altéré  par  la  disparition  des  deux  points  doubles  considérés. 

Deuxième  cas.  —  Soient  M,  M'  deux  points  doubles  provenant 
du  croisement  d'une  branche  Cf/  par  deux  autres  branches  C,  C,  et 
soit  M  celui  des  deux  qui  se  présente  le  premier,  quand  on  marche 
sur  C"  dans  le  sens  positif.  Si  par  déformation  continue  du  groupe 
on  amène  ces  deux  points  à  intervertir  leurs  positions  respectives 
sur  C",  il  faudra  qu'il  y  ait  eu  un  moment  où  ils  ont  coïncidé;  il 
a  donc  fallu  qu'un  troisième  point  double  M",  provenant  du  croi- 
sement des  branches  C  et  C,  ait  traversé  la  branche  C"  en  passant 
de  sa  droite  à  sa  gauche,  ou  inversement.  Dès  lors  on  voit  sans 
peine,  en  faisant  la  figure,  que  tout  est  symétrique  pour  les  trois 
branches  C,  C,  C",  et  que  sur  chacune  d'elles  il  y  a  eu  au  même 
moment  interversion  de  deux  points  doubles  consécutifs,  le  passage 
se  faisant  par  un  point  triple.  Considérons  le  petit  triangle  curvi- 
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ligne  que  forment  les  trois  branches  C,  C,  C",  avant  et  après  le  pas- 
sade par  le  point  triple.  Le  sens  positif  sur  ces  trois  branches  peut 
être  tel,  que  les  trois  côtés  du  triangle  se  fassent  suite  (en  sorte 
que  le  triangle  fournisse  à  lui  seul,  par  la  décomposition,  un  élé- 
ment positif  ou  négatif),  ou  que  deux  seulement  se  fassent  suite, 
le  troisième  étant  de  sens  inverse.  Dans  ce  second  cas,  on  voit 
immédiatement,  en  faisant  une  figure,  que  la  décomposition  avant 
et  après  le  passage  par  le  point  triple  fournit  trois  portions  d'élé- 
ments disposées  exactement  de  la  même  manière,  par  rapport  au 
reste  du  groupe  de  contours,  en  sorte  que  l'indice  reste  évidem- 
ment invariable.  Il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  premier  cas,  où 
le  triangle  forme  un  élément  à  lui  seul;  mais,  par  un  artifice  ana- 
logue à  celui  que  j'ai  employé  plus  haut,  c'est-à-dire  en  introdui- 
sant un  ovale  de  sens  convenable,  qui  enveloppe  entièrement  le 
petit  triangle,  il  est  facile  de  faire  en  sorte  que  la  décomposition, 
avant  et  après  le  passage,  fournisse  des  portions  d'éléments  disposées 
de  la  même  manière,  par  rapport  au  reste  du  groupe,  en  sorte  qu'il 
suffise  de  comparer  le  nombre  et  le  sens  des  éléments  complets 
obtenus,  et  de  tenir  compte  de  l'ovale  introduit,  pour'  vérifier  que 
l'indice  reste  bien  invariable. 

Si  deux  des  branches  G,  C,  C"  appartiennent  à  un  même  contour 
sur  lequel  elles  se  font  suite,  l'interversion  des  points  doubles  sur 
la  troisième  peut  coïncider  avec  la  production  d'un  point  critique  : 
on  vérifierait  alors  aisément  que  la  variation  de  l'indice  est  unique- 
ment celle  qui  serait  due  à  la  production  du  point  critique,  en  sorte 
que  le  théorème  V  est  vrai  dans  tous  les  cas. 

Dislocation  d'un  groupa  de  contours.  —  Imaginons  qu'en  opé- 
rant par  déformation  continue  sur  un  groupe  donné  de  contours 
on  soit  arrivé  à  un  groupe  tel,  qu'en  une  même  région  extrême- 
ment petite  o)  passent  deux  branches  distinctes  A  et  A'.  D'après  le 
sens  de  ces  branches,  soient  y  et  a!  les  arcs  qui,  sur  ces  deux 
branches  respectivement,  se  dirigent  vers  w,  j3  et  ,6'  les  ares  qui 
s'en  éloignent;  en  sorte  qu'en  décrivant  le  groupe  dans  le  sens 
positif,  p  lait  suite  à  a  sur  une  même  branche  A,  (â'  à  y!  sur  une 
autre  branche  .V.  En  continuant  la  déformation,  rien  n'empêche 
de  disposer  des  éléments  d'arcs  infiniment  petits  dans  la  région  w, 
de  manière  que  l'are  (S',,  provenant  de  la  déformation  de  (3', 
fasse  suite  non  \A\i<<  à  l'are  x\  provenant  de  la  déformation  de  y\ 


-   100  - 

mais  à  l'arc  at  provenant  de  la  déformation  de  a;  et  que  de  même 
6j  fasse  suite  à  a',  ;  en  sorte  que  les  deux  brandies  primitives,  con- 
stituées par  la  soudure  deux  à  deux  de  quatre  demi-branches,  aient 
fait  place  à  deux  nouvelles  branches  constituées  par  la  soudure 
de  ces  mêmes  quatre  demi-branches,  prises  deux  à  deux  de  la  seule 
seconde  manière  possible,  et  cela  en  respectant  la  condition  que 
j'ai  admise  pour  toute  loi  de  déformation.  Néanmoins,  comme  il  y 
a  dans  cette  opération  quelque  chose  de  plus  que  dans  la  déforma- 
tion, telle  que  je  l'avais  considérée  jusqu'ici,  je  la  désignerai  sous  le 
nom  de  dislocation',  j'appellerai  point  de  dislocation  le  point  de 
soudure,  à  partir  duquel  la  déformation,  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  donne  les  quatre  demi-branches  soudées  deux  à  deux 
suivant  les  deux  modes  opposés. 

Comme  exemple  simple  de  point  de  dislocation,  on  peut  citer 
le  centre  d'un  système  d'hyperboles  homothétiques  et  concentri- 
ques :  quand  on  passe  d'une  des  deux  séries  d'hyperboles  ta  la  série 
conjuguée,  le  passage  se  fait  par  l'ensemble  des  deux  asymptotes, 
et  il  y  a  ce  que  j'ai  appelé  dislocation  du  système,  le  point  de  dislo- 
cation étant  le  centre. 

Toute  dislocation  a  pour  résultat  d'augmenter  ou  de  diminuer 
d'une  unité  le  nombre  des  contours  distincts  dont  se  compose  le 
groupe.  Supposons,  en  effet,  que  les  deux  branches  a/5,  a'j3/  fassent 
partie  d'un  même  contour;  en  le  parcourant  dans  le  sens  positif, 
on  décrira  successivement  les  arcs  a(3a'(3'a.  Après  la  dislocation, 
r(J  fait  suite  à  a  et  Q  à  ex!  au  voisinage  du  point  de  dislocation;  dans 
le  reste  du  plan,  les  liaisons  entre  les  branches  n'ont  pas  été  mo- 
difiées :  a'  fait  donc  suite  à  /3,  et  a  à  jS'.  Nous  obtenons  donc,  en 
marchant  toujours  dans  le  sens  positif,  les  deux  contours  distincts 
«P'a,  a'(3a',  c'est-à-dire  un  contour  distinct  de  plus  ;  et  si  l'on  avait 
considéré  le  sens  de  déformation  inverse,  on  aurait  eu  deux  con- 
tours distincts  avant  la  dislocation,  et  un  seul  après. 

Pour  étudier  l 'influence  qu'exerce  une  dislocation  sur  l'indice 
du  groupe,  il  convient  de  distinguer  divers  cas,  suivant  la  position 
relative  des  deux  branches  qui  existent  dans  une  même  région 
très-petite  avant  la  dislocation. 

Premier  cas.  —  Les  deux  branches  passent  tangentiellemenl 
l'une  à  côté  de  l'autre,  sans  se  couper,  et  sont  de  sens  inverse 
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ifig-  4)-  Soient  A13,  A'B'  les  deux  branches;  si  les  flèches  sont 
disposées  comme  sur  la  fig.  4,  la  dislocation  ne  peut  être  obtenue 
que  par  voie  de  déformation  positive,  et  elle  fournit  les  deux  nou- 
velles branches  ab',  a'b,  le  passage  se  faisant  nécessairement  par 
un  contour  avec  point  double  M,  qui  est  le  point  de  dislocation. 
La  décomposition  du  contour,  avant  la  dislocation,  fournit  les 
deux  portions  d'éléments  AB,  A'B'.  Ajoutons  au  contour,  après  la 
dislocation,  l'ovale  np//p\  qui  équivaut  à  un  élément  négatif,  et 
diminue  par  suite  l'indice  d'une  unité  ;  la  décomposition  donnera 
les  deux  portions  d'éléments  anp'b' ',  a'/i'pb,  respectivement  situées 
par  rapport  au  reste  du  groupe  comme  les  portions  d'éléments  AB, 
A'B';   puisHes  deux  éléments  négatifs  nap'n,   j/q'pyi'.  En  tenant 

Fig.  4- 


compte  de  l'ovale  ajouté,  on  voit  que  l'indice  du  groupe  a  été 
diminué  d'une  unité  par  cette  dislocation,  que  j'appellerai  du 
premier  genre. 

Si  les  flèches  avaient  été  tournées  dans  le  sens  inverse  sur  les 
branches  AB,  A'B',  la  dislocation  n'aurait  pu  être  obtenue  que  par 
voie  de  déformation  négative,  mais  l'indice  du  groupe  aurait  évi- 
demment augmenté  d'une  unité.  C'est  ce  que  l'on  voit  encore  en 
partant  des  branches  ab' ',  a'Z>,  comme  groupe  primitif. 

11  est  à  remarquer  que,  dans  ce  premier  genre  de  dislocation,  il 
ne  passe,  en  eliaque  point  du  plan  infiniment  voisin  du  point  de 
dislocation,  qu'une  seule  branche  appartenant  à  l'un  quelconque 
des  groupes  obtenus  par  déformation  (abstraction  faite,  bien  en- 
tendu, des  branches  autres  que  celles  sur  lesquelles  agit  la  dislo- 
catîon). 

Deuxième  cas.  —  Les  deux  branches  passent  tangentiellement 
l'une  à  côté  de  l'autre  sans  se  couper,  et  sont  de  même  sens   Jig    5   . 
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Ici  la  dislocation  peut  être  obtenue  à  volonté  par  déformation  posi- 
tive ou  négative,  et  elle  fournit  deux  branches  ab\  a'b,  qui  se 
coupent  sous  un  certain  angle;  le  point  M  de  dislocation  est  le 
premier  point  double  qui  se  présente,  c'est-à-dire  l'origine  de  la 


série  des  points  doubles,  tels  que  m,  appartenant  aux  divers  groupes 
déformés  consécutifs.  Dans  cette  dislocation,  que  j'appellerai  du 
deuxième  genre,  il  est  clair  que  la  décomposition  en  éléments,  avant 
et  après  la  dislocation,  fournit  deux  portions  d'éléments  sembla- 
blement  placées  par  rapport  au  reste  du  groupe,  en  sorte  qu'il  n'y 
a  aucune  variation  dans  l'indice. 

La  (fi g.  5)  convient  évidemment  aussi  au  troisième  cas,  celui 
où  les  deux  brandies  du  groupe  primitif  se  coupent  sous  un  certain 
angle.  Elle  convient  encore,  avec  une  légère  modification,  au  qua- 
trième cas,  celui  où  les  deux  branches  se  croisent  doublement, 
et  sont  de  même  sens  :  il  sullit  de  supposer  que  ÀB  soit  légèrement 
déplacé  en  a/3,  de  manière  à  croiser  A'B'  en  deux  points  «,  n' ;  le 
point  M  de  dislocation  est  alors  le  point  où  les  deux  points  doubles 
jz,  u  viennent  se  confondre  en  un  seul  point  double,  qui  reste  unique 
dans  les  groupes  déformés  suivants;  et  la  décomposition  en  élé- 
ments montre  toujours  que  l'indice  n'est  pas  altéré  par  la  dislo- 
cation. 

D'ailleurs,  dans  les  divers  cas  que  nous  venons  d'examiner  et 
auxquels  s'applique  la  fig.  5 ,  il  passe,  en  chaque  point  du  plan 
infiniment  voisin  du  point  de  dislocation,  deux  et  seulement  deux 
branches  appartenant  à  l'un  quelconque  des  groupes  déformés; 
cette  circonstance  peut  donc  être  regardée  comme  caractérisant  la 
dislocation  du  deuxième  genre,  qui  n'amène  aucune  variation  dans 
l'indice. 

luoisirviE  cas.  —  Il  ne  nous  reste  évidemment  plus  à  examiner 
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qu'un  dernier  cas,  celui  où  les  deux  branches  AB,  A'B'  {jig-  CJ) 
se  croisent  doublement  et  sont  de  sens  inverse.  Si  les  flèches 
sont  disposées  comme  sur  \ajîg.  6,  la  dislocation  ne  peut  être 
obtenue  qu'en  procédant  par  voie  de  déformation  positive-,  et  l'on 
se   trouve  conduit   aux   deux  branches  am'mb',  a'mm'b,  qui   se 

Fiv.  n. 


croisent  doublement  et  sont  de  sens  inverse,  et  sont  par  conséquent 
disposées  l'une  par  rapport  à  l'autre  comme  l'étaient  les  branches 
primitives  AB,  A'B7.  Le  point  JN  de  dislocation  résulte  de  la  réu- 
nion en  un  seul  des  deux  points  doubles,  M,  M',  qui  se  séparent 
ensuite  de  nouveau  en  m,  m.  Effectuons  maintenant  la  décompo- 
sition en  éléments.  Avant  la  dislocation,  nous  obtenons  : 

Une  portion  d'élément AM'B' 

»  »  A'MB 

Un  élément  négatif M  M' M 

Après  la  dislocation  et  en  ayant  soin  d'ajouter  l'ovale  npn'p'  qui 
équivaut  à  un  élément  négatif  et  diminue  par  suite  l'indice  d'une 
unité,  nous  obtenons  : 

Une  portion  d'élément aupb' 

»  »         a' H' p' b 

Un  élément  négatif mpn'  m 

»  »        m'p'nm' 

»         positif m  m' m. 

Les  portions  d'éléments,  avant  et  après  la  dislocation,  sont  sem- 
blablement  disposées  par  rapport  au  reste  du  groupe  ;  il  n'y  a  donc 
à  tenir  compte  que  des  éléments  complets  et  de  l'ovale  ajouté;  on 
en  conclut  immédiatement  que  cette  dislocation,  que  j'appellerai 
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du  troisième  genre,  a  augmenté  l'indice  d'une  unité.  On  verrait 
sans  peine  que  l'indice  aurait  été  au  contraire  diminué  d'une  unité, 
si  la  dislocation  du  troisième  genre  avait  été  obtenue  par  voie  de 
déformation  négative. 

D'ailleurs,  à  l'inspection  de  la  fîg.  6,  il  est  visible  qu'en 
chaque  point  infiniment  voisin  du  point  de  dislocation  passent 
trois  branches  appartenant  à  l'un  quelconque  des  groupes  déformés 
consécutifs. 

En  résumant  les  considérations  qui  précèdent,  nous  sommes 
autorisés  à  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VJ.  —  Une  dislocation  obtenue  par  voie  de  déforma- 
tion positive  fait  varier  l'indice  du  groupe  de —  i ,  zéro  ou  -+-  i , 
suivant  quelle  est  du  premier,  du  deuxième  ou  du  troisième 
genre,  c'est-à-dire  suivant  que  le  nombre  des  branches  apparte- 
nant aux  divers  groupes  déformés  consécutifs  et  passant  par  un 
même  point  quelconque  infiniment  ^>oisin  du  point  de  dislocation 
est  i,  i  ou  3.  L'inverse  a  lieu  si  la  dislocation  est  obtenue  par 
voie  de  déformation  négative. 

SECONDE  PARTIE. 

APPLICATION   AU   SYSTÈME   DES   ISOMORPIIIQUES   D'i'XE   COURBE 
ALGÉBRIQUE   PLANE. 

Définition  de  l'isomorphique.  —  J'appellerai  isomorphique 
d'une  courbe  plane  U  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  la  courbe  U 
sous  un  même  angle  imaginaire  donné,  cet  angle  étant  défini 
comme  celui  que  font  entre  elles  deux  droites  imaginaires  conju- 
guées données. 

Pour  éclaircir  cette  définition  et  faciliter  l'intelligence  des  déve- 
loppements qui  vont  suivre,  il  est  indispensable  de  rappeler  ici 
brièvement  quelques  principes  relatifs  aux  éléments  imaginaires 
que  l'on  a  à  considérer  en  Géométrie. 

On  sait  qu'il  existe  deux  genres  de  droites  imaginaires  :  i°  celles 
qui  possèdent  un  point  réel  unique  à  distance  finie;  i°  celles  dont 
le  point  réel  unique  est  à  l'infini.  Chaque  droite  du  premier  genre 
peut  être  caractérisée  géométriquement  par  Y  excentricité,  par 
Y  orientation  et  par  le  sens  (de  parcours)  de  l'une  quelconque  des 
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ellipses  homothétiques  et  concentriques  dont  elle  serait  l'une  des 
asymptotes,  l'autre  asymptote  ayant  pour  indicatrice  la  même 
ellipse,  mais  parcourue  en  sens  inverse.  J'appellerai  cette  ellipse 
(dont  les  dimensions  absolues  sont  d'ailleurs  indéterminées)  Y  indi- 
catrice du  couple  de  droites  imaginaires 5  son  centre,  qui  est  le 
point  réel  unique  de  ces  deux  droites,  sera  dit  leur  ombilic.  On 
vérifie  aisément  : 

i°  Que  les  équations  de  deux  droites  conjuguées  du  premier 
genre,  en  coordonnées  cartésiennes,  rapportées  à  deux  diamètres 
conjugués  de  leur  indicatrice,  se  réduisent  à  la  forme 

y  =  db  mx\J — 1 

m  étant  le  rapport  des  deux  diamètres  dirigés  suivant  les  axes  de 
coordonnées; 

i°  Que,  pour  que  deux  droites  imaginaires  du  premier  genre 
fassent  entre  elles  un  angle  réel,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  indica- 
trices soient  semblables  et  de  même  sens  (c'est-à-dire  que  m  ait  la 
même  valeur  et  le  nième  signe  quand  on  rapporte  respectivement 
les  équations  des  deux  droites  aux  axes  de  leurs  indicatrices  )  ; 
l'angle  des  deux  droites  est  alors  la  différence  d'orientation  de  leurs 
indicatrices  :  d'où  il  résulte  que,  pour  que  l'angle  des  deux  droites 
soit  nul,  c'est-à-dire  pour  qu'elles  soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  deux  indicatrices  soient  semblables,  de  même  sens  et  sem- 
blablement  placées  ; 

3°  Que,  pour  que  deux  droites  aient  leurs  bissectrices  réelles  (ou 
du  moins  à  coefficient  angulaire  réel),  il  faut  et  il  suffit  que  leurs 
indicatrices  soient  semblables  et  de  sens  contraire  \  les  directions 
des  bissectrices  coïncident  alors  avec  celles  des  bissectrices  des  axes 
homologues  des  deux  indicatrices. 

En  raison  de  ces  relations  remarquables,  on  peut  désigner  les 
droites  imaginaires  du  premier  genre  par  le  nom  de  lié  nu ellipses 
ou  droites  hémielliptiques.  Si  l'ellipse  indicatrice  devient  un  cercle, 
les  hémiellipses  correspondantes  deviennent  des  hémicercles,  c'est- 
à-dire  ce  que  l'on  appelle  souvent  des  droites  isotropes  du  premier 
et  du  second  système;  et  l'on  aperçoit  immédiatement  que  l'angle 
compris  entre  deux  droites  isotropes  du  même  système  doit  être 
absolument  indéterminé. 

Les  droites  imaginaires  du  second  genre,  dont  le  point  réel  esl 
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à  l'infini,  ont  toujours  leur  coefficient  angulaire  réel,  et  leur  équa- 
tion, rapportée  à  des  axes  convenables,  peut  toujours  être  ramenée 
à  la  forme 

y—±n\j—i, 

où  n  est  une  constante. 

Ici  les  deux  droites  conjuguées  sont  parallèles  entre  elles.  Je  dési- 
gnerai, pour  abréger,  les  droites  imaginaires  du  deuxième  genre 
sous  le  nom  de  droites  hérmtropes. 

Cela  posé,  soit  donnée  une  courbe  algébrique  U  de  classe  m  et 
de  degré  7Z,  et  que  je  supposerai  tout  d'abord,  pour  simplifier  les 
raisonnements,  n'être  pas  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  n'avoir 
aucune  droite  liétnitrope  pour  asymptote,  et  enfin  n'avoir  aucun 
foyer  multiple.  Si  d'un  point  réel  quelconque  M  à  distance  finie 
on  mène  les  u  tangentes  à  la  courbe  U,  les  unes  seront  réelles,  les 
autres  formeront  des  couples  de  droites  liémielliptiques.  Si  le  point 
réel  M  est  pris  à  l'infini,  les  n  tangentes  seront  les  unes  réelles,  les 
autres  liémitropes,  conjuguées  par  couples,  mais  toutes  auront  le 
même  coefficient  angulaire  réel.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  considère 
tous  les  points  réels  d'où  l'on  peut  mener  à  U  deux  tangentes  liémiel- 
liptiques conjuguées  ayant  pour  indicatrice  une  certaine  ellipse  e 
définie  comme  excentricité,  mais  d'orientation  variable,  le  lieu  de 
ces  points  sera  une  courbe  I  ne  possédant  aucun  point  réel  à  l'infini. 
D'ailleurs,  de  tous  les  points  de  I,  on  verra  U  sous  un  même  angle 
imaginaire,  celui  que  forment  entre  elles  les  deux  asymptotes  de  e  ; 
I  sera  donc  par  définition  une  isomorphique  de  U.  Si  mainte- 
nant on  fait  varier  l'excentricité  de  l'ellipse  e  depuis  zéro  jusqu'à  i, 
c'est-à-dire  l'ellipse  elle-même  depuis  la  forme  circulaire  jusqu'à 
la  forme  infiniment  aplatie,  on  obtiendra  toutes  les  isomorpliiques 
possibles  de  U  comme  formant  un  système  continu,  depuis  celle 
qui  correspond  à  une  indicatrice  circulaire  et  qui  se  réduit  évidem- 
ment aux  n  foyers  de  U,  jusqu'à  celle  qui  comprend  tous  les  points 
réels  d'où  l'on  peut  voir  la  courbe  U  sous  un  angle  nul,  et  qui  se 
compose  par  conséquent  de  la  courbe  U  elle-même,  de  ses  tan- 
gentes d'inflexion,  de  ses  tangentes  doubles  et  de  la  droite  de 
l'infini,  comptées  chacune  un  certain  nombre  de  fois. 

Ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,  aucune  des  isomorpliiques  du 
système,  si  ce  n'est  la  dernière  qui  comprend  U,  ne  possède  de 
point  réel  à  l'infini.  Et,  en  effet,  il  est  facile  de  s'assurer,  par  divers 


-   107  - 

procédés  sur  lesquels  il  est  inutile  d'insister,  que  le  degré  d'une 
isomorphique  est  in  («  —  i),  et  que  ses  seuls  points  à  l'infini  sont 
les  points  circulaires,  comptés  chacun  n  [n —  i)  fois.  [Si  la  droite 
de  l'infini  était  g  fois  tangente  à  U,  le  degré  des  isomorphiques 
serait  2  [/i  — 1)  [n  — g)-~]  Chaque  isomorphique  se  compose  donc, 
quant  à  ses  régions  réelles,  d'un  nombre  fini  de  contours  dont 
aucun  ne  passe  par  l'infini:  nous  pouvons  donc  lui  appliquer  la 
notion  de  l'indice,  tel  qu'il  a  été  défini  dans  la  première  partie  de 
ce  Mémoire.  Et  puisque  l'isomorphique  correspondant  à  une  indica- 
trice circulaire  se  réduit  à  n  points  distincts,  les  foyers  de  U,  l'iso- 
morphique immédiatement  consécutive,  correspondant  à  une  indi- 
catrice d'excentricité  infiniment  petite,  se  composera  de  n  contours 
fermés  infiniment  petits  et  distincts,  enveloppant  chacun  un  des  n 
foyers^  son  indice  sera  donc  7^,  pourvu  que  l'on  choisisse  le  sens 
positif  sur  chacun  de  ces  contours,  de  manière  qu'il  forme  un  élé- 
ment positif. 

Je  dis  maintenant  que  les  isomorphiques  successives  peuvent  être 
considérées  comme  se  déduisant  les  unes  des  autres  par  déforma- 
tion ou  dislocation,  dans  le  sens  que  j'ai  attaché  précédemment  à 
ces  deux  mots,  c'est-à-dire  qu'elles  ne  peuvent  avoir  d'enveloppe 
réelle  \  car,  s'il  existait  une  telle  enveloppe,  de  l'un  quelconque  de 
ses  points  on  pourrait  mener  à  la  courbe  U  deux  tangentes  hémiel- 
liptiques  infiniment  peu  différentes  (correspondant  aux  deux 
isomorphiques  infiniment  voisines  qui  passeraient  en  ce  point)-,  il 
appartiendrait  donc  soit  à  la  courbe  réelle  U,  soit  à  l'une  de  ses 
tangentes  hémielliptiques  ^inflexion  ou  doubles,  et,  puisqu'il  est 
réel  par  hypothèse,  il  serait  soit  un  point  isolé  de  U,  soit  l'ombilic 
de  l'une  des  tangentes  imaginaires  d'inflexion  ou  doubles  de  U. 
Mais  les,  points  isolés  et  les  ombilics  de  tangentes  d'inflexion  et 
doubles  sont  en  nombre  fini  et  ne  peuvent  former  une  courbe 
continue;  il  ne  saurait  donc  exister  d'enveloppe  réelle  pour  le  sys- 
tème des  isomorphiques. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  obtenir  l'indice  de  la  der- 
nière isomorphique  (en  appelant  ainsi  l'isomorphique  qui  corres- 
pondrail  à  une  indicatrice  infiniment  aplatie,  et  qui  différerait  par 
*  suite  infiniment  peu  de  la  courbe  réelle  U  augmentée  de  ses  tan- 
gentes d'inflexion  et  doubles  et  de  la  droite  de  l'infini),  il  suffira 
de  tenir  compte  des  points  critiques  ei  àv±  points  de  dislocation  de 
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premier  et  de  troisième  genre  qui  peuvent  exister  dans  le  système 
des  isomorphiques.  Mais  nous  allons  voir  que  ces  points  critiques 
et  de  dislocation  ont  une  signification  géométrique  très-simple  rela- 
tivement à  U. 

Théorème  MI.  —  Tout  point  critique  du  système  des  isomor- 
phiques de  U  est  un  point  isolé  de  U,  ainsi  que  tout  point  de  dis- 
location du  troisième  genre  ;  et  réciproquement  tout  point  isolé 
de  U  est  un  point  critique  ou  un  point  de  dislocation  du  troisième 
genre  du  système  des  isomorphiques  de  U,  suivant  que  ses  deux 
tangentes  ne  sont  pas  ou  sont  en  même  temps  des  tangentes  d'in- 
flexion. D'autre  part,  tout  point  de  dislocation  du  premier  genre 
est  l'ombilic  d'un  couple  d  asymptotes  hémielliptiques  de  U,  et 
réciproquement. 

En  effet,  soit  d'abord  .M  un  point  double  ordinaire  sur  l'une  des 
isomorphiques  de  U  :  de  ce  point,  on  peut  mener  à  U  deux  couples 
de  tangentes  hémielliptiques  dont  les  indicatrices  sont  semblables, 
mais  non  en  général  semblablemeut  placées.  Il  pourra  toutefois 
arriver,  comme  cas  particulier  (se  présentant  un  nombre  limité  de 
fois  dans  une  série  continue  de  points  doubles  des  isomorphiques 
successives),  qu'elles  soient  semblablement  placées  ;  mais  il  n'y  a 
aucune  raison  pour  que  les  points  de  contact  de  ces  deux  couples 
de  tangentes  coïncidentes  soient  également  coïncidents  :  dans  les 
cas  particuliers  dont  il  s'agit,  M  sera  par  conséquent  l'ombilic  d'un 
couple  de  tangentes  doubles  hémielliptiques  de  U.  Mais,  si  M  est 
en  même  temps  un  point  de  rebroussement  de  l'isomorphique,  ou 
un  point  de  dislocation  dans  le  svstème  des  isomorphiques  succes- 
sives, il  est  aisé  de  voir  que  la  coïncidence  a  lieu  nécessairement, 
tant  pour  l'orientation  des  indicatrices  que  pour  les  points  de 
contact  des  deux  couples  de  tangentes  :  dans  le  premier  cas,  parce 
que,  les  deux  points  composants  du  point  double  étant  consécutifs, 
sont  liés  directement  par  la  loi  de  continuité,  ainsi  que  les  couples 
de  tangentes  qui  en  sont  issues;  dans  le  second,  parce  que  la  même 
liaison  existe  indirectement  entre  ces  deux  points  composants,  par 
1  intermédiaire  des  branches  de  l'isomorphique  infiniment  voisine, 
comme  on  peut  le  voir  sur  l'une  quelconque  des  jig.  4,  j  et  6  : 
par  exemple,  sur  la  jig.  4,  M,  considéré  comme  appartenant  à  la 
branche  Sf,  est  lié  par  la  loi  de  continuité  au  point  S,  celui-ci  au 
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point  p'  (comme  points  correspondants  sur  deux  isoraorphiques 
consécutives),  le  point//  au  point  n  (comme  infiniment  voisins 
sur  une  même  isomorphique),  ce  dernier  au  point  S',  et  enfin  S' au 
point  M  considéré  comme  appartenant  à  la  branche  S'tf.  Et  il  est 
clair  que  cette  liaison  indirecte  ne  peut  être  établie  entre  les  deux 
points  composants  du  point  double  d'une  isomorphique  donnée, 
que  dans  le  seul  cas  où  ce  point  joue  le  rôle  de  point  de  dislocation 
du  système. 

Il  est  donc  prouvé  que  les  points  de  dislocation  et  les  points  de 
rebroussement  sont  les  seuls  points  qui  puissent  être  les  ombilics 
de  couples  de  tangentes  liémielliptiques  coïncidentes  deux  à  deux 
et  ayant  aussi  leurs  points  de  contact  coïncidents,  et  qu'ils  sont 
effectivement  des  ombilics  de  couples  de  ce  genre.  La  seule  excep- 
tion à  la  première  partie  de  cette  règle  serait  fournie  par  le  cas 
doublement  particulier  où  les  deux  couples  de  tangentes  doubles 
hémielliptiques  auraient  leurs  points  de  contact  coïncidents,  comme 
cela  peut  arriver  aussi  accidentellement  pour  des  tangentes  doubles 
réelles. 

Considérons  maintenant  en  particulier  un  point  critique  du  sys- 
tème des  isomorphiques,  c'est-à-dire  un  point  de  rebroussement  de 
l'une  d'elles,  enveloppé  par  une  boucle  dans  les  suivantes.  De  ce 
point  M  on  peut  mener  à  U  deux  couples  de  tangentes  liémiellip- 
tiques coïncidentes,  et  de  tout  point  infiniment  voisin  deux  couples 
de  tangentes  hémielliptiques  infiniment  peu  différents,  comme 
nature  de  l'indicatrice  et  comme  position  des  points  de  contact. 
Mais,  d'autre  part,  ces  deux  couples  coïncidents  ne  comptent  que 
pour  un  parmi  les  couples  parallèles;  car,  d'une  manière  générale, 
il  est  clair  que  les  ombilics  des  n  couples  parallèles  définis  par  une 
même  indicatrice  donnée  de  forme  et  d'orientation  sont  placés  en  u 
points  distincts  d'une  même  isomorphique,  en  sorte  que,  si  deux  de 
ces  ombilics  NN' viennent  à  coïncider,  il  n'en  sera  pas  de  même  en 
général  des  ombilics  des  deux  couples  parallèles  infiniment  voi- 
sins; c'est-à-dire  que  la  coïncidence  des  deux  ombilics  NN'  n'em- 
pêchera pas  que  les  deux  branches  de  l'isomorphiquc  sur  laquelle 
ils  sont  situés  ne  restent  distinctes  dans  quatre  directions  à  partir 
du  point  NN' 5  cette  isomorphique  devra  donc  avoir  un  point  double 
ordinaire  en  j\N'  et  non  un  rebroussement.  Dès  lors,  l'ensemble 
des  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  couples  de  tangentes 
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coïncidentes  issues  de  AI  exige  que  AI  soit  le  point  même  de  con- 
tact, et  par  conséquent  un  point  isolé  du  lieu. 

Considérons  ensuite  un  point  de  dislocation  AI.  Si  la  dislocation 
est  du  premier  genre,  nous  avons  vu  qu'en  tout  point  infiniment 
voisin  de  AI  il  passe  une  seule  branche  d'isomorphique  :  donc  les 
deux  couples  de  tangentes  coïncidentes  issues  de  AI,  lesquels  comp- 
tent pour  deux,  comme  nous  venons  de  le  voir,  parmi  les  couples 
parallèles,  ne  comptent  que  pour  un  parmi  les  n  couples  de  tangentes 
cjue  l'on  peut  mener  de  AI  à  U  :  ce  qui  exige  que  ces  tangentes 
soient  des  asymptotes.  Si  la  dislocation  est  du  second  genre,  les 
couples  coïncidents  comptent  pour  deux  aussi  bien  parmi  les  cou- 
ples parallèles  que  parmi  ceux  qu'on  peut  mener  de  AI,  ce  qui 
exige  (  à  cause  de  la  coïncidence  des  points  de  contact)  que  ce  soient 
des  couples  de  tangentes  d'inflexion.  Enfin,  si  la  dislocation  est  du 
troisième  genre,  les  couples  coïncidents  comptent  pour  deux  parmi 
les  couples  parallèles,  et  pour  trois  parmi  ceux  qu'on  peut  mener 
de  AI  ;  ce  qui  exige  que  AI  soit  un  point  isolé  de  U  et  que  les  deux 
tangentes  hémielliptiques  de  U  en  ce  point  soient  en  même  temps 
des  tangentes  d'inflexion. 

Réciproquement,  l'ombilic  d'un  couple  d'asymptotes  ou  de  tan- 
gentes d'inflexion  hémielliptiques  de  U  est  nécessairement,  d'après 
ce  qui  précède,  point  double  sur  une  certaine  isomorphique,  et  en 
même  temps  point  de  dislocation  du  système  des  isomorphiques  5 
et,  puisqu'une  asymptote  ne  compte  que  pour  une  parmi  les  tan- 
gentes qu'on  peut  mener  à  U  de  l'un  quelconque  de  ses  points  à 
distance  finie,  il  faut  bien  qu'en  tout  point  infiniment  voisin  du 
point  de  dislocation  il  ne  passe  qu'une  branche  disomorpliique, 
c'est-à-dire  que  la  dislocation  soit  du  premier  genre.  De  même  les 
tangentes  en  un  point  isolé  de  U  devant  compter  chacune  pour  une 
parmi  les  tangentes  parallèles,  et  pour  deux  parmi  les  tangentes 
qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  U,  il  faut  que  ce  point  isolé  soit, 
sur  l'isomorphique  à  laquelle  il  appartient,  un  point  de  telle  nature 
qu'il  y  passe  une  branche  disomorpliique  de  moins  qu'en  tout 
point  infiniment  voisin,  c'est-à-dire  que  ce  soit  un  point  critique 
ou  un  point  de  dislocation  du  troisième  genre. 

Le  théorème  A  II  est  donc  entièrement  démontré,  et  nous  voyons 
de  plus  que  tout  point  de  dislocation  du  deuxième  genre  est  l'om- 
bilic d'un  roupie  de  tangentes  d'inflexion  de  l   et  réciproquement, 
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à  moins  que  le  point  d'inflexion  ne  soit  en  même  temps  point 
isolé. 

Il  est  d'ailleurs  sans  intérêt  de  discuter  ici  les  cas  particuliers 
qui  peuvent  résulter,  par  exemple,  delà  coïncidence  d'une  tangente 
d'inflexion  avec  une  asymptote,  ou  de  l'existence  de  tangentes 
d'ondulation  hémielliptiques;  on  vérifierait  facilement  que  ces  cas 
particuliers  donnent  lieu  à  des  dislocations  plus  complexes,  mais 
équivalant  toujours,  comme  influence  sur  l'indice,  à  la  super- 
position de  deux  des  genres  simples  de  dislocation  dont  nous  venons 
de  trouver  la  signification  géométrique. 

En  tenant  compte  des  définitions  données  ci-dessus  et  des  divers 
théorèmes  précédemment  établis,  nous  obtenons  immédiatement  le 
théorème  suivant  : 

Théorème  VIII.  —  Le  sens  positif  étant  choisi  partout  de  ma- 
nière que  les  isomorphiqiies  successives ,  à  partir  de  l'ensemble  des 
n  foyers,  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  déformation  posi- 
tive, l'indice  de  la  dernière  isomorphique  sera 

n  -+-  ô\  —  nii 

en  désignant  par  ol  le  nombre  des  points  isolés  de  U  et  par  am2 
le  nombre  de  ses  asymptotes  imagina  ires  [hémielliptiques,  puisque 
nous  avons  supposé  qu'il  n'en  existait  pas  d'hémitropes). 

Étudions  la  forme  de  la  dernière  isomorphique.  Puisqu'elle  se 
compose  de  tous  les  points  réels  d'où  l'on  peut  mener  àU  deux  tan- 
gentes hémielliptiques  à  indicatrice  infiniment  aplatie,  elle  suit  à 
distance  infiniment  petite  la  courbe  U,  mais  toujours  du  côté  de  sa 
concavité;  elle  la  quitte  donc  en  chaque  point  réel  d'inflexion, 
pour  suivre  la  tangente  d'inflexion  jusqu'à  une  distance  infiniment 
grande  [fig.  7)  et  rejoindre  par  un  are  situé  tout  entier  à  distance 
infiniment  grande  et  tournant  sa  convexité  vers  la  droite  de  l'infini 
(puisqu'elle  ne  peut  traverser  cette  droite)  une  autre  tangente 
d'inflexion,  ou  une  branche  infinie  de  U,  ou  enfin  une  tangente 
double  isolée  de  U.  Elle  n'a  évidemment  aucune  branche  en 
rapport  avec  les  tangentes  doubles  réelles  de  U  dont  les  deux  points 
de  contact  sont  réels-,  mais  elle  possède,  de  chaque  côté  de  toute 
tangente  double  isolée,  deux  branches  distinctes  qui  suivent  celle 
tangente  de  pari  el  d'autre  jusque  vers  l'infini,  en  lui   présentant 


—   112  - 

leur  convexité,  puisqu'au  voisinage  d'une  telle  tangente,  d'un 
point  réel  pris  soit  d'un  côté,  soit  de  l'autre,  on  doit  pouvoir, 
d'après  la  loi  de  continuité,  mener  à  L  deux  tangentes  dont  les 
points  de  contact  soient  imaginaires  conjugués,  et  qui  dillèrent 
infiniment  peu  d'une  droite  réelle.  D'après  ces  considérations,  la 
dernière  isomorpbique  ne  peut  avoir  elle-même  d'inflexions  réelles 
qu'au  voisinage  de  chaque  point  réel  M  de  rebroussement  de  U; 

Kg-  7 


et  nous  pouvons,  sans  changer  son  indice,  remplacer  l'arc  compris 
entre  les  deux  points  d'inflexion  qu'elle  y  possède  par  un  arc  de 
même  sens  de  courbure  que  le  reste  de  l'isomorphique,  en  intro- 
duisant (fig-  7)  deux  rebroussements  ]\,  N'.  La  classe  de  l'isomor- 
phique ainsi  modifiée,  c'est-à-dire  le  nombre  de  ses  tangentes 
parallèles  à  une  direction  quelconque,  sera,  d'après  le  théorème  II, 
égale  au  double  de  son  indice,  augmenté  du  nombre  de  ses  rebrous- 
sements, pourvu  que  le  sens  positif  ait  été  choisi  de  manière  à 
avoir  la  convexité  tournée  vers  la  droite.  Or  cette  dernière  condi- 
tion est  remplie  dans  l'hypothèse  où  nous  nous  sommes  placés 
précédemment  pour  calculer  l'indice  de  la  dernière  isomorpbique, 
puisque  nous  savons  que  la  courbe  U  (augmentée  de  ses  tangentes 
d'inflexion  et  isolées)  s'en  déduit  par  déformation  positive,  c'est- 
à-dire  en  marchant  vers  la  droite.  Nous  trouvons  donc,  pour  le 
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nombre   des    tangentes    parallèles    de   la    dernière   isomorphique 
modifiée  comme  il  a  été  dit, 

i[n  H-  ô' ,  —  m2)  -+-  2 /<■, , 

kt  étant  le  nombre  des  points  de  rebroussement  réels  de  U. 

Examinons  maintenant  ce  que  deviennent  ces  tangentes  paral- 
lèles, toutes  réelles,  lorsque  l'on  passe  de  la  dernière  isomorphique 
à  la  courbe  U.  Il  suffit  évidemment  d'examiner  l'iniluence  :  i°  des 
points  de  rebroussement  réels  de  U;  i°  des  tangentes  réelles  d'in- 
flexion de  U -,  3°  des  asymptotes  réelles  de  U;  4°  des  tangentes 
doubles  isolées  de  U;  5°  des  portions  de  branches  réelles  de  la  der- 
nière isomorphique  qui  vont  se  confondre  avec  la  droite  de  l'infini  ; 
car  partout  ailleurs  le  passage  de  la  dernière  isomorphique  à  la 
courbe  réelle  U  se  fait  immédiatement,  sans  que  le  nombre  des 
tangentes  réelles,  parallèles  à  une  direction  donnée,  puisse  être 
altéré. 

i°  A  chaque  point  de  rebroussement  M  (  jig.  y  ),  il  est  visible, 
à  l'inspection  de  la  figure,  que  le  passage  de  la  dernière  isomor- 
phique (modifiée)  à  la  courbe  U  fait  disparaître  une  tangente 
réelle,  quelle  que  soit  la  direction  considérée;  le  nombre  de  ces 
tangentes  diminue  donc  de  At. 

2°  Pour  apprécier  l'influence  d'une  tangente  réelle  d'inflexion 
TT'  {fig-  7),  considérons  d'abord  le  point  même  d'inflexion  R: 
de  ce  point  on  peut  mener  aux  branches  de  la  dernière  isomor- 
phique (II',  V'V"  ),  qui  sont  voisines  de  TT',  quatre  tangentes  réelles 
distinctes,  lesquelles  viennent  se  confondre  avec  la  tangente  d'in- 
flexion TT',  quand  on  passe  a  la  courbe  U;  mais  la  tangente  d'in- 
flexion compte  pour  trois  seulement  parmi  les  tangentes  que  l'on 
peut  mener  de  R  à  U  :  il  y  a  donc  réduction  d'une  unité  dans  le 
nombre  total  de  ces  tangentes,  par  le  fait  du  passage  considéré.  La 
même  relation  a  lieu  évidemment  pour  tous  les  points  situés  dans 
l'une  des  régions  TR.U,  T'fil  ',  car  le  nombre  total  de  tangentes 
réelles  que  l'on  peut  mener  par  l'un  quelconque  S  de  ces  points 
à  la  dernière  isomorphique  ne  diffère  du  nombre  correspondant 
pour  le  point  R  qu'en  raison  des  branches  d'isomorphique  qu'on 
a  pu  être  forcé  de  traverser  pour  aller  de  R  en  S,  chaque  traversée 
d'une  telle  branche  introduisant  ou  supprimant  deux  tangentes 
réelles,  suivanl  qu'elle  se  présente  par  le  côté  concave  ou  le  côté 

M.  .  S 
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convexe.  Il  en  est  exactement  de  même  si,   au  lieu  de  l'isomor- 
phique,  on  considère  cette  courbe  dans  laquelle  on  a  introduit  la 
seule  inflexion  R  et  déplacé  infiniment  peu  les  diverses  branches 
transversales  dont  il  a  été  question  ci-dessus,  de  manière  à  la  faire 
coïncider  partiellement  avec  la  courbe  U  :  la  différence  entre  le 
nombre  total  des  tangentes  que   l'on  peut  mener  de  R  et  de  S, 
n'étant  dû  qu'à  ces  branches  transversales,  reste  évidemment  la 
même 5   le  seul  cas  où  ce  ne  soit  pas  évident  est  celui  où,  le  point 
S  étant  pris  à  l'infini,  quelques-unes  des  branches  de  la  dernière 
isomorphique  qu'il  est  nécessaire  de  traverser  pour  aller  de  R  à  S 
seraient  elles-mêmes  à  distance  infiniment  grande,  parce  qu'alors, 
en  passant  à  la  courbe'  U,  ces  branches  viendraient  se  confondre 
avec  la  droite  de  l'infini,  laquelle  ne  fait  plus  partie,  à  proprement 
parler,  de  la  courbe  U.  Mais  nous  verrons  tout  à  l'heure  que,  dans 
ce  cas,  les  deux  tangentes  réelles  que  l'on  gagne  en  traversant  une 
telle  branche  d'isomorphique  pour  aller  de  R  à  un  point  S  situé 
à  l'infini  (puisqu'une  telle  branche  tourne  nécessairement  sa  con- 
vexité vers  la  droite  de  l'infini)  sont  représentées,  quand  on  passe 
de  la  dernière  isomorphique  à  la  courbe  U,  par  deux  tangentes 
hémitropes  conjuguées  de  cette  dernière }  en  sorte  que,  à  la  condi- 
tion de  compter  parmi  les  tangentes  de  U  parallèles  à  une  direction 
donnée,  non-seulement  les  tangentes  réelles,   mais  les  tangentes 
hémitropes,  il  nous  est  permis  de  dire  que,  lorsque  l'on  passe  de  la 
dernière  isomorphique  à  la  courbe  U,  il  disparait  /,  tangentes  pa- 
rallèles à  une  direction  quelconque,  i\  étant  le  nombre  des  points 
réels  d'inllexion  de  U. 

3°  Pour  chaque  asymptote  réelle,  nous  pouvons,  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  qui  vient  d'être  l'ait  pour  les  tangentes 
d'inllexion,  considérer,  au  lieu  d'un  point  à  l'infini,  un  point 
pris  à  distance  finie  sur  l'asymptote  :  d'un  tel  point  on  peut  mener 
à  la  dernière  isomorphique  deux  tangentes  réelles,  qui  viennent, 
lors  du  passage  à  la  courbe  U,  se  confondre  avec  l'asymptote 
elle-même,  laquelle  ne  compte  que  pour  une  parmi  les  tangentes 
qu'on  peut  mener  à  U  du  point  considéré.  Le  nombre  total  des 
tangentes  parallèles  diminue  donc  de  /;?,,  si  7>?j  est  le  nombre  total 
des  asymptotes  réelles  de  \  . 

4°  Pour  chaque  tangente  double  isolée,  on  voit  de  même,  en 
prenant  sur  elle  un  point  quelconque  à  distance  finie,  qu'il  dispa- 
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rait  deux  tangentes-,  le  nombre  total  des  tangentes  parallèles  di- 
minue donc  de  2:',,  si  z\  est  le  nombre  total  des  tangentes  doubles 
isolées  de  U. 

5°  Les  portions  de  branches  réelles  de  la  dernière  isomorpliique 
qui  vont  se  confondre  avec  la  droite  de  l'infini  n'ont  d'autre  effet, 
comme  je  l'ai  annoncé,  que  de  donner  naissance  à  des  couples  de 
tangentes  liémitropes  conjuguées.  En  effet,  d'un  point  pris  à  l'in- 
fini dans  une  direction  vers  laquelle  existe  une  de  ces  branches  de 
la  dernière  isomorpliique,  on  peut  évidemment  mener  à  cette 
branche  deux  tangentes  réelles  qui  viennent  se  confondre  avec  la 
droite  de  l'infini  lorsque  l'on  passe  de  la  dernière  isomorpliique  à 
la  courbe  U.  Il  disparait  donc  deux  tangentes  réelles  parmi  celles 
qui  émanent  du  point  considéré,  c'est-à-dire  parmi  les  tangentes 
parallèles  à  la  direction  qui  définit  ce  point.  Mais  en  même  temps 
ce  point  peut  être  considéré  comme  la  position  limite  d'un  point 
variable  des  isomorphiques ,  point  variable  duquel  on  pouvait 
mener  à  la  courbe  U  deux  tangentes  hémieliiptiques  conjuguées, 
dont  l'indicatrice  avait  une  excentricité  de  plus  en  plus  grande  } 
à  la  limite,  l'indicatrice  est  infiniment  aplatie,  et  le  point  limite 
étant  à  l'infini  est  un  point  d'où  l'on  peut  mener  à  U  deux  tan- 
gentes liémitropes  conjuguées.  L'existence  des  branches  dont  il 
s'agit  n'exerce  donc  aucune  influence  (indépendamment  des  tan- 
gentes d'inilexion  ou  isolées  et  des  asymptotes  auxquelles  elles  se 
rattachent)  sur  le  nombre  total  des  tangentes  parallèles  à  une  di- 
rection donnée,  pourvu  que  parmi  ces  tangentes  on  compte  les 
liémitropes  aussi  bien  que  les  réelles. 

En  résumé,  le  passage  delà  dernière  isomorpliique  (modifier  à 
la  courbe  U  fait  disparaître 

A',  -4-  i,  -+-  ml  -f-  2T, 

tangentes  parallèles  à  une  direction  quelconque.  Le  nombre  des 
tangentes  de  U  parallèles  à  une  direction  quelconque,  tant  réelles 
qu'bémitropes,  est  donc 

2  11  -4-  o ,  —  nii    -i-  a/f,  —  ( k,  -f-  /,  -h  m,  -+-  i~\  )  ; 

mais  ce  nombre  n'est  autre  que  la  classe  n  de  U,  puisque  nous 
avons  admis  que  la  droite  de  L'infini  n'est  pas  tangente  à  U:  nous 

S. 
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pouvons  donc  écrire  la  relation 

n  =î(b+  6\  —  m2    +  2/V,  —  [k,  -f-  i,  +  w,  +  2?',  , 

laquelle  se  simplifie,  en  remarquant  que  l'on  a 

m,  -+-  2/?z.  =  m, 

puisque  U  n'est  point  tangente  à  la  droite  de  l'infini  et  n'a,  par 
hypothèse,  aucune  asymptote  hémitrope,  en  sorte  que  son  degré  m 
est  égal  au  nombre  total  7/?]+  -irn^  de  ses  asymptotes  tant  réelles 
qu'hémielliptiques.  La  relation  écrite  ci-dessus  devient  dès  lors 

( i )  b  +  J5",+2 o ,  =  m  -4-  ï'i  -+-  2 r',  : 

c'est  précisément  celle  que  je  me  proposais  d'établir. 

11  est  d'ailleurs  facile  de  faire  disparaître  les  restrictions  que 
j'avais  admises,  pour  la  commodité  de  la  démonstration,  dans  la 
définition  de  la  courbe  U,  et  de  montrer  que  la  relation  ci-dessus 
s'applique  d'une  manière  absolument  générale  à  une  courbe  algé- 
brique quelconque  de  degré  m  et  de  classe  n.  Tout  d'abord,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  du  rôle  que  jouent,  par  rapport  à  U,  les 
points  de  dislocation  du  système  de  ses  isomorphiques,  il  est  clair 
que  rien  ne  sera  changé  à  la  démonstration  si  deux  des   foyers 
viennent  à  se  rapprocher  de  plus  en  plus,  jusqu'à  coïncider  en  un 
foyer  double,  soit  qu'un  point  de   dislocation  vienne  ou  non  en 
même  temps  coïncider  avec  ce  foyer  double  (c'est-à-dire  soit  que 
les  tangentes  isotropes,  issues  de  ce  foyer,  jouent  le  rôle  de  tan- 
gentes doubles,  ou  de  tangentes  d'inflexion,  ou  d'asymptotes).  La 
courbe  U  peut  donc  avoir  des  foyers  doubles  ou  multiples.  D'autre 
part,   étant  donnée  une  courbe  algébrique   plane,   tangente   à  la 
droite  de  l'infini  ou  avant  des  asymptotes  hétnitropes  (c'est-à-dire 
un  ou  plusieurs  points  isolés  à  l'infini),  il  est  évidemment  toujours 
possible  d'en  déduire,  par  projection  réelle,  une  courbe  algébrique 
U'  de  même  degré  et  de  même  classe,  avant  le  même  nombre  de 
singularités  réelles  (rebroussements,  inflexions,  points  isolés,  tan- 
gentes isolées),  et  qui  satisfasse  à  la  condition  de  n'être  point  tangente 
à  la  droite  de  l'infini  et  de  n'avoir  à  l'infini  aucun  point  isolé. 
La  relation  (')  ayant  lieu  pour  U'  sera  vraie  par  cela  même  pour  U. 
Si,  au  lieu  de  considérer  la  classe  de  la  dernière  isomorphique, 
nous  avions  considéré  son  deeré,  nous  serions  arrivé  à  l'une  des 
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formulés de  Plûcker.  En  effet,  le  degré  de  toutes  les  isomorphiques 
est,  comme  il  a  été  dit, 


in[n  —  i 


Lorsque  l'on  passe  de  la  dernière  isomorphique  à  la  courbe  U,  on 
obtient,  outre  cette  courbe  dont  le  degré  est  m,  la  droite  de  l'infini, 
comptant  évidemment  n(n —  i)  fois  (puisque  de  cliaque  point  de 
cette  droite  on  peut  mener  à  U  n  tangentes  qui  forment,  combinées 
deux  à  deux  dans  tous  les  ordres  possibles,  n(n  —  i)  couples,  dont 
l'indicatrice  est  infiniment  aplatie);  puis  les  tangentes  doubles 
de  U  et  ses  tangentes  d'inflexion.  Pour  voir  combien  de  fois  doit 
compter  chaque  tangente  double,  il  suffit  de  considérer  une  tan- 
gente isolée  :  deux  branches  de  la  dernière  isomorphique  viennent 
s'y  confondre  pour  devenir  ensuite  imaginaires;  cette  tangente 
compte  donc  pour  deux.  Pour  les  tangentes  d'inflexion,  il  semble, 
en  considérant  de  même  les  branches  réelles,  que  chaque  tangente 
ne  doive  compter  que  pour  une;  mais  il  convient  de  remarquer 
que,  lorsqu'il  s'agit  du  degré,  nous  ne  pouvons  plus  négliger  les 
éléments  imaginaires,  c'est-à-dire,  dans  l'espèce,  les  points  d'in- 
tersection imaginaires  que  peut  fournir  la  dernière  isomorphique 
au  voisinage  d'une  tangente  réelle  d'inflexion,  lorsqu'on  la  coupe 
par  une  transversale,  points  d'intersection  dont  l'aspect  des  bran- 
ches réelles  ne  suffit  pas  à  déceler  l'existence.  Or,  si  l'on  construit, 
au  voisinage  d'un  point  réel  d'inflexion  de  U,  une  des  isomorphi- 
ques négatives  (lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  U  deux  tan- 
gentes réelles  faisant  entre  elles  un  angle  constant)  correspondant 
à  un  angle  très-petit,  il  est  facile  de  vérifier  qu'on  peut  toujours 
tracer  une  tangente  réelle  de  U  qui  rencontre  cette  isomorphique 
négative  en  quatre  points  réels  très-voisins  (dont  deux  confondus 
au  point  de  contact),  ce  qui  conduit  à  prendre  3  pour  coefficient 
relatif  aux  tangentes  d'inflexion.  On  trouverait  d'ailleurs  immé- 
diatement cette  valeur  du  coefficient,  en  le  déterminant  dans  un 
cas  particulier,  par  exemple  dans  le  cas  d'une  cubique  non  singu- 
lière; et  l'on  obtient  ainsi  la  relation 

2  n  (  n  —  i  )  ==  n  (  n  —  i  )  H-  m  -i-  2  r  -+-  3  * 
ou 

m  =  n  (  n  —  1  )  —  ?.:  —  3  i, 

c'est-à-dire  l'une  des  relations  de  Plûcker. 


—       IhS     — 

Sur  les  suites  de  Farey  ;  par  M.  Edouard  Lucas     '  )'. 

(Séance  du  21  novembre  1877.) 

Considérons  les  suites 

if    i> 

1,  2,  1, 

1,  3,  2,  3,    1, 

1,  4>  3,  5,  2,  5,  3,  4>    !> 


telles  que  chacune  d'elles  s'obtient  en  intercalant  dans  la  précé- 
dente la  somme  de  deux  termes  consécutifs,  dans  leur  intervalle. 
On  a  les  propriétés  suivantes  : 

i°  Le  nombre  des  termes  de  la  7jieme  suite  est  égal  à  2"-1  -f-  1  ; 

20  La  somme  des  termes  de  la  nlème  suite  est  égale  à  3"-1  -f- 1  ; 

3°  La  somme  des  termes  pris  avec  les  signes  alternés  est  1 —  3""" 
pour  n  Z  2 } 

4°  Les  deux  plus  grands  termes  de  la  nieme  suite  ont  pour  rang 

2'—2  -+-  I  ±  2"-' 

et  pour  valeur 

/  fP\n+l  /  /7VI+I 

(l+\>>  —    yl  —  V5i 

5°  Le  terme  delà  ?i'emL'  suite,  dont  le  rang  est 

2"~2+  I  ±  [2n-3—  2"-"  -+-  2"-''.  .  . —  l)/,2"-/'], 

est  égal,  en  supposant  p>  2,  à 

d  +  ^-^'-d-^r1 

6°  Le  terme  de  la  nième  suite  dont  le  rang  est 

2/i-2_|_  ,  -f-  r2»-ï —  2»-S-f-  2"-4  —  .  .  .  ■-,-  (—  l)^2"-/'] 

est  égal,  en  supposant  /?>  3,  à 

(I.i_v/5y-'_i-f1_x/5y- 

2^-1 

(')  foj>  le  Mémoire  tle  M.  Halphen  dans  le  précédent  volume,  p.  170. 
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y0  Enfin  nous  rappellerons  cette  intéressante  propriété  signalée 
par  M.  Halphen  :  la  nlèmc  suite  et  chacune  des  suivantes  contien- 
nent le  nombre  n  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'entiers  inférieurs  et 
premiers  à  n. 

On  généralise  les  résultats  précédents,  en  remplaçant  la  pre- 
mière suite  i,  i  par  deux  nombres  quelconques  a  et  Z>,  et  en  fai- 
sant l'intercalation  convenue. 


Sur  les  sommes  des  diviseurs  des  nombres  entiers  et  les  décompo- 
sitions en  deux  carrés;  par  M.  Halphen. 

Séance  du  9  janvier   1878.) 

Dans  le  tome  précédent  du  Bulletin,  j'ai  donné  une  formule  ré- 
currente concernant  les  sommes  des  diviseurs  des  nombres,  formule 
analogue  à  celle  d'Euler.  En  voici  une  nouvelle,  qui  ne  concerne 
que  les  sommes  de  certains  diviseurs. 

Soient  x  un  nombre  entier  positif  et  S  [x)  la  somme  des  divi- 
seurs positifs  de  x,  dont  les  quotients  par  x  sont  impairs  ;  la  fonc- 
tion numérique  $hc)  vérifie  la  relation  récurrente 

(1)    S(^)  =  2[S(a:  —  1)  —  §{x  —  4)  +  S(x-9)...±S(^-rc2)...]. 

Le  second  membre  doit  être  prolongé  jusqu'au  dernier  nombre 
positif  (x  —  ra2),  et,  six  est  un  carré,  S(o)  doit  être  remplacé 
par  \x. 

La  démonstration,  calquée  sur  celle  qu'Euler  adonnée  de  sa  cé- 
lèbre formule,  se  déduit  de  l'identité  suivante  : 

1  —  q    Ii  —  q--     1  —  <73  .  .  . 

—  1  —  2  q  -+-  1  q(  —  2  q9  -4-  .... 


q)[i  +  q2)  >«  +  73: 


La  formule  (1)  présente  cette  circonstance  curieuse  qu'on  en  peut 
aisément  déduire  la  théorie  de  la  décomposition  des  nom  lires  en- 
tiers en  sommes  de  deux  carrés.  C'est  ce  que  je  vais  montrer. 

Dès  que  x  n'est  pas  un  carre'-  impair,  S(x)  est  pair,  comme  on  le 
voit  soit  directement,  soit  par  la  formule  (1). 


-   1-20  — 

Si  x  n'est  pas  un  carré  et  qu'aucun  nombre  [x  —  n-  )  ne  soit  lui- 
même  un  carré,  la  formule  (  i  )  fait  voir  que  S  (x)  est  divisible  par  4- 
Ainsi  S(x)  est  divisible  par  4  toutes  les  fois  que  x  n'est  pas  la 
somme  de  deux  carrés. 

Je  suppose  x  premier.  Alors  Six)  est  égal  à  (x  -f-  i  ).  Si  x  n'est 
pas  la  somme  de  deux  carrés,  j'en  conclus  que  x  est  de  la  forme 
\m  —  i,  puisque  {x -f-  i)  doit  être  divisible  par  4-  Donc,  tout 
nombre  premier  qui  n'est  pas  la  somme  de  deux  carrés  est  de 
la  forme  /\m  —  i . 

En  conséquence,  tout  nombre  premier  4  m  -h  i  est  la  somme  de 
deux  carrés. 


^\ote  sur  les  développements  des  puissances  de  certaines  Jonctions; 
par  M.  Désiré  André. 

(Séance  du  19  décembre  1877. 

Considérons  une  fonction  <p(x)   satisfaisant  à  l'équation   diffé- 
rentielle 

y  c  p. = ». 

_<,      dx 

dont  le  premier  membre  est  celui  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n 
à  coefficients  constants,  et  au  second  membre  de  laquelle  4>  repré- 
sente un  polynôme  quelconque,  entier  par  rapport  à  la  fonction  ç, 
à  la  variable  x,  à  l'indéterminée  A",  et  à  des  exponentielles  de  la 
forme  emx . 

:\ous  avons  démontré  récemment  (  *  )  que  si  l'on  pose,  d'une  part, 

y[x)  =  \  vtk', 

o 

et  de  l'autre 


('  )  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  29  octobre  187" 
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vt  est  un  polynôme  entier  par  rapport  à  la  variable  x  et  a  des 
exponentielles  de  la  forme  e'"r,  et  que0r,  n  regardé  comme  fonction 
de  /'  seulement,  l'indice  t  étant  supposé  constant,  constitue  le 
terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite. 

L'objet  de  la  présente  Note  est  de  faire  remarquer  un  fait  presque 
évident,  à  savoir  que  ces  deux  résultats  s'étendent  aux  développe- 
ments d'une  puissance  quelconque,  d'exposant  entier  et  positif,  de 
la  fonction  cp  (x),  c'est-à-dire  de  faire  remarquer,  si  l'on  pose,  d'une 
part, 

o 

et,  de  l'autre, 

que  vf  est,  comme  v0  un  polynôme  entier  par  rapport  à  la  va- 
riable x  et  a  des  exponentielles  de  la  forme  emjr,  et  que  B\P},  regardé 
comme  fonction  de  r  seulement,  constitue,  de  même  que  0,.jO  le 
terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite. 


Sur  l'intégration  de  l'équation  y  -—^  —  3  ("T-  )   =  6fi<v)->fctanf 
un  polynôme  du  second  degré;  par  M.  Laglerre. 

(Séance  du  19  décembre  1877.) 

1 .   Etant  donnée  l'équation  du  second  ordre 

où  y  désigne  un  polynôme  du  second  degré  en  .r,  on  sait  que  cette 
équation  admet  comme  solutions  une  infinité  de  polynômes  entiers 
du  troisième  degré,  à  savoir  tous  les  polynômes  du  troisième  degré 
dont  le  liessien  est  égal  k  f(x).  Je  me  propose  dans  la  Note  sui- 
vante de  trouver  son  intégrale  générale. 

A  cet  effet,  je  remarque  qu'en   posant  -~  =  )  ',   l'équation  (1) 
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peut  être  remplacée  par  le  système  d'équations  simultanées  du  pre- 
mier ordre 

,   .                           dx           (h-                         dr' 
W  -=i  =  -TT-  = =3-^1 Iï« 

dont  le  dernier  multiplicateur  est  égal  à  l'unité,  puisque  l'on  a 

Des  principes  établis  par  Jacobi,  il  résulte  qu'il  suffit,  pour  inté- 
grer complètement  l'équation  (i),  d'en  trouver  une  intégrale  du 
premier  ordre  renfermant  une  constante  arbitraire. 

Pour  l'obtenir,  je  prends  successivement  les  trois  premières  dé- 
rivées de  l'équation 

(3)  rr-|r"=6/, 

à  savoir 

4)  yf  -ir'r"-6/'. 

(5)  yf*+\y'yu-^y"1  =  sf", 

yy  —  3  y  y  =». 

La  dernière  équation  s'intègre  immédiatement,  et  donne,  en  dési- 
gnant par  a  une  constante  arbitraire, 

(6)  y"=36x)r\ 

Eliminant  y",  i  '"'  ety"  entre  les  équations  (3),  (4).  (5)  et  (6), 
on  obtient  l'intégrale  du  premier  ordre 

(:)  /7''-3/Vr'+f/V+9/'=9«rl; 

d'où  l'on  déduit,  en  posant 

/=Ax!^-Bx-C    et    A  =  B'-4AC—  /'»  —  zff, 


8  y'  -  3^r  +  ^A>2 ~  4/'  +  4 g-r' ^ : 
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d'où 

2.   Je  remarque  maintenant  que,  d'après  la  théorie  due  à  Jacobi, 
le  facteur  qui  rend  une  différentielle  exacte  le  premier  membre  de 

l'équation 

—1  _  ± 

(9)  T  3y'dx  —  y  3dy  =  o 

1  P 

est  —r-  •>  ou,  a  uniacteur  numérique  près, 

dV 

3  r3  r3 


y  VV-4/3-4«/73 

En  multipliant   l'équation  (9)  par  ce  facteur  intégrant  et   en 
remplaçant  y'  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (8),  il  viendra 

3  dx  "Sf'ydx  —  ifdy 


2  f       if\l\f-^p-Wy 


=  o. 


— ~                              3    — - 
Posons  y  =  z    2 .  d'où  dy  = z    *  dz\  en  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'expression  précédente,  il  viendra,  après  avoir  supprimé 

3 
le  facteur  -•> 
1 

dx  f  zdx  -+-  fdz  _ 

ou  encore,  en  posant  fz  =  u  et,  par  suite,  y  =  (  -  ]    ? 

.     ,  f/^r  du 

(10)  — -  H =0. 

.7  u  \J  A  -r-  4  a  «  —  "3 

L'équation  (1)  s'intègre  donc  complètement  au  moyen  des  fonc- 
tions elliptiques  et  cette  intégrale  est,  en  désignant  par  a  et  jS  deux 
constantes  arbitraires, 


19*  f: 


du 


v/A  -+-  4aM  —  "3 
_  2 

où  /<  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  f-y 
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3.  Comme  je  l'ai  fait  observer  au  début  de  cette  jNote,  l'équa- 
tion (i)  admet  comme  solutions  une  infinité  de  polynômes  entiers j 
en  considérant  l'intégrale  intermédiaire  (9),  on  voit  immédiate- 
ment que,  pour  ces  solutions,  a  doit  être  nul,  et  il  est  facile  de  voir, 
en  effet,  que,  dans  ce  cas,  l'équation  (10)  s'intègre  algébriquement. 

Pour  l'une  quelconque  de  ces  solutions,  on  a  ainsi 

/>"-  3/'>T'  +  \  fY  +  9/'  =  o, 

ou  encore,  en  multipliant  le  premier  membre  par  4  /~et  en  décom- 
posant ses  premiers  termes  en  la  somme  de  deux  carrés, 

(2/y  -  3f  r)«  +  9K/T-  ïDf^  36/3  =  o. 

Pour  employer  les  notations  habituelles,  si  nous  posonsi/*=  H, 
>  =  U  et  if  y' —  Sf'y  =  3  J,  il  viendra 

J'—  AU2+4H3=o. 

C'est  la  relation  bien  connue  qui  existe  entre  les  covariants  d'une 
forme  cubique. 


Sur  la  recherche  du  facteur  d'intègrahilité  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre;  par  M.  Lagcerre. 

(Séance  du  9  janvier  1878.) 

1.  Soit  à  intégrer  l'équation  du  premier  ordre  dy — j'dx  =  o, 
oixy'  est  déterminé  par  l'équation 

(1)  V[x,y,y')  =  <z 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

JM  étant  le  multiplicateur  propre  à  rendre  dy  —  y'dx  une  diffé- 
rentielle exacte,  on  peut  supposer  que,  dans  son  expression,  on  ait 
remplacé  a.  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (1);  M  sera  donc  une 
fonction  de  .r,  y,  j  ',  telle  que 

M[dy—y'dx), 

soit  une  différentielle  exacte. 
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D'où  l'on  déduit  l'équation  de  condition 

dM       dM  dr'      dM     ,       /  ,  dM\  dy' 

S  +  Ty  Si  +  dj-  *  +  [M  +r  dj>)  k  =  °- 

L'équation  (i)  donne  d'ailleurs  les  relations 

dY       d\dy_  dY       dVdf_ 

dx       dy'  dx  dy       dy'  dy 

Tirons  de   ces  relations  les  valeurs  de-^-et-v-»  et  portons-les 

dx        df  L 

dans  l'équation  précédente,  il  viendra 

(TVdM_dVdM      ,(<wm_dv  dm        dv  _ 
dx  df'     dy  dx  +r  [df  dy     dy  df)  +    dy  ~  °* 

Cette  équation  doit  être  identiquement  satisfaite  quand  on  y  rem- 
place j  'par  sa  valeur  tirée  de  (i),  et,  comme  a  est  arbitraire,  elle 
doit  être  satisfaite  quel  que  soitj^'. 

Le  facteur  d'intégrabilité  M  est  donc  déterminé  par  l'équation 
aux  différences  partielles  (2),  où  .r,  y  et  y'  doivent  être  considé- 
rées comme  trois  variables  indépendantes. 

Il  suffît  de  trouver  une  solution  particulière  quelconque  de  cette 
équation  et  de  remplacer,  dans  cette  solution,  y'  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  (1). 

Quant  à  la  solution  générale  de  l'équation  (2),  il  est  évident 
qu'elle  se  ramène  à  la  solution  de  l'équation  (1)  elle-même. 

2.   Proposons-nous  maintenant  le  problème  suivant  : 
Trouver  toutes  les  fonctions  V(.r, y, y')  telles  que,  y'  étant  dé- 
terminée parla  relation  (1),  V(.r,  j',  y')  =  a,  l'équation 

df  —  y  dx  =  o 

admette  comme  facteur  d'intégrabilité  une  fonction  donnée  M  de 
x,yety'~ 

Si,  dans  l'équation  (2),  on  regarde  V  comme  la  fonction  inconnue, 
on  voit  immédiatement  que  l'intégration  de  cette  équation  dépend 
de  l'intégration  du  système  suivant  d'équations  aux  différentielles 
ordinaires  du  premier  ordre  : 

f„  dx  _         dy         _  df' 

d\\  "    ,         ,  d\\  ~         (d\\         ,  d\\ 
\\  +y  -r-l       —    -, h  y'  — 

df'  "      df  \<lx  df 
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on  a  identiquement 

dxdy1  +  dy\ Y    dy')       dy'\dx+r    dy 

Le  dernier  multiplicateur  du  système  d'équations    (3)    est   donc 
l'unité. 

Supposons  que  nous  ayons  trouvé  une  solution  \  (.r,  y,  y')  =  a 
du  problème  proposé,  d'après  les  principes  donnés  par  Jacobi,  on 
obtiendra  une  seconde  solution  du  système  (3),  en  posant 


3 


r±[(«^?)*-?*h* 


y'  étant  remplacé  sous  le  signe  somme  par  sa  valeur  déduite  de  (i) 
et  fi  désignant  une  constante }  non-seulement  la  quantité  sous  le 
signe  somme  sera  une  différentielle  exacte,  comme  on  le  sait  par 
les  propositions  dues  à  Jacobi,  mais  encore  l'intégration  pourra 
toujours  s'effectuer  effectivement. 

La  solution  la  plus  générale  du  problème  est  ainsi  donnée  par  la 
relation  suivante,  où  F  désigne  une  fonction  arbitraire, 

(4)  F  a,  (3)  =  const., 

où  a  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  déduite  de  (i)  ;  et  l'équation 
dy  — j  ' dx  —  o,  où  la  valeur  de  y'  est  fournie  par  l'équation  (4), 
admet  comme  facteur  d'intégrabilité  l'expression  M(x,  y^y')-,  où  y  ' 
doit  être  remplacé  par  sa  valeur  déduite  de  (4). 

3.   Soit  f(x,  y,  a)  une  fonction  quelconque  de  x,  y  et  d'une  con- 
stante arbitraire  a;  en  posant 

dx       -*     dy 

l'équation  d}  — ■)  ' dx  —  o  admet  évidemment  comme  facteur  d'in- 
tégrabilité l'expression 

M  =  *(«)P(/)^, 

quelles  que  soient  les  fonctions  4*  et  F. 

Je  suppose  que,  dans  cette  expression,  on  ait  remplacé  y.  par  sa 
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valeur  tirée  de  l'équation   (5),  et  je  nie  propose  de  trouver  toutes 
les  équations  qui  admettent  M  comme  facteur  d'intégrabilité. 

Pour  cela,  on  a  à  intégrer  le  système  d'équation  (3)  dont  une 
première  intégrale  est  donnée  par  l'équation  (5),  où  a  désigne  une 
constante  arbitraire 5  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  une  seconde 
intégrale  sera  donnée  par  l'équation  (3)',  qui  devient  alors 


f'^TYnT         ,rAr    d*\   1  dU   àa.    7  1 


p» 


ou  encore 


/  -j-  M  -h  y'  -—  -j-,  )  dx  —  -T-  d)  =  £. 


On  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (4), 

df    d\f        df    d\f 


dy'    _  dx  dtxdy       dy  decdx 

dx  "  (df 


dy' 

En  substituant  cette  valeur  de  — —  dans  l'expression  précédente 


dy. 


et  intégrant,  il  vient 

AVI  f) 

d  y. 


*(«)F'(/)^'+*'(«)F(/)  =  P; 


d'où  cette  conclusion  : 

Quelles  que  soient  les  fondions  (t>,  0  et  F,  le  facteur  d'intégra- 
bilité de  l  équation 

dy  —  y'  dx  =  o, 

où  7  '  est  déterminé  par  la  relation 

(6)  $WF'(/)|  +  $'(«)F(/)+0W  =  «. 

relation  dans  laquelle  a.  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  déduite 
de  l'équation  (5),  est 

a.  étant,  dans  cette  expression,  remplacé  par  sa  valeur   tirée  de 
l'équation  (6). 
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4.  La  proposition  précédente  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

En  désignant  par  0,  Mr"  et  0  des  fonctions  arbitraires,  on  peut 
toujours  ramener  aux  quadratures  l'intégration  de  l'équation 

(7)  *(«W)§£+Y(«)F(/)  +  9(«)=o, 

cf.  étant  déterminé  par  l'équation 

df^   ,,<Jl  =  0 
dx      J    dy 

En  effet,  si  4>  n'est  pas  identiquement  nul,  on  pourra  facilement 
ramener  l'équation  précédente  à  la  forme  de  l'équation  (6). 

Si  4>  =  o,  l'équation  peut  se  ramener  à  la  forme  /=  g  (a),  a  étant 
remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  (6)  et  son  intégrale  est,  comme  l'a 

remarqué  Lagrange, 

f  x,y,  cl   =  o  {«), 

cf.  désignant  une  constante  arbitraire. 

5.  Je  ferai  remarquer  encore  que,  l'équation  (6)  ne  détermi- 
nant /"qu'à  une  constante  arbitraire  près,  on  peut,  dans  cette  équa- 
tion, remplacer  f  par  j  -h  u  («),  f*  désignant  une  fonction  arbi- 
traire de  c. 

On  sait  donc,  quelles  que  soient  les  fonctions  4>,  M1,  0,  u  ?t  f\ 
intégrer  V équation 

*(«) !»[/+ ,1  (a)]  [^ +  ,*'(«)] 

-f-  ¥  (a)  F  [f-\-  y.  x"}  -f-  0  (a;  =  o, 
où  a  rfoz't  eï/'<?  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

df         ,  df 

ùx      ^    <// 

6.  Soit,  pour  prendre  l'exemple  le  plus  simple,  f=y  —  &Xj  on 
en  déduit  j  '  =  ce.  » 

D'où  il  suit  que  l'équation 

dy  —  y'dx  =  o, 
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oùj'  est  déterminée  par  l'équation 


—  *$(j') F j>—*j' -4- ©(/)]  + ©(/')=  o, 

a  pour  facteur  d'intégrabilité,  quelles  que  soient  les  fonctions  <£,  F, 
0  et  ©,  l'expression 

M  =  *(r')P'|>-*r'  +  ç{r')], 

où  y'  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  la   relation  (8). 
Faisons,  par  exemple, 

<p(*)=o,     $(*)  =  i,     F(*)  =  —  f5     et     @(/)  =  /2, 

on  aura 

*•''  —  ?.x2f'+  ?.  xy  =  o  ; 

d'où  l'équation  différentielle 

rfy  —  (a:2-!-  y/x1  —  ixy)dx  =  o, 

dont  un  facteur  d'intégrabilité  sera 


y  —  x3  —  x  \jxk  —  ixy. 
Effectivement,  on  a 

(y  —  x3  —  x  \Jx*  —  ixy)  [dy  —  (xs-^-  six* —  2xy)]dx 
~  (y—  x*  —  x  \]x "  —  2 xy )  dy 

—  [3yx2  —  xs+  (y —  i x3)  \jx*  —  2xy\  dx, 

expression  qui,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  est  une  différen- 
tielle exacte. 


Sur  certains  réseaux  singuliers  formés  par  des  courbes  planes  : 
par  M.  Laglerrk. 

(Séance  du  iG  avril  1 8y3.) 

1.  Dans  tout  ce  qui  suit,  je  considérerai  z,  £  et  les  quantités  ana- 
logues comme  des  quantités  égales  à  l'unité  et  introduites  seule- 
ment pour  rendre  les  formules  homogènes. 

vi.  9 


-   130  - 

Cela  posé.  A,  B  et  C  désignant  trois  polynômes  du  nieme  degré 
par  rapport  à  x  et  y  et  liés  par  la  relation 

(i)  Ax  -t-  Iî  r  4-  Cz  =  o, 

on  voit  qu'en  faisant  varier  £  et  yj,  l'équation 

(a)  A;^-B-/;  H-CÇ=o 

représente  une  infinité  de  courbes  du  /zieme  degré.  Ces  courbes  for- 
ment un  réseau,  et  l'on  pourra  généralement,  par  deux  points,  pris 
arbitrairement  dans  le  plan,  faire  passer  une  courbe  appartenant  à 
ce  réseau. 

Une  telle  courbe  est  déterminée  par  les  valeurs  particulières  que 
l'on  donne  à  £,■/;,  Ç;  il  est  clair  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (i), 
que  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  £,  w,  Ç,  appartient  à  cette 
courbe;  je  dirai  que  le  point  M  est  son  point  principal. 

Une  courbe  du  réseau  singulier  (2)  est  évidemment  déterminée 
par  son  point  principal. 

2.  Toutes  les  courbes  du  réseau  ont  en  commun  tous  les  points 
•communs  aux  courbes  A  ==  o,  B  =  o  et  C  —  o. 

Pour  déterminer  le  nombre  de  ces  points,  je  remarque  que,  si  l'on 
désigne  respectivement  par  P  et  par  Q  l'ensemble  des  termes  du 
degré  «,  par  rapport  à  x  et  jv,  dans  A  et  B,  on  a  identiquement,  en 
vertu  de  la  relation  (1), 

Vx  -4-  Qj  =  o. 

On  a  donc,  U  désignant  un  polynôme  homogène  et  du  degré  [n  —  1  ) 
par  rapport  a  x  et  r 

(3)  P  =  Uj     et     Q  =  —  Vx. 

Cela  posé,  les  courbes  A  =  o  et  B  =  o  se  coupent  en  ir  points 
qui,  en  vertu  de  (1),  se  trouvent  sur  la  courbe  Gz  =  o;  des  rela- 
tions (3)  il  résulte,  d'ailleurs,  que  [n  —  1)  de  ces  points  d'inter- 
section se  trouvent  sur  la  droite  de  l'infini  z  =  o  ;  les  [n~ —  n  -\-  i) 
autres  points  d'intersection  se  trouvent  donc  à  la  fois  sur  les  trois 
courbes  A  =  o,  B  =  o  et  C  =  o. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Toutes  les  courbes  du  réseau  pussent  par  \tr  —  ra-f-i)  points  fixes. 
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Je  dirai  que  ers  points  sont  les  pivots  du  réseau. 

3.  En  vertu  des  équations  (i)  et  (2),  on  voit  que  l'équation  d'une 
quelconque  des  courbes  du  réseau  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A [x  —  \ )  4-  B(r  —  m  )  =  o, 

£  et  r,  étant  les  coordonnées  de  son  point  principal. 

Soit 

A  x—1'    +B    r  —  r/    :^o 

une  autre  courbe  du  réseau  ayant  pour  point  principal  (£',  73'); 
si  A  et  B  ne  sont  pas  nuls  en  môme  temps,  pour  tout  point  com- 
mun aux  deux  courbes,  on  aura 

Y  —  r,        r  —  r' 


X  —  \  X  —  c 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Indépendamment  des  {ir  —  n  +  i)  points  qui  Lear  sont  com- 
muns, deux  courbes  quelconques  du  réseau  se  coupent  en  [n  —  1) 
autres  points  qui  sont  situés  sur  une  même  droite.  Le  ?iieme  point 
où  cette  droite  rencontre  l'une  quelconque  des  courbes  est  le  point 
principal  de  cette  courbe. 

4.  De  là  se  déduisent  immédiatement  quelques  corollaires  dont 
la  démonstration  est  immédiate  et  qu'il  suffit  d'énoncer  : 

i°  Si  deux  courbes  du  réseau  se  coupent  en  («  —  1)  points  dis- 
tincts des  pivots,  on  peut  par  ces  \n  —  1)  points  faire  passer  une 
infinité  de  courbes  du  réseau;  les  points  principaux  de  ces  courbes 
sont  situés  sur  la  droite  contenant  les  in  —  1  1  points  d'intersection. 

20  Etant  donnée  une  courbe  quelconque  du  réseau  ayant  pour 
point  principal  le  point  M  et  riant  pris  arbitrairement  dans  le 
plan  le  point  P,  si  l'on  mène  PM,  cette  droite  rencontre  la  courbe 
en  \n  —  1)  points  distincts  du  point  AI;  ces  [n — -i  points  et  le 
point  P  sont  situes  sur  une  combe  du  roseau  aj  au/  pour  point 
principal  le  point  P. 

5.  Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  encore  s'énoncer  ainsi  : 
Etant  donnée  une  droite  dans  le  plan,  les  courbes  du  réseau,  qui 
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ont  pour  points  principaux  les  différents  points  de  la  droite,  ont  en 
commun  (n —  i)  points  situés  sur  cette  droite;  je  les  appellerai, 
pour  abréger,  les  points  centraux  de  la  droite. 

Cela  posé,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  une  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe,  le  lieu  de  ses 
points  centraux  est  la  courbe  du  réseau  aj  ont  ce  point  fixe  pour 
point  principal . 

6.  Etant  pris  un  point  quelconque  M  dans  le  plan,  imaginons  la 
courbe  du  faisceau  ayant  pour  point  principal  le  point  M  et  menons 
par  ce  point  les  tangentes  à  la  courbe  dont  le  point  de  contact  est 
distinct  de  M. 

Je  dis  que  ces  droites  sont  tangentes  à  une  même  courbe  K. 
En  effet,  MA  étant  l'une  de  ces  tangentes  et  A  le  point  où  elle 
touclie  la  courbe,  si  l'on  désigne  par  M,  un  point  quelconque 
de  la  droite  MA  :  la  courbe  du  réseau  avant  M,  pour  point  prin- 
cipal passe  par  les  n  —  i)  points  distincts  de  M  où  la  première 
courbe  coupe  MA  :  elle  rencontre  donc  MA  en  deux  points  confon- 
dus en  A,  et  lui  est  tangente  en  ce  point.  Les  deux  faisceaux  de 
droite  émanant  du  point  M  et  du  point  M,  ont  donc  la  droite  MA 
en  commun  et  la  proposition  est  démontrée. 

On  peut,  d'ailleurs,  du  point  M,  mener  à  la  courbe  du  réseau  qui 
a  M  pour  point  principal  [n* —  n  —  2)  tangentes  avant  un  point  de 
contact  distinct  de  M. 

D'où  le  théorème  suivant  : 

Si,  de  chaque  point  _M  du  plan,  on  mène  à  la  courbe  du  réseau 
aj  ant  ce  point  pour  point  principal  les  tangentes  dont  le  point  de 
contact  est  distinct  de  M,  toutes  ces  droites  enveloppent  une  même 
courbe  K,  qui  est  de  la  classe   /r —  //  —  2  . 

7.  Supposons  le  point  M  choisi  de  telle  sorte  que  la  courbe  du 
réseau,  qui  a  M  pour  point  principal,  possède  un  point  double  : 
deux  des  tangentes  issues  du  point  M  coïncideront,  d'où  il  suit  que 
le  point  M  est  situé  sur  K. 

U'où  cette  conclusion  : 

La  courbe  K  est  le  lieu  des  points  principaux  des  courbes  du 
réseau  qui  possèdent  un  point  double. 
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dx 

■+■  '0 

4- 

=  o, 

,  dk 

*4r 

-4-vj 

^/B 

-t- 

rfC 

=  o, 

;  dz 

—  /, 

r/B 

rfC 

=  °; 

Si  la  courbe  du  réseau  ayant  (j-,  /;)   pour  point  principal   a  un 
point  double,  on  a  simultanément  les  trois  équations 


4 


et  l'équation  de  la  courbe  K.  s'obtiendra  en  éliminant  .c,    )    et  3 
entre  ces  trois  relations. 

D'où  il  suit  que  : 

La  courbe  K  est  du  degré  3  (  n  —  i  ). 

8.  Des  considérations  qui  précèdent  résulte  encore  la  proposition 
suivante  : 

Si,  de  chaque  point  M  du  plan,  on  mène  à  la  courbe  du  réseau 
dont  ce  point  est  le  point  principal  les  tangentes  dont  le  point  de 
contact  est  distinct  de  M,  les  points  de  contact  de  toutes  ces  tan- 
gentes sont  situées  sur  une  même  courbe  H,  qui  est  aussi  le  lieu 
des  points  doubles  des  courbes  du  réseau. 

Il  est  facile  de  démontrer  analytiquement  l'identité  de  ces  deux 
lieux. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  l'équation  du  lieu  des  points  doubles  du 
réseau  s'obtient  en  éliminant  £,  r,.  Centre  les  équations  (4'i;  cette 
équation  est  donc 


ou  encore 


dk 
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dx 

dx 

dx 

dk 
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ou  encore,  puisque  l'on  a  identiquement  C=  —  A.r  —  1$)  , 


dk     dB 

dx     dx 

dk     dB 

dy     dy 
A        B         o 

D'autre  part,  soit 


=  \?  (l^  _  AB  (—  +  —  )  -a-  BJ  —  - 

dy  \dx        dy    ^        dx  ~ 


[5) 


A  (*  —  £  )  h-  B  [y 


Y))  =  0 


l'équation  de  la  courbe  du  réseau  ayant  pour  point  principal  le 
point  (£,  n) 5  l'équation  de  la  tangente  au  point  (jr,  y)  de  cette 
courbe  est 

„.       dB 


X—X)  [:' 


dk, 


dx 


(j 


] 


en  exprimant  que  cette  tangente  passe  par  le  point  (£,  •/)),  on  aura 
la  relation 

dk  , 


(£-#)Ah-(tj—  y)B- 


fdB       (JA 

\dx       dy 


n? 


o. 


Éliminant  (|  —  ,r)  et  (r,  —  y)  entre  cette  relation  et  la  rela- 
tion (5),  il  vient 

r/B  _        /dB       dk\  dk 

ce  qui  est  bien  l'équation  que  nous  avions  trouvée  pour  le  lieu  des 
points  doubles  du  réseau. 

La  proposition  que  j'avais  énoncée  est  donc  vérifiée,  et  l'on  voit 
en  outre  que  la  courbe  H  est  du  degré  3(/z  —  i). 

9.  Soient  deux  courbes  de  degré  n;  supposons  que  {n  —  i)  de 
leurs  ;z2  points  d'intersection  soient  situés  sur  une  même  ligne 
droite,  je  dis  que  leurs  (n- —  n -\- i)  autres  points  d'intersection 
sont  les  pivots  d'un  réseau  singulier  de  l'espèce  de  ceux  que  je 
viens  d'examiner. 
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En  effet,  la  propriété  dont  je  parle  étant  projective,  on  peut  sup- 
poser que  la  droite  qui  renferme  (n  —  i)  des  points  d'intersection 
est  la  droite  de  l'infini  et,  en  choisissant  convenablement  les  axes, 
on  voit  que  les  équations  des  deux  courbes  peuvent  se  mettre  res- 
pectivement sous  la  forme 

Pj-^Q  —  o     et     Px  —  Q'  =  o 

Q  et  Q'  désignant  des  polynômes  du  (n —  i)  degré  en  x  et  jy,  et  P  un 
polynôme  homogène  et  du  même  degré  par  rapport  à  ces  variables. 
De  là  résulte  immédiatement  que  l'équation 

UQ  +  Pr)  +  MQ'  -  p*)  -  ?(Q^  +  Q'r)  =  ° 

est  celle  d'un  réseau  singulier  ayant  pour  pivots  les  (n2  —  n  -+-  i  ) 
points  d'intersection  des  deux  courbes  données  qui  ne  sont  pas 
situés  à  l'infini. 

10.  De  là  résulte  encore  que  les  courbes  du  troisième  degré  : 
passant  par  sept  points  fixes  forment  un  réseau  singulier  du  troi- 
sième ordre. 

La  courbe  K  est  alors  de  la  quatrième  classe  et  du  sixième  degré  : 
c'est  donc  la  courbe  la  plus  générale  de  la  quatrième  classe.  Je  ne 
m'étendrai  pas  à  ce  sujet  ;  c'est,  en  effet,  des  propriétés  de  ce  ré- 
seau particulier  que  M.  Aronhold  a  déduit  la  solution  du  problème 
suivant  :  Construire  la  courbe  de  quatrième  classe  ayant  sept 
points  doubles  donnés  (ou,  pour  parler  plus  exactement,  du  pro- 
blème corrélatif,  construire  la  courbe  du  quatrième  degré  aj  mil 
pour  tangentes  doubles  sept  droites  données).  Je  renverrai  à  cet 
égard  au  Mémoire  de  l'illustre  géomètre  (  '). 

11.  On  sait  que,  généralement,  les  courbes  du  quatrième  ordre, 
qui  passent  par  treize  points  fixes,  ont  également  en  commun  trois 
autres  points  parfaitement  déterminés  et  forment  un  faisceau  (2). 

On  voit,  néanmoins,  par  ce  qui  précède,  que  si  deux  courbes  du 


(')  A.BONBOLD,   Ueber   den  gegenseitigen    Zusammenhang   der     i8   Doppeltangenten 
einer  allgemeinen  Curve  \ten  Grades.    {Monatsàericht  der  A    /'.  A   zu  Berlin,    r86{, 

:     Salmon,  Uighe,   plane  curves,   ■    édition,  p    i6 
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quatrième  ordre,  passant  par  treize  points  donnés,  se  coupent  en 
trois  autres  points  situés  en  ligne  droite,  les  courbes  qui  passent 
par  ces  treize  points  forment  un  faisceau  5  en  d'autres  termes,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  de  ces  courbes  par  ces  points  et  deux 
points  pris  arbitrairement  dans  le  plan. 

On  peut,  en  outre,  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si,  des  seize  points  d'intersection  de  deux  courbes  du  qua- 
trième ordre,  trois  sont  situés  en  ligne  droite,  deux  courbes  quel- 
conques du  même  ordre  passant  par  les  treize  autres  points  d'in- 
tersection se  rencontrent  en  trois  autres  points  qui  sont  également 
en  ligne  droite. 
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AI.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  Note  Sur  la  nécessité  d' aban- 
donner l  ancienne  théorie  de  la  sphère. 
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SÉANCE  DU   13   FÉVRIER    1878, 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DARBOUX. 

Communications  : 

M.  Lemonnier  :  Sur  des  Jonctions  analogues  à  celles  de  Sturm . 
M.  Laisant  :  Su/'  la  Géométrie  des  quinconces. 
M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  ?sote  Sur  les  solutions  singu- 
lières dans  la  Mécanique  des  systèmes  naturels. 


SÉANCE  DU  27   FÉVRIER   1878. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  LE  PRINCE  C.  DE  POLIGNAC. 

Communications  : 

M.  de  Polignac  :  Sur  la  représentation  graphique  de  la  réso- 
lution en  nombres  entiers  de  l'équation  indéterminée  du  premier 
degré. 

M.  Perrin  :  Sur  la  connexion  des  surfaces. 

M.  Halphen  :  Sur  la  Géométrie  des  quinconces  appliquée  aux 
suites  de  Farey . 


SÉANCE   DU   13  MARS   1878, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DARBOIÎX. 

Communications  : 

M.  Picquet  :  Sur  l'application  de  l  analyse  combinatoire  à  la 
théorie  des  déterminants. 

M.  André  (Désiré)  adresse  une  Note  Sur  les  séries  récurrentes. 

M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  ^Note  Sur  le  nombre  des  élé- 
ments de  la  surface  du  Soleil . 

M.  Fouret  :  Sur  les  points  fondamentaux  des  surfaces  définie-' 
par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  algê 
brique 
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SÉANCE  DU  27   MARS   1878, 

PRÉSIDENCE   DE   H.    DARBOUX. 

Communications  : 

M.  Rodet  :  Sur  un  Traité  de  calcul  égyptien. 

AI.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  ZSote  Sur  l'utilité  de  la  créa- 
tion d'une  bibliothèque  scientifique. 

Edouard  Lucas  :  Théorèmes  d' Arithmétique. 

AI.  Haton  de  la  Goupillière  :  Théorème  nouveau  de  Cinéma- 
tique générale. 


SÉANCE   DU  10  AVRIL  1878, 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DARBOUX. 

M.  André  (Désiré)  adresse  une  ^Note  Sur  le  développement  des 
fonctions  elliptiques  suivant  les  puissances  croissantes  du  module. 

M.  Lindemann  adresse  un  deuxième  Mémoire  Sur  une  repré- 
sentation géométrique  des  formes  binaires. 

M.  Léauté  adresse  une  ]\ote  Sur  un  théorème  relatif  au  dépla- 
cement d'une  figure  de  grarideur  invariable. 

AI.  Laporte  adresse  ij  exemplaires  d'une  ^Note  autograpliiée  Sur 
les  fonctions  connues. 

Communications  : 

AI.  C.  Jordan  :  Sur  les  covariants  des  formes  binaires. 

Al.  Laguerre  :  Sur  les  normales  aux  surfaces  du  second  ordre. 

M.  C.  de  Polignac  :  Sur  quelques  formules  relatives  à  la  théorie 
du  plus  grand  commun  diviseur. 

AI.  Halphen  :  Sur  les  formules  récurrentes  concernant  les  di- 
viseurs des  nombres. 
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Sur  u//  Manuel  du  calculateur  découvert  dans  un  papj  rus 
égyptien;  par  M.  L.  Rodet. 

(Séance  du  27  mars  1878.) 

M.  Eisenlohr,  professeur  de  langue  et  d'archéologie  égyptiennes 
à  l'Université  de  Heidelberg,  vient  de  publier  en.  fac-similé,  tra- 
duction et  commentaire,  un  très-ancien  papyrus  égyptien,  qui  n'est 
autre  chose  qu'un  Manuel  à  l'usage  d'un  calculateur.  Ce  qui  rend 
cet  ouvrage  très-précieux  pour  l'histoire  des  Mathématiques,  c'est 
que  les  calculs  qui  y  sont  faits  sont  exécutés  tout  au  long,  ce  qui 
permet  de  se  rendre  compte  de  la  façon  dont  les  Egyptiens  s'y 
prenaient  pour  effectuer  les  diverses  opérations  de  l'Arithmétique, 
ou  plutôt,  comme  disaient  les  Grecs,  de  la  Logistique.  Il  est  regret- 
table qu'on  ne  puisse  pas,  du  moins  pour  le  moment,  lui  assigner 
une  date  précise.  Tout  ce  qu'on  peut  dire  à  ce  sujet,  c'est  qu'il  est 
certainement  antérieur  à  la  conquête  grecque  (332  ans  avant  notre 
ère),  probablement  même  à  celle  de  Cambyse  (537).  D'après  ses 
caractères  paléographiques,  M.  Eisenlohr  pense  qu'on  pourrait  le 
faire  remonter  jusqu'au  xvc  et  même  auxvie  siècle;  mais  cette  con- 
clusion n'est  pas  absolument  certaine. 

L'auteur  sait  effectuer  sur  les  nombres  entiers  l'addition,  si  com- 
pliquée qu'elle  soit;  la  soustraction,  au  moins  lorsque  le  nombre  à 
soustraire  a  tous  ses  chiffres,  comme  nous  dirions  aujourd'hui,  plus 
petits  que  les  chiffres  de  même  ordre  du  nombre  dont  on  soustrait  ; 
en  fait  de  multiplication,  il  ne  sait  que  doubler  un  nombre;  pour 
effectuer  un  produit  par  i3,  il  prend,  par  exemple  : 

Le  nombre  simple \a 

Son  double 2a 

Son  quadruple 4# 

Son  octuple Sa 

et,  ajoutant  le  simple,  le  quadruple  et  l'octuple,  il  obtient  le  pro- 
duit i3<7.  Il  ignore  absolument  ce  que  peut  être  la  division,  quoi 
qu'on  en  puisse  croire  en  se  fiant  à  la  traduction  de  M.  Eisenlohr. 
L'expression  que  le  savant  égyptologue  a  traduite  par  :  divise  a 
par  b  doit  être  rendue  <l  une  toul  autre  façon,  que  j'expliquerai 
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tout  à  l'heure  en  partant  des  fractions.  Pour  obtenir  le  quotient  de 
a  par  Z>,  il  multiplie  b  jusqu'à  ce  qu'il  obtienne  a,  on,  plus  mot  à 
mot,  il  fait  croître  h  pour  trouver  a. 

Comme  tous  les  anciens,  notre  calculateur  fait  un  très-grand 
usage  des  fractions  ;  seulement,  pour  lui,  il  ne  peut  exister  d'autres 
fractions  que  celles  qui  ont  pour  numérateur  l'unité,  et  quand  un 
calcul  le  conduit  à  une  autre  expression  fractionnaire,  il  la  réduit 
en  une  somme  de  ce  que  les  anciens  appelaient  des  fractions 
simples.  On  sait,  en  effet,  que  cette  manière  de  voir  s'était  per- 
pétuée dans  l'école  grecque  et  chez  les  Arabes,  chez  ces  derniers 
même  avec  une  restriction  tenant  aux  habitudes  de  la  langue,  et 
sur  laquelle  je  vais  revenir. 

On  rencontre  dans  le  papyrus  dont  nous  parlons  des  signes  spé- 
ciaux pour  les  fractions  |,  -^  -j  et  \\  toutes  les  autres  se  représen- 
tent par  le  dénominateur  surmonté  d'un  point.  La  première  de 
toutes  les  fractions  est  pour  notre  auteur  ~.  On  sait  que  Héron  le 
Jeune  admettait  aussi  cette  fraction  comme  une  fraction  simple,  et 
la  représentait  par  un  signe  que  M.  Hultsch,  dans  son  édition  du 
géomètre  alexandrin,  représente  par  w". 

En  ce  qui  concerne  la  manière  dont  les  Egvptiens  pratiquaient 
le  calcul  des  fractions,  un  exemple  en  dira  plus,  et  plus  vite, 
que  toute  considération  que  je  pourrais  présenter.  Je  choisis  pour 
cela  le  problème  n°  36  de  M.  Eisenlohr,  en  avertissant  le  lecteur 
que  : 

i°  J'emprunte  l'explication  des  différentes  opérations  aux  autres 
problèmes  analogues,  l'auteur  ou  le  copiste  les  ayant  omises  dans 
celui-ci; 

2°  Pour  tout  ce  qui  est  traduisible,  énoncé  ou  explication  des 
opérations,  je  refais  la  traduction,  non  d'après  la  version  allemande, 
mais  d'après  le  texte  égyptien  lui-même. 

3°  Je  marque,  comme  dans  l'original,  d'un  trait  oblique  les  ré- 
sultats partiels  qui  doivent  être  additionnés  pour  obtenir  le  total, 
les  autres  nombres  n'étant  que  des  intermédiaires  dont  notre  Egyp- 
tien ne  savait  se  passer. 

\°  30.  Je  verse  trois  fois  [mon  ruse)  dans  un  boisseau;  j'ajoute 
j  et  y  de  mon  vase  ;  je  remplis .  Quelle  est  la  quantité  en  ques- 
tion ? 
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Si  l'on  te  dit  cela,  fais  comme  ceci  : 


» 
60) 

(10) 

(6) 


Total.  3 


Exprime  3o  enlre  106, 
c'est-à-dire  cherche 
quellefractionde  106 
vaut  3o. 


La  quantité  est  donc  |  ~  -~  — -. 


Preuve 


10G 

2 

53 

j         L 

26 

/      777 

1 

/        77 

/      777 

Total. 

2 
1 

2 
1  - 

ij  lili 


12  1  5  a  3  18 


Ici  l'auteur  réduit  les  petites  fractions,  mais  les  petites  seule- 
ment, au  dénominateur  commun  1060,  afin  d'en  faire  plus  facile- 
ment la  somme 


5  3  10  6  2  12 

20  10  5 

1          1  1  1           1 

.10  3  1*  7  9  i  5  3               I  11  6 

35|  3-  \\  20       10 

1  _j _j  i_ 

12  I  5  a  3  18  1-6 

88t  6^  34  14 


50 


5  3  6  1  diiu 

2         1 


35 

70 

100 

G0 


Total 


205  = 


et,  reprenant  les  grosses  fractions,  qu'il  a  laissées  de  côté,  avec  ces 
■■-  -'-  qu'il  vient  de  trouver, 

\    53o 

7     265 

:    265 


Total 


1 060 


<)n  voit,  par  cet  exemple,  que  : 

1"   Notre  calculateur  savait  (pi  en  multipliant  le  dénominateur 
d  une  fraction  par  un  nombre li\  ise  la  fraction  par  ce  nombre*, 
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2°  En  multipliant  les  deux  tonnes  par  un  même  nombre,  on  n'en 
change  pas  la  valeur; 

3°  Ou  les  peut  réduire,  pour  en  faire  la  somme,  à  un  dénomi- 
nateur commun.  Seulement,  pour  lui,  il  n'était  pas  nécessaire  que 
ce  dénominateur  commun  rendit  tous  les  numérateurs  entiers  -, 

4°  Quant  aux  fractions  J-,  £,  -j,  j,  voire  même  ^,  |,  il  les  ajoute 
fort  bien  sans  les  réduire  au  préalable  à  un  dénominateur  commun  ; 

5°  Il  ne  fait  usage  que  de  fractions  ayant  pour  uumérateur 
l'unité;  aussi,  dans  la  dernière  ligne  de  sa  preuve,  remplace-t-il 

5  3    lJdl      3  o  J     3  I  s  »     ;  a  i  - 

On  peut  encore  déduire  d'autres  exemples  les  règles  suivantes  : 
6°  Pour  prendre  une  certaine  fraction  d'un  nombre  (entier  ou 
fractionnaire),  il  procède  autant  que   possible   par  dimidiation, 
comme  il  procède  par  duplication  pour  prendre  les  multiples. 

7°  Quand  3  doit  entrer  au  dénominateur  de  la  fraction  du  nombre 
qu'il  veut  avoir,  il  commence  par  prendre  les  |  avant  de  prendre 
le  -.  Pour  faciliter  cette  opération,  lorsque  le  nombre  donné  est 
fractionnaire,  une  table  spéciale  (  n°  61  )  indique  la  façon  dont  on 
peut  prendre  les  {  d'une  fraction. 

Je  terminerai  cette  Notice  par  une  Table  des  matières  traitées 
dans  le  papvrus  en  question,  en  faisant,  à  mesure  que  l'occasion 
s'en  présentera,  les  observations  qui  me  paraîtront  utiles. 

Chapitre  Ier.  —  Bèduction  des  fractions  ayant  i  pour  numé- 
rateur, et  pour  dénominateur  un  nombre  impair,  en  une  somme 
de  fractions  à  numérateur  i . 

Cette  opération  est  énoncée  en  ces  termes  (d'après  l'égyptien,  et 
non  d'après  l'allemand)  :  «  Exprime  i  entre  i3  »  par  exemple, 
ce  qui  rappelle  l'expression  analogue  des  Arabes  et  des  Juifs  : 
2  parties  de  i3  parties  dans  V unité,  chose  que  les  Arabes  appel- 
lent une  expression  inarticulable,  et  l'auteur  juif  Aben-Ezra  une 
fraction  (/ue  l'homme  ne  saurait  prononcer.  ^  oilà  pourquoi  l'au- 
teur égyptien  la  rend  prononçable  en  la  convertissant  en  une  somme 
de  fractions  très-simples.  Héron  le  Jeune  fait  souvent  des  conver- 
sions de  ce  genre;  il  dit  par  exemple  : 

i  zumz.  wv  u-fpo;  <j"  Y'VSTat  06  V r,"  1" . 
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1  5876,  dont  la  ïjïpartie  est  79  7  7777.  L'autour  arabe  Al-Khàrizmi 
nous  en  olï're  aussi  des  exemples  fréquents. 

Pour  arriver  à  cette  décomposition,  notre  auteur  nous  dira,  par 
exemple  :  Exprime  2  entre  ij. 


Calcul 


'7 

1 

"7 

3" 

5| 

G 

i\ 

1 
3 

1 

1 

1  2 

'* 

1 

6 

manquent 

ll 

1      . 

1  ? 

34 

■  1 
j  *     2 

/ 

5i 

1  1 
5 1     3 

/ 

68 

1      1 

0  8           4 

Le  résultat  de  la  conversion  est  donc 


12  5  1  6  3' 

valant 

1  *      «      3      4 


Chapitre  II,  nos  1  à  6.  —  Partage  de  1,  3,  6,  7,  8  et  9  rations 
entre  10  personnes. 

Chapitre  III,  nos  7-23.  —   Compléter  une  expression  fraction- 
naire à  1,  à  7,  à  T,  «  T,  à  T'-. 

Chapitre  IV,  n"s  2i-38.  —  Calcul  d'une  quantité  oui,   aug- 
mentée de  fractions  d'elle-même,  donne  un  nombre  donné 

x  -\ 1 1 h...  =  A. 

m        n        p 

Les  cmatre  derniers  problèmes  (35-38)  sont  de  la  forme 

h  x  h 1 . .  .  =  1 . 

m        n 

/  oir  l'exemple  cité  plus  haut.) 
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Chapitre  V.  —  Partage  inégal. 

N°  39.  Partager  ioo  rations  entre  10  personnes,  jo  rations 
entre  6,  5o  entre  4;  quelle  est  la  différence  moyenne? 

N°  40.  ioo  rations  entre  5  personnes  ;  y  f/e.v  3  premières  parts 
vaut  les  i  dernières;  quelle  est  la  différence? 

D'après  la  solution  donnée,  les  parts  sont  en  progression  arith- 
métique. L'auteur  n'explique  pas  comment  il  trouve  que,  de  la 
condition  posée  par  l'énoncé,  il  déduit  que  la  raison  (la  différence 
comme  il  dit)  doit  être  5-j.  M.  Eisenlolir  fait  très-Lien  voir  que. 
si  les  parts  sont 

a,  a  +  r,  a  -+-  iv,  a  -h  3  r,  a  —  4  r> 

les  trois  plus  élevées  font  ?ia  -+-  <)/",  les  deux  dernières  ia  -h  /•,  et 
la  condition  énoncée 

3 a  +  gr  =  7  (2 a  -h  r\ 
donne  bien 

r=5ja     ou  si     a  =  r,     r=5{. 

Chapitre  VI,  nos  41-48.  —  Calculs  de  voluin.es. 

Dans  cette  partie  de  son  Manuel,  notre  Égyptien  évalue  la  con- 
tenance en  grains  de  certains  volumes,  que  M.  Eisenlolir  n'a  pas  pu 
déterminer.  Il  calcule  d'abord  une  fois  et  demie  le  produit  de  la 
surface  de  la  base  par  la  hauteur,  et  obtient  ainsi  ce  qu'il  appelle 
la  valeur  du  corps,  c'est-à-dire  la  valeur  estimée  en  unités  de  r>o- 
lume.  Il  en  prend  —^  qui  lui  donne  la  contenance  en  mesures  de 
capacité  pour  les  grains. 

M.  Eisenlolir  a  cherché  vainement  à  se  rendre  compte  de  la  signi- 
fication géométrique  de  ces  calculs  }  pourquoi  les  \  du  produit  de 
la  base  par  la  hauteur?  Pourquoi  ~  de  ce  produit  pour  la  conte- 
nance en  mesures  de  capacité  ?  Il  a  cru  trouver  la  réponse  à  la  pre- 
mière question  en  supposant  qu'il  s'agit  d'un  volume  pvramidal 
ou  conique  tronqué,  et  que  les  dimensions  horizontales  données 
par  l'auteur  égyptien  se  rapportent  à  la  base  supérieure,  à  la  petite 
base;  mais  le  rapport  qu'il  trouve  alors  entre  cette  base  supérieure, 
la  KopvÇiî  de  Héron  et  la  vraie  base  (/3*V/ç)  ne  répond  à  aucune  des 
formes  de  magasins  à  blé  ou  de  meules  dont  les  monuments  égyp- 
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tiens  nous  ont  conservé  la  représentation  figurée.  Quant  à  la  se- 
conde question,  il  lui  semble  que  la  conversion  pratiquée  par  le 
calculateur  indique  que  le  volume  évalué  serait  du  blé  en  gerbe:-, 
et  que  ■—  de  ce  volume  se  rapporte  au  rendement  en  grains  après 
battage.  Mais  toutes  ces  hypothèses  sont  peu  satisfaisantes,  et  il 
faut  encore  attendre  que  de  nouveaux  documents  viennent  jeter 
plus  de  jour  sur  la  question. 

Quant  à  la  base  de  ces  solides,  elle  est  ou  carrée  ou  circulaire. 
Pour  la  base  carrée,  on  fait  le  produit  du  côté  par  lui-même-,  pour 
la  base  circulaire,  notre  calculateur  prend  |  du  diamètre,  qu'il 
élève  au  carré.  Cette  fraction  j  est  la  quatrième  réduite  de  la  valeur 
de  -  \~  évaluée  en  fraction  continue,  ou,  si  l'on  aime  mieux,  elle 
substitue  o,88888<S.  .  .  à  la  vraie  valeur  0,88622682.  .  . . 

Chapitre  VII,  nos  49-5o.  —  Evaluation  de  surfaces. 

Nous  avons,  dans  les  problèmes  de  ce  Chapitre,  l'évaluation  des 
surlaces  suivantes  : 

\°  49.   Rectangle  de  10  perches  sur  2. 

L'auteur  fait  le  produit  des  deux  dimensions,  mais  dune  façon 
particulière,  dans  le  but  d'exprimer  la  surface  en  unité  superfi- 
cielle usuelle.  Comme  cette  conversion  touche  à  la  métrologie, 
dont  je  n'ai  pas  l'intention  de  parler  ici,  je  la  laisse  de  côté. 

\"  oO.  Cercle  de  9  perches  de  diamètre,  calculé  comme  plus 
haut. 

Y'  51.  Triangle  isoscèle,  de  10  perches  sur  chaque  rive  et 
4  perches  à  l  embouchure  (le  triangle  est  dessiné  sur  le  côté). 

V  52.  Trapèze  ayant  20  perches  sur  chaque  rive,  6  perches  à 
l'embouchure,  4  perches  à  la  troncature. 

Pour  évaluer  ces  deux  surfaces,  notre  Egyptien  fait  le  produit  de 
la  moitié  de  la  base  dans  le  premier  cas,  de  la  demi-somme  des 
bases  dans  le  second  par  un  des  côtés,  ou  si  l'on  veut  par  la  demi- 
somme  des  côtés.  Je  donne  à  l'expression  de  la  surface  cette  forme. 
parce  que  nous  y  retrouvons  la  formule  employée  par  l'auteur 
indien   Brahmagupta,   lequel  prenait  comme  règle  générale,  pom 

VI.  !.. 
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trouver  la  surface  grossière  d'un  trilatère  ou  d'un  quadrilatère,  de 
faire  le  produit  des  demi-sommes  des  côtés  opposés  :  mais  l'Egyptien 
n'ajoute  pas,  comme  l'Indien,  que  l'aire  exacte  s'obtiendra  en  écri- 
vant quatre  fois  la  demi-somme  des  côtés,  retranchant  à  chacun 
de  ces  nombres  un  des  côtés  successivement,  faisant  le  produit  des 
quatre  restes,  et  extraj  ant  la  racine  carrée  du  produit. 

N°  53.  Il  est  impossible,  pour  le  moment,  de  rien  comprendre 
au  problème  de  ce  numéro.  La  figure  qui  l'accompagne  représente  un 
triangle  partagé  par  deux  parallèles  à  la  base,  portant,  la  première, 
comme  la  base,  le  chiffre  6.  la  seconde  le  chiffre  a-j.  Les  segments 
sont  marqués  5,  3  7  et,  en  chiffres  spéciaux  à  l'évaluation  des  sur- 
faces, 77  7J-  Enfin,  auprès  du  sommet,  est  inscrit  le  chiffre  7. 

y°s  54  et  55 .  Partager  respectivement  n  et  3  unités  agraires 
en  io  et  5  parts. 

Chapitre  Mil,  noS  56-60.  —  Calcul  des  pentes  des  pyramides. 

Exemple,  n°  56.  —  Préceptes  pour  énoncer  une  pyramide  de 
36o  au  «  travers  de  la  plante  »  du  pied,  25o  à  la  a  saillie  en 
tranchant  »  (c'est-à-dire  36o  de  diagonale  de  base,  25o  d'arête;  le 
mot  qui  désigne  l'arête,  et  qui  signifie  littéralement  saillie  en  tran- 
chant, est  écrit  pir-em-us  :  c'est  vraisemblablement  de  là  qu'est 
emprunté  le  grec  ^ûoaftiç).  Donne-moi  son  rapport.  Fais  la  moitié 
de  36o,  ce  qui  donne  180.  Fais  croître  le  nombre  25o  pour  trouver 
180  (c'est-à-dire  divise  180  par  260,  la  demi-diagonale  par  l'arête, 
ce  qui  donne  par  conséquent  le  sinus  de  l'angle  d'inclinaison). 
Cela  fait  7777  de  coudée.  Or  la  coudée  est  de  7  palmes.  Fais 
croître  le  nombre  7  : 

•      7 

1     *{     ri 

1       _i_     _i_ 

.=.  0  10         15 

Son  rapport  (sinus)  en  palmes  est  5 7-. 

Le  n°  57  est  le  problème  inverse  :  l  ne  pyramide  a  140  en  dia- 
gonale, 5  7  palmes  de  rapport  ;  on  demande  son  arête. 

rsos  5K  et  59.   Soni  des  problèmes  du  même  genre. 
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N°  60.  Est  ainsi  conçu  : 

I  n  monument  dit  an  de  i5  coudées  à  la  base  ^côté  de  la  base  . 
3o  dans  sa  hauteur  vers  le  ciel  :  donne-moi  son  rapport.  Fais 
croître  i  j  .  sa  moitié  -  {  \  fais  croître  le  nombre  7  \-  quatre  fois  pour 
trouver  3o  :  son  rapport  est  4- 

Donc  ici  l'auteur  calcule  le  quotient  de  la  hauteur  par  la  moitié 
du  côté  de  la  base  :  il  obtient  donc  la  tangente  de  l'angle  dièdre, 
inclinaison  de  la  face  sur  la  base. 

Le  n°  61  intercale  une  Table  pour  faire  des  produits  de  fractions 
simples,  avec  ces  deux  lignes  d'explication  : 

Faire  les  |  d  une  fraction.  Si  l'on  te  dit  :  quels  sont  les^  de  \? 
fais-le  (le  dénominateur  s  entend  )  i  fois,  6  fois  :  ce  sont  ses  f. 
Tu  feras  de  même  pour  avoir  une  fraction  de  fraction. 

Chapitre  JX.  —  Problèmes  divers. 

Les  problèmes  62  à  65  se  rapportent  à  des  partages  proportion- 
nellement «à  certains  nombres  donnés,  ou  les  parts  avant  entre  elles 
un  certain  rapport. 

Le  n°  66  évalue  le  revenu  d'un  jour,  étant  donné  celui  d'une 
année  :  l'année  y  est  comptée  de  365  jours. 

Les  nos  67,  68  sont  des  évaluations  de  salaires. 

Enfin,  de  69  à  78,  divers  problèmes  relatifs  au  rendement  en 
pains  ou  en  brocs  de  bière  d'un  certain  volume  de  farine  ou  de 
grains.  Je  n'entrerai  dans  aucun  détail  sur  ce  sujet,  qui  m'entraî- 
nerait trop  loin. 

Le  n°  79  est  un  calcul  de  la  somme  des  termes  d'une  progression 
géométrique.  Dans  une  première  colonne,  l'auteur  a  rangé  les  cinq 
premières  puissances  de  7,  et  il  en  fait  la  somme,  ce  qui  lui  donne 
naturellement  19607.  Dans  une  seconde  colonne,  dont  le  titre  n'a 
pu  être  déchiffré,  il  multiplie  par  7  le  nombre  280 1,  qui  esl  La 
somme  des  cinq  premiers  tenues  de  la  progression  de  raison  7 com- 
mençant a  1 .  et  trouve  pour  résultat  19607.  Chacune  des  puissances 
porte  un  nom  (pie  M  .  Eisenlohr  n'a  certainement  pas  su  lire,  car  la 
traduction  qu'il  en  donne  n'a  aucun  sens;  ces  noms  seraient,  sui- 
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\aiit  lui,  dans  l'ordre  tics  puissances  croissantes  : 

L'écrit; 
Le  chat; 
La  souris  ; 
L'orge; 
Le  boisseau. 

Il  faut  attendre  assurément  une  interprétation  plus  rationnelle 
de  ces  mots,  interprétation  qui  nous  permettra  peut-être  d'y  re- 
trouver l'origine  des  dénominations  de  nombre,  ^Qiftô;,  puissance, 
JôittftiS)  cube  ou  solide,  y.ûCo?,  employés  par  les  Grecs,  de  chose, 
sha.y,  fortune  ou  quantité,  mal,  et  cube  ou  solide,  ka8b,  en  usage 
chez  les  Arabes. 

Suit  une  Table  de  concordance  des  mesures  de  capacité  pour  les 
grains,  et  de  celles  servant  pour  les  liquides.  L'unité  de  cette  der- 
nière est  appelée  hinnu,  comme  chez  les  Hébreux,  tandis  que  l'unité 
pour  les  grains,  de  10  hinnus,  porte  deux  noms  que  M.  Eisenlohr 
croit  pouvoir  lire  besha  et  auit,  rappelant  assez  les  noms  hébreux 
de  bath  (liquides)  et  epha  (grains),  lesquels  contenaient  également 
10  hin.  Cette  Table  est  intéressante  pour  la  métrologie.  Pour 
l'Arithmétique,  elle  permet  de  déterminer  la  valeur  des  signes  qui 
représentent  les  multiples  et  les  fractions  de  l'étalon  pour  les  grains. 

Enfin  trois  problèmes  assez  longs  dans  lesquels,  suivant  M.  Eisen- 
lohr, l'auteur  enseignerait  la  manière  de  calculer  la  nourriture  des 
oies  et  des  bœufs. 

Tel  est,  en  résumé,  le  contenu  de  ce  curieux  Ouvrage,  intéressant 
encore  une  fois  par  les  détails  qu'il  nous  fournit  sur  la  manière 
dont  se  pratiquaient  les  calculs  arithmétiques  à  une  époque  bien 
antérieure  à  aucun  des  documents  de  ce  genre  qui  nous  soient  par- 
venus de  la  Grèce.  Les  historiens  des  Mathématiques  pourront  y 
puiser  des  renseignements  intéressants;  mais  ils  devront,  s'ils  re- 
courent seulement  à  la  traduction  résumée  par  laquelle  M.  Eisen- 
lohr termine  son  commentaire,  sans  consulter  ce  commentaire 
lui-même,  se  rappeler  que,  en  plus  d'un  point,  la  traduction  du 
texte  est  loin  d'être  encore  certaine.  Seule  l'interprétation  des 
calculs  est  faite  avec  une  exactitude  scrupuleuse,  et,  n'y  eùt-il  que 
cela,  le  traducteur  allemand  aurait  déjà  mérité  de  la  Science;  d'au- 
tant mieux,  et  il  faut  lui  rendre  ici  hautement  cette  justice,  qu'il 
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a  su,  avec  un  vrai  talent  divinatoire,  débrouiller  l'enchaînement 
des  calculs,  entassés  sans  ordre  dans  le  papyrus  original,  et  souvent 
transposés  fort  loin  de  la  place  où  ils  devraient  raisonnablement  se 
trouver. 


Sur  des  Jonctions  analogues  à  celles  de  Sturni; 
par  M.  Lemoivnier. 

(Séance  du  i3  février  1878.) 

Soient  F(x),y(x)  deux  fonctions  entières  de  x\  a  et  b  deux  in- 
déterminées ou  deux  nombres  pris  à  volonté,  qui  toutefois  n'an- 
nulent pas  y \x). 

Si  l'on  pose 

F[x)  =f[x)  (lx  -+-  p.)  —  (x  —  a)[x  —  b)f{x), 

la  fonction  fi{x)  est  entière,  quand  A  et  p  se  déterminent  par  les 
deux  conditions 

V{a)=f[a)[la  +  lL), 

F(b)=f(b)(U  +  ti). 
Par  l'élimination  de  X  et  de  ^,  en  faisant 

(.r  —  a)  (x  —  b)  /,  (x)  =  u, 


il  s'ensuit 


u  +  F  [x)  xf[x)  f(x) 
Y  (a)  a  f{a)  f[a) 
F(b)     bf{b)    f(b) 


o, 


u{a~b)f{a)f[b) 


F[x)  xf[x)  f(x) 
F  (a)  a  f{a)  f(a) 
F  [b]     6/(6)    /(*) 

u[a  -  b)f(a)f(b)  +  [a  ~  b)f(a)f(b)F(x) 

-  [x  -  b)  F(a)f(b)f(x)  +  (*  -  a)F(b)f(a)f(x)  =  o, 

Iu  =  (x  —  a)  (x  —  b)  f  [x) 
-      F(x)    ■    f(x)ïV^  X~b    1    F{b)  *"*! 


n  et  /»  supposés  dillérents. 
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Si  les  coefficients  sont  réels  dans  F  (a-)  et/(x),  qu'on  prenne 

a  =  oc  ■+-  (3  i,     b  =  oc  —  (3  /, 

en  faisant 

F(«  +  |3i)  =  P  +  Qi,      f{y.  +  pi)  =  p  +qi, 

on  obtient 
F  (a)  x—b       F  (A)  #  —  a  _  (3(P/>-+-Qg)  —  (a:  —  a)(P?  —  Q/>) 


/"(«)  a  —  L>       f[b)   b  —  a 
et  par  suite 

(  (p'-^')  [(*-«)' +(**]/>(* 


P(/>2+</2) 


'■ 


-(Pï+9a)FW+/(a:)[P/>  +  Qy-^-«;P<y  pQ^] 


C'est,  en  particulier,  pour  a  ■+-  (3  i  =  i, 

S  (*'+i)(/>î+</')/.(*) 

i2J    (       =-(p1H-«ï)F(*)+/(a;)[Py»  +  Q(/-*(Pg-Q/»)], 


avec 


P  =  F,(-i),     Q  =  F,(-i),    />=/(- 1),     î=/i(-i). 


1" 


si  1  on  a 


F(*)  =  F,  (*»)  +  *F,(*'),    /(*)  =/  (*')  +  */.(*»). 

En  prenant  «  =  &,  et  posant  ainsi 

F[x)  =/(*)  (X*  +  p)  -{*  -  «)!/,W, 

la  fonction /I (x)   sera  également  entière,   quand  A  et  //.   seront 
donnés  par 

F(a)=/(a)(Xa  +  p), 

F'(a)  =  X[/(fl)+«/'(a)]  +  fi/'(a); 
d'où  résulte,  en  faisant  u  =  (a;  —  a)8,/i  O*")* 


m-F(.r)  xf[x)  f{x) 

F  (a)  «/(a)  /(a) 

F»    /(a) +  «/'(«)    /'(a) 


=  o, 
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par  suite 


h  +  F  (x)      [x  —  a)f(x)      f  (x) 
F  [à]  o  /  (a) 

T'(a)  f(a)  f'(a) 


o, 


I    uf(a)=-F[x)f{a) 

(3)  +f(x)\F(a)f(a)-(x-a)[F(a)f(a)-F'(a)f(a)]\ 

'  =(*- a)\^)'/.  (*)=••  ■■ 

DelA 

(3),  j  *-7Hf/,(*)=-F(*)/w' 

(  +/(*)  |F(o)/(o)  -  *[F(o)/'(o)  -  F'(o)/(o)]  j, 

pourvu  que/ (o)  soit  différent  de  zéro. 

D'après  les  formules  (2)  et  (3),  si  l'on  pose 

(p>+  q>)F(x)  =f[x)  (}.x  +  p.)  -  [(x  -  a)'-  [3']  f,  (x) 
et 

/S2  F (*)  =/(*)  (**  +  ft)  -  (*  -  a)*/,  (x) , 


on  a 


\[{x-^+^}f{x)=-{p2+q^F{x)+f{x)\^p  +  Qq-{x- 
"\  (*-a)«/.(*)=-[/(a)]»F(*) 


Vq-Qp~ 

P       - 


+/(*)  |F(a)/(a)  -  (*  -  a)  [F(a)/'(a)  -  F'(a)/(«)]j . 

Il  est  à  remarquer  que  la  formule  (3),  quand  on  fait  tendre  le 
module  de  a  vers  l'infini,  donne  un  résultat  qui  revient  au  reste, 
changé  de  signe,  que  donne  la  division  de  F(jr)  pary'(x),  au  cas  de 

F  [x)  =  A  x'"    h-  A,  xm->  -+- . . . , 
f(x)  =  B#"—,+  B,  xm~2+ 


En  effet,  on  a  pour  lors 
(jp-a)»/,(*)=-F(. 


*)  +  /»["- 


xF(a)f(a)-F'(a)f(a) 

m 

F{a)f{a)  +  aF(a)f'{a)-aF'{a)f(a) 


=_F(*)+/(*)[.-*-^j^ 


/(«) 


A,B—  AB,  )«'"- 
B'a2m-2H-.  . . 
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Dans  celte  égalité,  le  second  membre,  quand  le  module  de  a  tend 
vers  ce  ,  a  pour  limite 

ce  qui  est  le  reste,  changé  de  signe,  de  la  division  de  F(.r)  par 

/(*)■ 

En  désignant  ce  résultat  par  Vt,  on  a  ainsi 


/(*)  = 


V,,v 


V,  a5'"-J  +  .  . 


/  2X        .r^ 

"    \'         a         a1) 


[a7"'-2  ■ 


par  où  l'on  voit  que  cr  ft  [x)  a  pour  limite  Vj.  Le  procédé  de  la  di- 
vision répond  en  conséquence  à  l'hypothèse  de  a  =  ±  co  . 

A  la  place  des  formules  qui  précèdent,  on  peut  en  établir  d'autres 
qui  dépendent  d'un  plus  grand  nombre  d'indéterminées,  en  faisant 
varier  le  nombre  des  indéterminées  distinctes  et  leur  degré  de  mul- 
tiplicité. 

Par  exemple,  en  prenant 

u  =  [x  —  a)  (x  —  b){x  —  c)f,(x), 


a\f{a)     af(a)    f(a) 
*f(c)     cf{c)    f(c) 


F(x)  x>f(x)  xf{x)  f[x) 

F  (a)  a*f{a)  af[a)  f[a) 

F  (b)  b>f(b)  bf[b)  f[b) 

F(c)  C/(c)  cf[c)  f(c) 


ou 


u[a-  b){a-  c)[b  -  c)  f[a)f{b)f[c) 

Y[x)     [x-a)\f[x)     (x-a)f(x)  f(x) 

F  (a)  c»  o  f[a) 

F  (b)     (b-aYf(b)     (b-a)f(b)  f[b) 

F(c)     (c-ay-f(c)      (c-a)f(c)  f[c) 

Pour  u  =  (x  —  àffi (a),  on  aurait 


F  (a) 

*»/(*] 

xf[x) 

/(* 

F  (a) 

«2/(«) 

af[a) 

/(« 

F' (a) 

2a f  (a)  -4-  a\f'[a) 

f[a)  +  «/» 

/> 

F"(a)     ?./(«;  4-  4rt/'(rt)  +  «'/'(«)     »/'(«)  +  «/*(«)    /"W 
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d'où 


F(*) 

[x  —  a)'f[x) 

[x-a)f[x) 

/(*) 

F  (a) 

o 

o 

/  («) 

F' (ai 

o 

/(«) 

/» 

F» 

if  {a 

*/'(«) 

/» 

2  «/(a)  = 


a(*-a)'/,(*)/(a)  =-2/(a)   [F(*)/(«)  -/(*]  F  (a)] 

-  (*-a)»/(*)/(a)[F(a)/'(a)  -/(*)*»] 
+  *(*-  *)/(*)[F(a)/>)  -  F'(«)/(a)] 
X  [(*-«)/'(«) -/(a)]. 

Les  formules  que  nous  avons  ainsi  établies  peuvent  servir  à  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  entiers 
en  x,  lorsque  les  coefficients  y  sont  numériques,  et,  en  s'appliquant 
à  deux  polynômes  dont  l'un  soit  la  dérivée  de  l'autre,  peuvent  con- 
duire à  des  séries  de  polynômes  susceptibles  de  remplacer  la  série 
tics  fonctions  de  Sturm. 

Reprenons,  en  eiïet,  l'égalité 

F(j?)  =  [lx  -4-  (i)f[x)  -lx  —  a)(x  —  b)  /,  (x) 

ou 

¥[x)  =  (Àx  +  [j.)f(x)  —  (x  —  a)-fi{x). 

Si  ni  a,  ni  /?,  n'annule  y  (x),  les  diviseurs  communs  de  F(x)  et 
/(x)  sont  les  mêmes  que  ceux  àefix)  et  /J  (x). 

Lorsque  F(x)  est  du  degré  m,  et  f(x)  d'un  degré  inférieur,  le 
degré  de^i  (x)  est  m  —  2  au  plus.  Quand  f{x)  est  comme  F(x)  du 
degré  m,  le  degré  de^j  (x)  est  m  —  1 ,  et  si,  /  (x)  étant  du  degré  m, 
F(x)  est  d'un  degré  moindre,  c'est  encore  du  degré  m —  1  que  se 
trouvc/i(x). 

D'après  cela,  en  remplaçant  F(x)  par^^x),  puis  en  continuant 
de  la  même  manière  jusqu'à  un  résultat  constant  ou  nul,  soit  qu'on 
emploie  à  chaque  calcul  d'une  nouvelle  fonction  les  mêmes  nom- 
bres a  et  6,  soit  qu'on  les  change,  on  arrivera  à  connaître  le  plus 
grand  commun  diviseur. 

Si  au  point  de  départ  /(x)  est  la  dérivée  de  F(x),  ces  polynômes 
F(x),y  (x)  et  les  suivants  J\  (x)5(/^(x),  ...  constitueront  une  suite 
de  polynômes  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  de 
Sturm  à  l'égard  de  valeurs  de  x  situées  d'un  même  côté  des  nom- 
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bres  a  et  /->,  à  l'égard  de  valeurs  réelles  de  x  quelconques,  si  a  et  b 
sont  des  nombres  imaginaires  conjugués  ou  des  nombres  réels  égaux, 
aucun  d'eux  d'ailleurs  ne  devant  annuler  y  (.r). 
Comme  exemple,  sous  ce  rapport,  prenons 

F  [x)  =    x-'  -+-    xb  —    x*  —  x3  ■+■  xl  —  x  4- 1 , 
f[x)  =6xs-\-  5x*  —  ^x3  -\-  ix  —  i . 

En  usant  de  la  formule  (3)",  on  a 

x7f,  (x)  =  —  [x6  4-  x'*  —  xk  —  x3  4-  x2  —  x  -4-  i  ) 

-+-  (6  xb  4-  5  x'1  —  ^x3 —  3x7-\-  2.x  —  i)( —  i  —  x) 
=  —  7x'; —  i7.xh-\-  i8^c3, 
d'où 

fi[x)  =  —  yX*  —  12.X3  +  Sx. 

Qu'on  pose,  en  second  lieu, 

F[x)=      6xb-\-  5xk —  ^x3 — 3x7-h-2x  —  i, 

f[x)  =  —  ^xk —  i2x'+  8.r, 

et  qu'on  observe  qu'on  a 

"F(-i)=-3,     /(_i)=- 3, 

*'[-*)=       6,    /'(-i)=      o, 
on  trouvera 

[x  4-  iyfi(x)  = —  (6xb  +  5x* —  ^x3 —  3x2-h  2.x  —  1)9 

-I-  (—  7^'+i2.r3+8x)[9  —  (#  +  1)18],    • 

j{x  -{-  i)a/i(^)  =—   Gx*  —  5a;4  4-  4^3+  3a;2—  2.x  4- 1 
-t-  (y  x" -h  12.x3 —  8.r)(i  4-  2.x) 
=  8xb-h  2.6x*  4-  i6x3 —  io.z2 —  io.r  4-  1. 
De  là 

f2{x)  =  Sx3-{-  ioj! —  12 x  H-  1 . 

Soit,  en  troisième  lieu, 

¥(x)  = —  yx* —  i2x3-h  8x, 
f{x)—       $>x3-\-\ox'* —  \2X  4-1, 
puis 

F  (-1)=-  3,     /(-i)=        «5, 

F(-i =      o,    .f(-i--    8, 
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il  s'ensuit 

2 

(x-+-i)7fl(x}  =  ;7^'+  Isa:3—  8x).i5 

+  (8.r3-f-  io.r2  —  \%x-\- 1)[ —  3.  i5—  (a?  +  i]  3.8], 

|(^  +  l)5/,(^)  =  (n^'+  I2.Z3—  8^)75 

—  (  8  x3 -h  1  o  .r2 —  12.x  -h  i)(8x  —  23) 
=  4^I^i+  636.r3-f-  i34^2 —  332  x  —  23, 


d'où 
Faisant  là 


f3[x)  =  46 13;2 —  286  a:  —  23. 

¥[X)  =  8#3-+-  H)X7  —   1-2X  +  I, 

f[x)  =  ^6ix- —  286.2;  —  23, 


F(o)  =  i,  /(o)=-    23, 

F'(o)=-i2,    /'(o)=-286, 

x7fi  [x)  = —  (8.r3-f-  iojt2 —  12^  -+- 1)529 

+  (46ix7 —  286a:  —  23)  ( —  23  +  5Ô2.r) 
=  25485o^3 — 176625^, 


de  sorte  que 
ou  mieux 


ft  (x)  =  25485o  x  —  1 76625, 
fi(x)  =  33g8.r  —  2355; 


puis  par 

F(*)  =  46..r2-  286^-23,     F(i)=i52,     /(i)  =  i<>43, 
f(x)  =  3398.r -  2355,  F'(i)=636,    /'(i)  =  3398, 

on  obtient 

[x  —  lYf^x)  =  (—  461  #2+  286.2?  H-  23)1087849 

+  (3398*  -  2.355 )(i  1684  +  i46852*) 
=  —  2495293a:2 ~f-  499o586.r  —  2495293, 
d'où 

fi[x)=—  2495293. 

De  gros  coefficients,  à  mesure  qu'on  avance,  paraissent  inévi- 
tables; les  suppressions  de  facteurs  communs  sont  accidentelles, 
toujours  avantageuses.  Il  y  a  à  cliaque  opération  un  contrôle  des 
calculs  qui  s'étend  à  tous  les  coefficients,  pour  peu  qu'on  recoure  à 
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d'autres  nombres  auxiliaires  que  zéro,  ce  qui  est  chose  précieuse. 
Cependant  la  méthode  de  calcul  par  des  déterminants,  à  laquelle 
j'ai  été  conduit  par  d'autres  considérations,  me  parait  en  général 
préférable;  elle  se  distingue  surtout  par  son  heureuse  application 
à  la  résolution  de  deux  équations  entières  en  x  et  y. 


Note  sur  la  Géométrie  des  quinconces  ;  par  M.  Laisant. 

(Séance  du  i3  février  1878.) 

Dans  une  Communication  faite  à  la  Société  mathématique  le 
7  novembre  1877  [Bulletin,  t.  VI,  p.  9),  M.  Ed.  Lucas  a  énoncé 
et  démontré  le  théorème  suivant  : 

Les  centres  de  trois  cases  quelconques  d'un  échiquier  de  gran- 
deur quelconque  ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  d'un  triangle 
équilatéral  ou  d'un  hexagone  régulier. 

La  démonstration  très-ingénieuse  de  M.  Lucas  repose  sur  une 
remarque  géométrique  préliminaire  et  sur  un  théorème  relatif  aux 
sommes  de  deux  carrés.  Je  crois  qu'il  est  possible  de  la  rendre 
beaucoup  plus  élémentaire  et  de  généraliser  en  même  temps  le  ré- 
sultat obtenu. 

Il  est  visible,  en  ellet,  en  prenant  un  sommet  A  du  triangle  pour 
origine,  et  traçant  deux  axes  AX,  Al  parallèles  aux  côtés  des  cases, 
que  les  coordonnées  des  deux  autres  sommets  B  et  C  seront  expri- 
mées par  des  nombres  entiers,  si  l'on  adopte  pour  unité  de  longueur 
le  côté  d'une  case.  Par  conséquent,  la  tangente  de  l'angle  BAX  sera 

de  la  forme  —  ■>  et  celle  de  1  anirle  CAX  sera  de  la  forme  —  ■>  /,  m, 
m  nit 

/j,  mt  étant  entiers. 

Or,  l'angle  A.  du  triangle  ABC  étant  égal,  soit  à  la  somme,  soit  à 

la  diilérence  de  BAX,  CAX,  nous  aurons 


/ 

l, 

ni 

ni, 

1  — 

H, 

/m,  -4-  ml,         n 

1 1  ne  A  = 77—  = ==  - 

■)ini,—  tlt        q 


ou  bien 


langA  = 
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L      II 

m        m,  Itn, —  mf,  // 

//,  nmiy  -+-  llx        q 

i  -\ 


c'est-à-dire  que  la  tangente  de  l'angle  A  est  nécessairement  com- 
mensurable. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  plus  général  que 
celui  de  M.  Lucas,  qui  n'en  est  qu'un  corollaire  : 

Tout  triangle,  ayant  pour  sommets  les  centres  de  trois  cases 
(/ue/conques  d'un  échiquier  de  grandeur  quelconque  ,  présente 
trois  angles  dont  les  tangentes  sont  commensurables . 

Appelons  figure  inscriptible  dans  l'échiquier  une  figure  com- 
posée de  lignes  droites  passant  chacune  par  deux  centres  de  cases. 
Il  est  clair  que  la  propriété  s'applique  à  deux  droites  quelconques 
d'une  figure  inscriptible. 

La  hauteur  AH  d'un  triangle  inscriptible  divise  la  base  BC  en 

deux  segments  dont  le  rapport  est  commensurable  -,  car,  '— jt  =  tang  C 

AH 
et  cr^î  =  taneB  étant  commensurables,  il  en  sera  de  même  du  rap- 
BH  s  '  ! 

BH  .  . 

port  -ttj  de  ces  deux  tangentes. 

Les  carrés  des  cotés  d'un  triangle  inscriptible  (et  par  suite  les 
carrés  des  côtés  et  des  diagonales  d'un  polygone  inscriptible)  sont 
commensurables  entre  eux.  En  ciFet,  si  nous  appelons  .r„,  j  ,,  x2,j2i 
jc3,  )  3  les  coordonnées  des  trois  sommets,  les  carrés  des  côtés  sont 

[x>—xiy-+-{yx—y7y,    (x2—x.iy-*-(r.i- j3)\    {x3-  *,r+(r:,-.r')% 

c'est-à-dire  que  ces  carrés  sont  exprimés  par  des  nombres  entiers. 

On  pourrait  sans  doute  établir  encore  de  nombreuses  propriétés 
de  ces  figures  insci  iptibles,  et  il  est  probable  que  quelques-unes 
d'entre  elles  seraient  de  nature  à  fournir  des  théorèmes  sur  les 
nombres. 

11  y  a  lieu,  du  reste,  de  remarquer  le  lien  qui  rattache  l'élude 
d(  (elle  Géométrie  des  quinconces  avec  celle  des  nombres  com- 
plexes de  la  forme  x  H- j  i,  x  et   )    étanl  des  nombres  entiers.  En 
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choisissant  les  axes  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  tout  centre 
de  case  se  trouve,  en  effet,  avoir  des  coordonnées  x  et  y  représen- 
tées par  des  nombres  entiers. 

Par  exemple,  ce  théorème  bien  connu  que  rappelle  M.  Lucas  : 
Le  produit  d'une  somme  de  deux  carrés  par  une  somme  de  deux 
carrés  est  une  somme  de  deux  carrés,  résulte  immédiatement  de 
la  considération  suivante.  Soient  OI  une  longueur  égale  à  l'unité 
portée  sur  l'axe  des  x  à  partir  de  l'origine,  A  et  B  deux  centres  de 
cases;  si  l'on  construit  le  triangle  OBC  directement  semblable  à 
OIA,  C  sera  encore  un  centre  de  case. 

Algébriquement  : 

[x  -+-  yi)  [x'-hjr'i)  =  z  ■+■  ui, 

z  et  u  étant  eutiers,  si  .r,  y,  .r',  y'  le  sont;  d'où 

[xi-\-ya)[x,*-\-yi2)  =  zl-k-  u\ 

relation  qui  correspond  à  OA2.OB2  =  OC2. 

On  sait  que 

z  =  xx'  —  yy',     u  —  xy*  -+-  x'  y. 

Comme  cas  particulier,  si  xx'=  yy' ,  le  produit  {x- -r- y*)  (pc!*  +  y11) 
est  un  carré  parfait. 

Les  considérations  relatives  à  cet  ordre  d'idées  seraient  peut-être 
d'un  certain  secours  dans  la  théorie  des  nombres,  et  pourraient 
fournir  la  matière  de  recherches  intéressantes. 


Représentation  graphique  de   la  résolution  en  nombres  entiers 

de  l'équation  indéterminée  ax-h  h  y  =  c; 

par  M.  C.  de  Poligisac. 

(Séance  du  l\  avril  1877.) 

La  considération  d'un  réseau  orthogonal  ou  échiquier  indéfini  a 
déjà  été  utilisée  dans  des  Communications  antérieures  (1).  Je  me 
propose  d'en  faire  ici  une  nouvelle  application. 

(' )  Edodard  Lucas,    Théorèmes  sur  la  Géométrie   des    quinconces,   séance  du  7   no- 
vembre 1877.  —  Laisant,  sur  la  même  question,  séance  du  i3  février  1S78. 
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Le  réseau  étant  supposé  tracé,  deux  de  ses  lignes  orthogonales 
sont  prises  pour  axes,  et  chaque  sommet  est  alFecté  d'un  nombre 
égal  à  la  somme  de  ses  coordonnées  prises  avec  leurs  signes. 

Les  nombres  égaux  sont  disposés  sur  les  diagonales  parallèles  à 
la  bissectrice  y  =  —  .r,  que  nous  appellerons,  pour  abréger,  diago- 
nales négatives. 

Résoudre  graphiquement  l'équation  ax  -+-  by  =  c  revient  à  par- 
tager l'échiquier  en  un  nombre  indéfini  de  rectangles  élémentaires 
ayant  pour  côté  horizontal  a  et  pour  côté  vertical  Z>,  et  à  chercher 
les  sommets  de  ces  rectangles  qui  se  trouvent  sur  la  diagonale  né- 
gative c. 

En  particulier,  les  solutions  positives  seront  comprises  dans 
l'angle  des  directions  positives  des  axes. 

Bornons-nous  à  la  recherche  de  ces  dernières,  et  supposons  a 
et  b  premiers  entre  eux  et  a  <^b. 

Il  suffira  de  déterminer  le  sommet-solution  le  plus  voisin  de  l'axe  des 
x.  Des  raisons  de  symétrie  évidentes  feront  de  suite  obtenir  les  autres. 

Soient  R,  R'  les  deux  sommets  de  rectangles  élémentaires  (i,  e 
les  deux  multiples  de  ci)  entre  lesquels  passe  la  diagonale  e  sur  l'axe 
des  x.  Construisons  les  deux  triangles  égaux  ABR,  A'B'R',  dans 
lesquels  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  égaux  à  ab.  Soit  I  le  sommet- 
solution  le  plus  voisin  de  l'axe  des  x.  On  a 

où  (3  est  un  nombre  entier.  D'ailleurs 

HI  =  Hc=:-  +HR  =  Rc, 

a 

où  HR  égale  un  multiple  de  a  =  ace.  Or,  en  estimant  les  longueurs 
à  partir  de  l'origine  O,  on  aura 

Oc  =  c    et    Rc  =  R(- 

en  désignant  ainsi  le  reste  de  la  division  de  c  par  a. 
1  vient  donc 

Q 

bô  =  aa.  -f-  R-> 

a 

6S-«a  =  R-, 

a 
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où  la  solution  en  nombres  positifs  de  l'équation  indéterminée 

a  x  -+-  by  =  c 

est  ramenée  à  celle  de  l'équation  (i).  Tel  est  le  résultat  arithmé- 
tique auquel  nous  conduit  l'inspection  de  l'échiquier.  On  aura 
i  j  =  (3,  solution  minima  pour  v. 

Nombre  de  solutions  positives.  —  On  obtiendra  la  seconde  so- 
lution positive  en  faisant  glisser  le  triangle  A'B'R'  le  long  de  son 
hypoténuse,  de  façon  à  amener  le  point  R'"  en  B'.  Le  point.  1  viendra 
se  placer  sur  un  autre  sommet-solution,  dont  la  distance  à  1  axe 
des  x  sera  évidemment  donnée  par  la  formule 

h  y,  =  b  5  -+-  ab,     d'où    jrt  =  (3  -+-  a  =  y{  -+-  a, 

et  ainsi  de  suite. 

Désignons  maintenant  par  Q  un  point  pris  sur  Taxe  des  x  uA  que 


OQ 


Kh 


c'est-à-dire  le  produit  de  ab  pur  le  quotient  entier  de  c  par  n/>. 
On  vérifiera  aisément  par  le  même  procédé  de  glissement  que,  si  la 
première  solution  I  tombe  à  gauche  de  la  verticale  passant  par  Q, 
le  nombre  des  solutions  positives  sera 


[5] 


Si  I  tombe  à  droite  de  cette  verticale,  il  sera 


[â]+,s 


de  même  si  I  tombe  sur  la  verticale. 

Sur  la  ligure,  cette  condition  s'exprime  par 

cQ>cH, 

c'est-à-dire 

c-Q>HI     ou     cQ>b$; 


mais,  par  construction, 

ab 


ICI 


On  aura  donc  un  nombre  de  solutions     -, 


i  lorsqi 


Donc,  si  l'on  emploie  le  mode  de  résolution  suggéré  par  la  considé- 
ration de  l'échiquier,  à  savoir  : 

Diviser  par  a  les  multiples  successifs  de  h 

b,  ib,  Zb,    .  .  . ,   [a  —  i  i  b, 

jusqu'à  ce  qu'on  eu  rencontre  un  qui  donne  pour  reste 


5      d'où     6(3  =  «a+R(~ 


R 


Ou  aura  en  même  temps  la  solution  minimum  pour  r  et  le  nombre 
des  solutions  positives  par  la  condition  (2). 
On  peut  montrer  que,  dans  le  cas  général  où 

a  =  Y)a',     b=Db', 

D  étant  le   plus   grand  commun  diviseur,  le  nombre  des  solutions 
positives  est  toujours  donné  par  la  formule 


N 


ÏW 


1. 


où  y  désigne  la  solution  minimum  positive  pour  y. 

Voici  une  autre  application  de  l'échiquier  : 

Joignons  deux  sommets  M  et  A,  et  supposons  que  la  ligne  MA  ne 
rencontre  aucun  autre  sommet  dans  l'intervalle.  L'abscisse  et  l'or- 
donnée du  point  M,  rapportées  au  point  A  comme  origine,  seront 
deux  nombres  x  =  a,  y  =  d  premiers  entre  eux.  Prenons-les  po- 
sitifs tous  les  deux,  et  menons  par  le  point  M  une  droite  perpendi- 
culaire à  MA.  Elle  rencontrera  un  sommet  15  tel, que  les  coordonnées 
de  M  par  rapport  à  13  seront 

x  =  —  a',    y  =  a. 
Prolongeons  les  deux  droites  M  \.  MB  indéfiniment.  Les  sommets 

VI.  Il 
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de  l'échiquier  rencontrés  par  MA,  savoir 

A,  A.,  A.,   .... 

seront  situés  sur  des  horizontales  dont  les  distances  verticales  au 
point  M  sont  respectivement 

d ,  ici  ,  3  a' ,    .  .  .,  ad . 

De  même  les  sommets  rencontrés  par  MB  seront  à  des  distances 
verticales  de  M,  respectivement  égales  à 

a,  ia,  3a,    .  .  . ,  a'a. 

Les  nombres  a  et  a'  étant  premiers  entre  eux,  les  deux  cotés  de 
l'angle  droit  MA,  MB  ne  s'appuieront  sur  la  même  horizontale  qu'à 
la  distance  an'  du  point  M. 

Soient  L,  L'  les  sommets  où  MA  et  MB  rencontrent  cette  hori- 
zontale commune ,  H  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M.  On  voit  facilement,  d'après  la  remarque  précédente,  que 

HL=fl2,     RL'  =  a'2; 

donc 

LL'  =a'+  a'\ 

Donc,  si  l'on  prend  pour  diamètre  d'un  cercle  la  distance  de  deux 
sommets  situés  sur  une  même  ligne  horizontale,  si  le  cercle  passe 
par  un  autre  sommet  de  l'échiquier,  le  diamètre  sera  décomposable 
en  la  somme  de  deux  carrés. 

Supposons  que  ce  diamètre  soit  un  nombre  pair  iv\  l'équation 
du  cercle 

X1   _j_    y2  __    ,C 

sera  satisfaite  en  nombres  entiers  par  les  coordonnées  du  point  M. 
D'ailleurs  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  MA  rencon- 
trera cette  droite  en  un  point  IN  qui  sera  nécessairement  un  sommet 
de  l'échiquier.  Donc,  parla  remarque  précédente,  /'  sera  décompo- 
sable en  la  somme  de  deux  carrés.  Ou  voit  que  l'échiquier  sert  à 
démontrer  cette  propriété,  à  savoir  que,  si  un  carré  est  égal  à  la 
somme  de  deux  carrés,  sa  racine  est  é<sale  à  la  somme  de  deux 
carrés. 

Autrement  dit.  toutes  les  solutions  de 

x-  ■+-  rJ     :  z 
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sont  contenues  dans  l'identité 

(m2  -+-  n'1  2=  [m1  —  ri-  '  +  ^m-n-. 

Enfin  on  a  démontré  que  la  perpendiculaire  MH,  abaissée  sur  le 
diamètre,  est  égale  à  ad.  On  a  donc 

MH=HLxHL'. 

Celte  propriété  élémentaire  du  cercle  ne  dépend  donc,  en  défini- 
tive, que  du  fait  que  le  plus  petit  multiple  de  deux  nombres  pre- 
miers entre  eux  est  égale  à  leur  produit. 


Sur  le  développement  de  la  fonction  elliptique  u{x)  suivant  les 
puissances  croissantes  du  modale:  par  M.  Désiré  Amdké. 

(Séance  du  10  a\ril  1878.) 

I.  Dans  le  développement,  suivant  les  puissances  du  module  /f, 
de  la  fonction  elliptique  u(x),  les  coefficients  des  puissances  succes- 
sives de  À"  sont  des  fonctions  de  x. 

iNous  nous  proposons,  dans  la  présente  i\ote,  de  déterminer  la 
forme  générale  de  ces  fonctions. 

II.  Pour  y  parvenir,  nous  partons  de  l'équation  connue 

d-'j.       ,     »  ,  , 

__  =(2/V»_i)iU :-2#Vu3, 

que  nous  écrivons  sous  cette  forme 

/  v  d'u  ,  , 

(0  ^  +  'a  =  ?/'''  p-p)» 

et  nous  posons  simultanément 

u  =  v„  +  e,  /. ?  -4-  Vi  h  '  +  e3  /in  -L  .  .  .  . 
p}=  Vo-h  V,  A2  ■+-  V3k'  +  V,Af«n-. . . . 

En  portant  ces  développements  dans  l'équation  (1),  puis  égalanl 
aux  deux  membres  de  celle  équation  les  coefficients  de  A"',  nous  ob- 
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tenons  l'équation  différentielle 

qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  non  négatives  de  /, 
si  l'on  convient  de  regarder  comme  nulles  les  expressions  v_t  et  \  _, . 

III.   Cette  équation  (4)  nous  donne  immédiatement 

t'0  =  cosar; 

de  plus,  elle  nous  permet  de  calculer,  de  proche  en  proche,  les 
fonctions  v'n  y»,  .  .  . ,  dont  nous  cherchons  à  déterminer  la  forme. 
Supposons,  en  etfet,  connues  toutes  les  quantités  ^0,  rn  r2,  .  .  . , 
vt-i->  c'est-à-dire  tous  les  v  dont  l'indice  est  inférieur  à  t.  ?Sous 
pouvons  immédiatement  calculer  Vt_t,  qui  ne  dépend  que  de  ces 
y,  et  qui  est  lié  à  eux  par  l'équation 

/  —2 

(5)  V,_,=        * — -V   (3^-3-4//;V/lt-/_l_A, 

0 

laquelle  se  déduit  très-facilement  des  égalités  (2)  et  (3). 

Or,  Vj_j  calculé,  vt  s'obtient  aussitôt;  car  on  tire  sans  peine,  de 
l'équation  (4)i  ^a  formule 


(6) 


I  c,=      1  sin  x  I     (c,_,  — V,_,   cosx  dx 
f         — 2Cosx  /     [vt—i — Vt—i)  sinx dx. 

J o 


IV.  Pour  revenir  à  la  forme  des  coefficients  considérés,  appli- 
quons les  formules  (5)  et  (6)  au  calcul  des  quantités  ^  et  p>.2,  puis 
écrivons  les  résultats  que  nous  obtenons  au-dessous  de  l'expression 
déjà  trouvée  pour  i'0;  nous  formons  le  tableau 

f0=  COS.T, 

I  0  X     . 

v,  =  —.  i  —  qosx  —  cosix  —  ,-sinx, 

10  '4 

e.    ■ —=-.    -    q  fosx  -+-  8cos3.r — cos5jt) 
>.5b v      ° 

x    ,    .  .    _  .r2 

7^7   4Sin.r        isiiiox   —  77-  COSX. 
04  3->. 
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lu  examen  attentif  de  ces  expressions  de  »'0,  yt,  r,  nous  conduit 
à  poser 

(7)         vt  z^lpijx"2'  cos{zj  ■+■  1)  jc-J-2  </,J/#"~H  sin(2y  +  1) x, 

Pij  et  <7,.,-  étant  des  constantes,  i  et  y  des  entiers  non  négatifs,  et  les 
S  s'étendant,  le  premier  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  entiers  i 
et  y  qui  satisfont  à  la  condition  ai-f-j^t,  et  le  second  à  tous  les 
systèmes  tels  que  l'on  ait 

izi-\-x-i-j<t. 

V.  Mais  cette  égalité  (7),  prise  dans  toute  sa  généralité,  n'est 
écrite  que  par  induction.  Vraie  évidemment  pour  y0,  |/4,  t'2,  on  peut 
douter  qu'elle  le  soit  pour  les  coefficients  suivants.  Elle  l'est  cepen- 
dant, et  non-seulement  pour  les  premiers  de  ces  coefficients,  mais 
pour  tous,  de  façon  qu'elle  exprime  la  forme  générale  des  fonc- 
tions v  et  résout  notre  problème.  On  le  démontre  en  établissant,  à 
l'aide  des  formules  (5)  et  (6),  que,  si  elle  est  exacte  pour  tous  les 
coefficients  v  dont  l'indice  est  inférieur  à  t,  elle  l'est  encore  pour 
vt.  Les  raisonnements  assez  longs  qu'exige  cette  démonstration  nous 
paraissent  faciles  5  ils  sont  tout  à  fait  analogues  à  ceux  que  nous 
avons  employés  dans  notre  Mémoire  Sur  le  développement  de  la 
fonction  elliptii/ite  l(x)  suivant  les  puissances  croissantes  du  mo- 
dule. 

VI.  Evidemment,  en  remplaçant  les  sinus  et  cosinus  de  la  for- 
mule (7)  par  leurs  développements  respectifs  suivant  les  puissances 
de  .r,  on  peut  arriver  à  la  forme  des  coefficients  du  développement 
suivant  les  puissances  de  x  de  la  fonction  elliptique  p(x).  On  re- 
trouve par  cette  voie,  pour  le  cas  particulier  de  fJ-(jc)-,  les  résultats 
que  nous  avons  présentés  à  T  académie  des  Sciences  dans  la  séance 
du  10  iuillel  t S — C) . 


-  ir.<; 


Problème  sur  les  équations  génératrices  des  séries  récurrentes  : 

par  M.  Désiré  A>dré. 

(Séance  du  i3  mars  1878 

I.  On  sait  qu'on  appelle  série  récurrente  toute  série  dont  chaque 
terme  est  la  somme  d'un  nombre  five  des  termes  précédents  multi- 
pliés respectivement  par  des  coefficients  constants. 

La  relation  qui  existe  entre  le  terme  général  Y„  et  les  termes  pré- 
cédents V„_|,  "N  n_2,  •  •  •  est  la  loi  de  la  série.  Lagrange  a  nommé  (') 
équation  génératrice  de  cette  série  l'équation  en  x  qu'on  obtient 
en  remplaçant,  dans  la  loi,  V„,  \„_,,^  „_S1  .  .  .  respectivement  par 
.r",  •r"-1,  x"~-,  ....  et  en  supprimant  ensuite  la  plus  haute  puis- 
sance de  x  qui  se  trouve  en  facteur  commun  dans  tous  les  termes. 

Une  même  série  récurrente,  comme  Moivre  l'a  démontré  (*)  et 
comme  on  peut  le  voir  aisément,  admet  une  infinité  de  lois,  et  par 
suite  une  infinité  d'équations  génératrices  différentes.  Néanmoins^ 
comme,  dans  la  présente  Note,  nous  ne  considérerons  jamais,  pour 
une  série  récurrente  donnée,  qu'une  seule  équation  génératrice, 
nous  emploierons  constamment  cette  locution  :  V équation  généra- 
trice de  telle  série  récurrente. 

IL  Cela  étant,  voici  le  problème  que  nous  nous  proposons  de 
résoudre  : 

Etant  donnée  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  termes 
^  ,,.  ^  „_!•  ^  ,-3.  •  •  •  d'une  série  récurrente  et  les  termes  U„,  L„_j, 
I  ....  d'une  nuire  série  récurrente ,  en  laquelle  relation  les 
termes  \  sont  multipliés  par  des  constantes,  et  les  termes  L  par 
des  poh  mimes  entiers  en  n.  déduire  l'équation  génératrice  de  lu 
série  \   de  l'équation  génératrice,  de  la  série  U. 

Pour  répondre  à  cette  question,  faisons  passer  au  premier  membre 
de  la  relation  donnée  tous  les  termes  ^  ,  au  second  tous  les  termes  U, 
appelons  T„  le  premier  membre  de  la  relation  ainsi  écrite,  et  dési- 


'     Œuvres  complètes,  t.  V,  p.  265. 
M    cellanea  aiialjtica. 
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gnons  par  i  le  plus  fort  exposant  de  n  dans  les  polynômes  entiers 
en  n  qui  multiplient  les  termes  U.  Soient  d'ailleursy(x)  =  o  l'équa- 
tion génératrice  de  la  série  récurrente  U  et  ç(.r)  =  o  l'équation 
génératrice  de  la  série  récurrente  dont  la  loi  serait  T„  =  o,  série 
qu'il  faut  se  garder  de  confondre  avec  la  série  récurrente  Y . 

Si  nous  désignons  par  a  l'une  des  racines  de  l'équation  généra- 
trice /UN  =  o  et  par  a  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine,  la 
relation  donnée  peut,  comme  on  le  sait,  s'écrire  de  la  manière  sui- 
vante : 

T,  =  S.+  £.(ii)a% 

ia(n)  étant  un  polynôme  entier  en  n  du  degré  a  -f-  i —  i,  et  S„  re- 
présentant la  somme  des  termes  analogues  à  £a(n)a"  qui  corres- 
pondent aux  racines  autres  que  a. 

Remplaçons  n  par  n  —  i,  nous  trouvons  immédiatement 

T„_,  =  S„_,  —  £a  «  —  i)a—1. 

Retranchons  membre  ta  membre  cette  équation,  multipliée  préa- 
lablement par  «,  de  l'équation  qui  précède,  nous  arrivons  à  l'équa- 
tion 

T„  —  rtT„_,  =  (S„  —  «S„_,  )  +  A;«  11  —  I    <i", 

en  laquelle  S„ —  #S„_j  est  de  même  forme  que  S„  ;  où  A£a(/z  —  1), 
différence  première  de  ca[n  —  1),  est  encore  un  polynôme  entier 
en  ;?,  mais  du  degré  a  -h  i  —  2  seulement,  et  où  la  série  récurrente 
définie  parla  loi  ï„ — aTn_x  =  o  a  évidemment  pour  équation  gé- 
nératrice l'équation 

<?[x)  {x  —  a)  =  o. 

Si  nous  répétons  l'opération  que  nous  venons  d'effectuer  a.  -\~i  —  1 
fois  encore,  nous  sommes  conduits  à  la  relation 

*.  =  *.. 

en  laquelle  S',  est  de  même  forme  que  S„,  mais  où  le  terme  en  n"  a 
complètement  disparu,  il  suit  d'ailleurs  évidemment  de  ce  qui  pré- 
cède que  l'équation  génératrice  de  la  série  axant  pour  loi  T|,  =  o 
n  «  si  autre  que  l'équation 

tp  x     1        tt 
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De  là  cette  première  conséquence  que,  quand  on  fait  disparaître 
la  racine  a,  le  premier  membre  de  l'équation  génératrice  y(x)  =  o 
est  multiplié  par  [x  —  a.ja+i. 

Si  donc  on  désigne  par  a,  è,  c,  •  .  . ,  /  les  racines  de  /"(•£")  =  o, 
par  a,  (3,  y,  .  .  .,  À  les  degrés  de  multiplicité  respectifs  de  ces  ra- 
cines, et  qu'en  opérant  comme  précédemment  on  les  fasse  dispa- 
raître toutes,  l'équation  génératrice  s  .r— o  sera  remplacée  par 
l'équation 

f(x    x  —  rt;*+'  x  —  b  *+'  x  —  c  •"*"' ...  x  —  /  X_H       o, 

que  1  on  peut  écrire 

#(x)  étant  le  quotient  de  f{x)  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  J  <  x)  et  sa  dérivée. 

Cette  équation  génératrice  finale  est  évidemment  l'équation  gé- 
nératrice cherchée  de  la  série  récurrente  V  .  Donc  on  peut  énoncer 
le  résultat  suivant  : 

Pour  obtenir  les  racines  de  V équation  génératrice  de  la  série 
récurrente  \  .  il  suffit  de  prendre  :  i°  les  racines  de  l'équation 
q,(x)  =  o  chacune  avec  son  degré  de  multiplicité  ;  i°  les  racines 
de  l'équation  /(•*')  =  o.  en  augmentant  le  degré  de  multiplicité 
de  chacune  d'elles  du  nombre  entier  constant  i. 

III.  On  peut  se  poser  le  même  problème  d'une  manière  plus  gé- 
nérale, en  supposant  que  la  relation  linéaire  et  homogène  donnée 
présente  des  termes,  non  plus  de  deux  séries  récurrentes  Y  et  U 
seulement,  mais  d'un  nombre  quelconque  de  séries  récurrentes  V, 
l  .  1  .  S,  Tl les  termes  \  avant  toujours  des  coefficients  con- 
stants et  tous  les  autres  étant  multipliés  par  des  polvnômes  entiers 
en  n.  On  supposera  alors  connues  les  équations  génératrices  de 
toutes  les  séries  autres  que  la  série  "\  ,  et  l'on  se  proposera  d'en  dé- 
duire celle  de  cette  dernière  série. 

En  raisonnant  comme  dans  le  problème  particulier  qui  précède. 
on  serait  conduit  très-facilement  à  une  solution  nouvelle,  ne  diffé- 
rant  de  la  précédente  qu'en  un  seul  point,  à  savoir  :  que  le  poly- 
nôuie  /  .<  v  serait  remplacé  parle  plus  petit  commun  multiple  de 
ton-  les  polynômes  constituant  les  premiers  membres  des  équations 
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génératrices  connues,  c'est-à-dire  des  équations  génératrices  corres- 
pondant aux  séries  récurrentes  autres  que  la  série  \  . 

Par  conséquent,  si  l'on  conserve  à  y(x)  et  à  i  leurs  significations 
du  problème  précédent,  qu'on  désigne  par  F(x)  le  plus  petit  com- 
mun multiple  dont  nous  venons  de  parler,  et  par  G(x)  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  F(x)  et  sa  dérivée,  l'équation  génératrice 
cherchée  de  la  série  V  sera  l'équation 

o>x  F  x  G'  >x  =  o. 

Il  est  bien  évident  d'ailleurs  que,  dans  beaucoup  de  cas  parti- 
culiers, cette  équation  génératrice  pourra  être  remplacée  par  une 
équation  plus  simple;  mais,  dans  chacun  de  ces  cas,  ces  simplifi- 
cations seront  si  faciles  à  elïèctuer  qu'il  est  inutile  d'en  présenter 
ici  une  étude  spéciale. 

IV.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  constamment  supposé 
la  relation  donnée  homogène  par  rapport  aux  termes  des  séries  ré- 
currentes. On  pourrait  généraliser  encore  notre  problème  en  sup- 
posant que  cette  relation  contint  une  partie  indépendante  de  ces 
termes.  Si  l'on  suppose  que  cette  partie  indépendante  soit  simple- 
ment un  polynôme  entier  par  rapport  à  n  et  «à  des  exponentielles 
de  la  forme  a'\  le  problème  pourra  encore  se  résoudre  comme  le 
précédent. 

Alors,  en  effet,  cette  partie  indépendante  est  justement  l'expres- 
sion développée  du  terme  général  d'une  série  récurrente,  et,  de 
cette  expression  développée,  se  déduit  immédiatement,  comme  on 
le  sait,  l'équation  génératrice  de  cette  série.  Le  cas  actuel  rentre 
donc  dans  le  précédent,  et,  par  suite,  il  ne  nécessite;  point  une  étude 
nouvelle. 

\  .  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  et  de  généraliser 
est  un  problème  d'une  réelle  importance.  Les  développements  d'un 
grand  nombre  de  fonctions  présentent,  en  effet,  comme  nous  l'avons 
établi  f1),  des  coefficients  qui  sont  des  termes  de  séries  récurrentes. 
Trouver  les  formes  générales  de  ces  coefficients,  c'est,  en  définitive, 


)  Complet  rendus  de  V 'Académie des  Sciences,  séance  du   19  octobre  1877. j 
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trouver  les  équations  génératrices  de  ces  séries,  et  il  est  évident 
que  la  solution  du  problème  actuel  facilite  beaucoup  la  détermina- 
tion de  ces  équations. 


Note  sur  un  théorème  relatif  au  déplacement  d'une  figure  plane 
dans  son  plan  ;  par  M.  H.  Léavté. 

(Séance  du  10  avril  1878.) 

Le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  ici  est  le  suivant  : 

Lorsqu'une  figure  plane  se  déplace  dans  son  plan  suivant  une 
loi  quelconque,  si  l'on  considère  à  un  instant  donné  tous  les  points 
situés  sur  une  droite  quelconque  issue  du  centre  instantané  de  ro- 
tation, les  diamètres  des  trajectoires  que  décrivent  ces  jyoints  à 
l'instant  considéré  enveloppent  une  conique  inscrite  dans  letriangle 
rectangle  formé  par  le  diamètre  de  la  circonférence  des  inflexions 
issu  du  centre  instantané  de  rotation,  par  la  droite  considérée  et 
par  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  son  point  d'in- 
tersection avec  la  circonférence  des  inflexions. 

Soient  C  le  centre  instantané  de  rotation,  O  le  centre  de  la  cir- 
conférence des  inflexions,  A  le  point  de  cette  circonférence  diamé- 
tralement opposé  à  C,  CM  la  droite  considérée,  M  un  point  quel- 
conque de  cette  droite,  MP  le  diamètre  de  la  trajectoire  de  M, 
y  l'angle  que  forme  ce  diamètre  avec  CM,  m  le  point  de  rencontre 
de  CM  avec  la  circonférence  des  inflexions,  P  le  point  de  rencontre 
du  diamètre  MP  avec  la  perpendiculaire  m  A  à  CM,  x  la  lon- 
gueur Mm,  y  la  longueur  /?*P,  a  le  diamètre  de  la  circonférence 
des  inllexions,  p  le  rayon  de  courbure  en  M  de  la  trajectoire  de  M, 
v  l'aie  de  cette  trajectoire,  /•  la  longueur  CM. 

On  a 

^tangy, 

et  comme,  d'après  une  propriété  connue, 

dp       D 

ds  ' 
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on  en  déduit 

r i  dp 

x       3  ds 

Mais  on  sait  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  est  donné 

par 

r» 

P= 7  i 

/■  —  a  cos  6 


on  a 


donc 


dp  = — -  [(' /•  —  a  cos  9)  dr  +  r  cos  0  da  —  ra  si n  9  d9] . 

[r—acosB,21^  J 

Il  faut  calculer  les  quantités  dr,  da  et  d9. 

Or,  à  l'instant  qui  suit  l'instant  considéré,  le  point  O  est  venu 
en  O',  le  point  C  en  C;  la  droite  O'C  coupe  la  droite  CA  en  un 
point  B,  et,  si  l'on  représente  par  v.  l'angle  de  00'  avec  CC,  par 
de  la  longueur  CC,  par  b  la  longueur  CB,  on  a 

dr  =  —  dcsin9, 

da       r.f,,    .  j   a  -+-  ">-h 

—  =  00  sin  y.  -—  de ; — -  tanga, 

2  20 

dO  =  -  [ CBC  4-  CMC )  =  —  de  U  +  ^î\. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dp,  on  trouve 
rdc 


dp 


r —  acosV}' 

•    /i        ^         a—b.,         a  -h  2  />  \ 

X    3  a  sin  0  cos 6  -+-  r — . —  sinO  +  r ; —  cosu  tans: y.)  . 

b  b  } 


Remarquons  maintenant  que  l'angle  dont  tourne  la  figure  pour 

passer  de  la  position  correspondant  à  C  à  la  position  correspondant 

,  ^,        de 

a  L  est  — ■>  et  que,  par  suite, 
a  i      '  x 

,  de 

ds  —  r  —  : 
a 

on  a  alors 


dp  a 

os'j  J 

i^tangaj , 


ds  r  —  aajï'j  - 


.    ,         ,          a       b   .    ,          a  -+-  o.b 
3  a  si  n  0  cos  0  +  r  — . —  sin  6  -!-  r  — cos  ! 
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ou  encore 

dp        a  „ 

-r  =-         \x  —  B    . 

as      x< 

en  posant 

,        n—  h  a-hib        . 

A  =  — , —  sin6  H : —  cosv  lon^a, 

o  i» 


_          a  -4-  ib  cosQsin  5  -4-  a 
K  =  «  — v • 

o  cosa 

Les  quantités  A  et  B  sont  des  constantes  à  l'instant  considéré,  car 
<7,  b  et  a  sont  les  mêmes  à  cet  instant  pour  tous  les  points  de  la 
figure,  et  8  a  la  même  valeur  pour  tous  les  points  de  la  droite  CM. 

En  portant  cette  valeur  de  — f-  dans  —  >  on  a 
L  as  x 

xy Az-^B 

~t  ~        3  ~  ' 

Les  points  M  et  P  décrivent,  par  conséquent,  deux  divisions  homo- 
graphiques,  et,  dès  lors,  le  diamètre  MP  enveloppe  une  conique 
tangente  aux  deux  droites  CM  et  /«P. 

Si  maintenant  nous  cherchons  le  diamètre  de  la  trajectoire  du 
point  C  considéré  comme  un  point  marqué  de  la  figure  mobile, 
c'est-à-dire  si  nous  cherchons  la  valeur  de  tangy  pour  x  égal  à 

—  a  cos0, 
nous  avons,  puisque  /•  est  nul. 

tangy  =  -  3rt  sinS  cos5  =  langS; 

'        3  a'cos-b 


le  diamètre  du  point  C  est  donc  CA,  et  par  suite  la  conique  trouvée 
est  tangente  à  cette  droite  CA,  ce  qui  complète  le  théorème  énoncé. 
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Sur  diverses  fur  mules  récurrentes  concernant  les  diviseurs 
des  nombres  entiers;  par  M.  Haxphes. 

(Séances  du  10  et  du  >|  avril  1878.) 

1.  J'ai  communiqué  précédemment  à  la  Société  (*)  deux  for- 
mules analogues  à  celle  d'Euler  concernant  les  sommes  des  diviseurs 
des  nombres  entiers.  Comme  la  formule  d'Euler,  ces  nouvelles  for- 
mules, et  beaucoup  d'autres  encore,  se  déduisent  facilement  des 
deux  identités  suivantes,  dues  à  Jacobi  (2)  : 

[  (  I  —   qV-i")"-'"  )  (  [  —  q(u-,)n+m        !  _   ^u,     _      \      | ■  _  ,  y  gni'-+mi  ^ 
j  =  i  i=— * 

I  =  ao  i  =  +  ce 

J(i  -H  gi^-O— )  (i  -4-  g(*-0*+-]  (1  —  q™)  —    Y   ç»'s+»»' . 

1  =  1  i =  —  « 

Sans  faire  appel  à  ces  deux  formules,  je  me  propose  actuellement 
d'obtenir  par  des  considérations  purement  arithmétiques  les  résul- 
tats arithmétiques  qu'on  en  peut  faire  découler.  On  pourra  juger 
que  les  considérations  très-simples  dont  je  vais  faire  usage  équi- 
valent entièrement  aux  formules  de  Jacobi,  quand  on  verra  que  ces 
dernières  peuvent  à  leur  tour  s'en  déduire. 

Des  formules  de  Jacobi  on  peut  aussi  tirer  divers  résultats  re- 
latifs à  la  partition  des  nombres,  notamment  de  la  première  des 

deux  formules  pour  le   cas  particulier  n  =  —  >   m=->   cas  dans 

lequel  on  a 

—  00 

Ce  résultat  avait  été  trouvé  par  Euler,  qui  en  avait  déduit,  eu  pre- 
mier lieu,  la  célèbre  formule  récurrente  concernant  les  sommes  de 
diviseurs  et,  en  second  lieu,  cette  propriété  :  Le  nombre  des  parti- 
tions d'un  entier  a  en  un  nombre  pair  de  parties  positives  et  iné- 
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gales  est  supérieur  d'une  unité,  ou  inférieur  d  une  unité,  ou  bien 
précisément  égal  au  nombre  des  partitions  du  même  entier  a  en 
un  nombre  impair  de  parties  positives  et  inégales,  suivant  que  a 

j      ,       r  j(3/  +  l)  ,       ,        r  ï(3l  —  l)  j.  , 

est  de  la  forme ou  de  la  forme   — 5   ou  bien  n  est. 

J  2  2 

d'aucune  de  ces  deux  formes. 

Cette  proposition  a  été  démontrée  directement  par  Jacobi  (M. 
Je  ne  m'en  occuperai  pas  ici;  si  j'en  parle  actuellement,  c'est  pour 
rectifier  une  légère  erreur  qui  s'est  glissée  à  ce  propos  dans  la  belle 
édition  des  Mémoires  arithmétiques  d'Euler  (2).  Le  commentateur 
y  cite  Jacobi  comme  ayant  démontré  d'une  manière  élémentaire  la 
loi  tout  extraordinaire  des  nombres  par  rapport  à  la  somme  de 
leurs  diviseurs,  et  renvoie  au  Mémoire  dans  lequel  Jacobi  démontre, 
non  pas  cette  loi,  mais  le  théorème  de  partitions. 

Une  démonstration  arithmétique  de  la  loi  d'Euler  était  donc 
encore  à  trouver,  et  c'est  cette  démonstration  que  je  vais  faire  ici. 

2.  Mon  analyse  se  fonde  sur  deux  propriétés  d'une  équation  in- 
déterminée. Je  considère  les  deux  équations  suivantes  : 

(1)  a  —  x2=[b — a?)j, 

(2)  a  —  x'2=(x'—b)/. 

Toutes  les  lettres  représentent  des  nombres  entiers  : 
a  et  b  sont  donnés  et  positifs; 
y  et  r'  doivent  être  positifs  et  impairs  5 
x  et  a/  doivent  être,  en  valeur  absolue,  inférieurs  à  \Ja. 
Pour  résoudre  en  nombres   entiers  les  équations  (1)  et  (2),  on 

les  écrira 

a  —  h'.  ,       a— h* 

Soient  d  et  0'  des  diviseurs  de  [a  —  b2)  et  3t,  o\  les  diviseurs 
complémentaires.  Les  solutions  seront  comprises  dans  les  formules 

x  =  b  —  0,      y  =       264-0,  —  ô, 
x'=b  +  o',    r'z=—2b-hoJl—d'. 


(')  Mathematische  Jf'erke,  t.  I,  p.  3.'|j. 

('•)  L.  Euleri  Commentationes  arithmeticce  collectée.  Saint-Pétcrsbour};.   1 8 jy ,  t.   I. 
p.  ux  de  l'Avertissement. 
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Il  s'agit  de  distinguer,  parmi  ces  solutions,  celles  qui  satisfont  aux 
conditions  imposées  : 

i°  y  et  y'  doivent  être  impairs;  donc  dr  et  (J,  ainsi  que  3*,  et  J', 
doivent  être  de  parités  opposées;  donc,  tout  d'abord,  il  n'y  a  pas 
de  solution  si  a  et  b  sont  de  parités  opposées.  Si  maintenant  a  et 
b  sont  de  même  parité,  (a  —  b~)  est  pair,  et  il  faudra  choisir  pour 
J,  ainsi  que  pour  <?',  soit  un  diviseur  impair,  soit  le  complément 
d'un  diviseur  impair;  cela  fait,  y  et  y'  seront  impairs. 

2°  y  et  y'  doivent  être  positifs,  et  .r2,  x'1  inférieurs  à  a.  Sur  les 
équations  proposées,  on  voit  qu'on  peut  remplacer  cette  double 
condition  par  celle-ci  :  x~  et  x12  doivent  être  inférieurs  à  a,  et 
{b  —  x)  et  {x' —  b)  doivent  être  positifs.  On  prendra  donc  3  et  3' 
positifs,  et  il  restera  à  assurer  les  inégalités 

x-<^a,     x'l<^a, 
qui  donnent  lieu  aux  suivantes  : 

(3)  b  —  Jâ<à<  b  +  \fâ, 

(4)  è'<sfà-b. 

Ici  il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas  suivant  le  signe  de  («  —  b9). 
En  premier  lieu,  si  b  est  supérieur  à  y/rt,  la  seconde  inégalité  ne 
peut  être  satisfaite  puisque  3' doit  être  positif.  L'équation  (2)  n'a 
donc  pas  de  solution  satisfaisant  aux  conditions  imposées.  A  l'égard 
de  l'équation  (1),  la  première  inégalité  limite  les  diviseurs  qu'il 
faut  choisir;  mais,  si  3  satisfait  à  ces  inégalités,  son  complément  3t 
(pris  positivement)  y  satisfait  aussi,  attendu  que  le  produit  des  deux 
limites  est  (Z>2 — «),  c'est-à-dire  33^ 

Donc,  en  désignant  par  a  un  diviseur  impair  quelconque  de 
(Z>2 — a),  satisfaisant  à  (3),  et  par  3j  son  complément,  on  aura  les 
solutions  de  (1)  par  couples,  comme  il  suit  : 

x  =  b  —  d,     y  =  zb —  (0,-j-ô), 
x,=  b  —  d,,    yx—ib  —  (3,  -1-3). 

Et,  comme  3  et  3t  sont  de  parités  opposées,  on  peut,  en  réunissant 
sous  un  même  signe  sonimatoire  toutes  les  solutions,  conclure  les 
deux  égalités  suivantes  : 

2(-   ■  ■      o,    2(—  i)*y=  o. 
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En  second  lieu,  si  b  est  inférieur  à  y  a,  la  limite  inférieure  dans    3 
doit  être  remplacée  par  zéro.  Soit  alors  A  un  diviseur  de  (a  —  b~  ) 
compris  entre  zéro  et  la  limite  (4).  On  pourra  le  prendre  à  la  fois 
pour  a  et  pour  ô',  et  l'on  aura  simultanément 

x  =  h  —  A,     y—      ib  ~  A, —  A, 
.r'=:6  — A,     y'z= —  26-t-Ai — A; 

d'où,  à  l'égard  de  ces  solutions,  les  égalités 

v  _I)*r  +  2(_,)*'jr'=2(_1  »2(— i)A(A,  — A). 

Quant  aux  diviseurs  0  de  (a  —  b~)  compris  entre  la  limite  (4)  et  la 
limite  supérieure  (3),  chacun  d'eux  fournit  une  solution  de  (1); 
mais,  comme  tout  à  l'heure,  chacun  d'eux  a  son  complémentaire 
compris  entre  les  mêmes  limites.  Alors,  en  désignant  par  0  un  cl  i— 
\  iseur  impair,  on  a  deux  solutions  à  la  fois  : 


x  =  h  — 

0, 

y       ?  b  - 

x  =  b  — 

o,, 

y=z  ib  ^ 

-  0  —  ô,, 

et  ces  solutions  vérifient  les  égalités 


•-' 


(6)  2(— i)*=o,    2(— i)*j  =  a  -1  »+-2;ô,-  ô  . 

Ajoutons  la  première  de  ces  deux  égalités  membre  à  membre  à  la 
première  des  égalités  (5),  et  concluons 

(7)  z,(-i)*-2(-iy  =  o, 

les  signes  sommatoires  s'appliquant  maintenant  à  toutes  les  solu- 
tions de  (1)  et  (2).  On  peut  envisager  cette  égalité  (7)  comme  s'ap- 
pliquant aussi  au  cas  précédent  [b  —  cr^>o).  Elle  exprime  donc 
une  propriété  générale  des  équations  (1)  et  (a). 

Combinons  de  même  la  deuxième  égalité  (5)  et  la  deuxième  éga- 
lité (6).  Dans  (5)  distinguons  les  diviseurs  impairs  par  la  lettre  A, 
et  les  diviseurs  pairs  par  la  lettre  A'.  Soient  At  et  A',  leurs  complé- 
ments respectifs^  At  est  pair  et  A'(  impair.  J'écrirai  alors  la  combi- 
naison obtenue  de  la  sorte 

2(-ih'+2[-i)'V      2       i;i+,2(ô,      à  +  A,  —  A      A'—  A',  . 
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Ici  iï  est  un  diviseur  impair  compris  entre  \\Jci  —  b)  et  y\Ja  -+-  &), 
A  un  diviseur  impair  compris  entre  zéro  et  y\fa —  Z>),  A'  un  divi- 
seur impair  dont  le  complément  est  compris  entre  ces  deux  der- 
nières limites 5  donc  A'  est  lui-même  supérieur  à  [\Ja~\-  b).  Donc 
la  somme  des  nombres  ( 5  -f-  A  -f-  A'(  )  se  compose  de  tous  les  divi- 
seurs impairs  de  (a —  Z>2).  En  désignant  donc  par  o  un  diviseur 
impair  quelconque  et  par  $,  son  complément,  on  peut  écrire 

2(-  i)y+  2(-  i)*y  +  ^  ;- ij*2(d,-  ^  =  o. 

Je  désigne  parP(oo)  la  somme  des  diviseurs  pairs  du  nombre  w,  on 

a  manifestement 

a2(3,-d)  =  P(a-  6J); 
donc  enfin 

(8)  2(-  i)v  +  2(-  i)^r'  +  (-  O*  P(«  - 62)  =  °- 

De  même  que  (7),  cette  égalité  peut  être  appliquée  aussi  au  cas  où 
(«  —  b%)  est  négatif,  sous  la  convention  que  P(co)  se  réduise  à  zéro 
quand  co  est  négatif.  Pour  qu'il  n'y  ait  aucune  restriction,  il  faut 
encore  examiner  ce  que  deviennent  les  égalités  (7)  et  (8)  dans  le 
cas  singulier  où  (a  —  b2)  est  nul,  cas  auquel  l'analyse  précédente 
ne  s'applique  pas,  puisqu'elle  repose  sur  la  considération  des  divi- 
seurs de  (a  —  b~). 

Les  équations  étant  prises  sous  leur  seconde  forme,  remarquons 
qu'on  ne  peut  annuler  (b  —  x)  ou  [pd —  b)  5  car  alors  la  condition 
ar2<^«,  x/2<^«ne  serait  pas  respectée.  Les  équations  se  réduisent 

donc  à 

y=zb-hx,    y' = — {b-r-x'). 

La  seconde  est  impossible,  y'  devant  être  positif,  et  x/  inférieur  en 
valeur  absolue  h  b.  La  première  admet  les  solutions 

b, 
y=     1,  3,  5,       ...,       26  —  1. 

et  l'on  a 


x  —  I 

-b, 

3-b,  5 

-b, 

....  (26-,) 

r= 

f, 

3, 

5, 

. . .,      26  —  1 

2(-i)- 

—  (  — 

1  )*+«&, 

2(-o*r 

■     . 

i)i+tb\ 

Si  maintenant  on  observe  que  le  cliangcment  de  b  en  —  &,  accom- 
pagné du  changement  de  signe  de  xj  permute  entre  elles  les  équa- 
vi.  12 
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tions(i)  et  (2),  on  peut  faire  disparaître  la  coudition  que  b  soit 
positif  et  résumer  toute  cette  analyse  ainsi  : 

Lemme  I. —  Soient  a  et  b  des  entiers  donnés,  le  premier  positif, 
puis  x  et  x'  des  entiers  positifs  ou  négatifs  inférieurs  en  valeur 
absolue  à  \ja,  et  y,  y  des  entiers  positifs  et  impairs,  choisis  de 
toutes  les  manières  possibles  pour  satisfaire  aux  égalités 

a  —  x"-  =  b  —  x  y,     a  —  x'2  —  {%'  —  b)yJ . 

Soit  aussi  P  (w)  la  somme  des  diviseurs  positifs  et  pairs  de  l'entier 
positif  u>,  quantité  que  l'on  réduit  à  zéro  si  a)  n'est  pas  positif. 
i°  Si  (a  —  b2)  n est  pas  nul,  on  a 

1  —  1)*—  2  —if=zot     1  —\fy+-2  -i)*>'H r)*P(a— b*)=o. 

20  Si  (a  —  b%)  est  nul,  on  a 

2(—  1}*—  2  -iy=  -ib-b,     1  -^-^(—ïj-y  =(_,)*+•&>, 

3.  Tout  à  L'heure  je  transformerai  cet  énoncé  de  manière  à  l'ap- 
proprier à  toutes  les  conséquences  que  j'ai  en  vue  d'obtenir;  mais 
je  vais  tout  d'abord  exposer  les  conséquences  qu'on  peut  en  tirer 
sous  cette  forme  même. 

Théorème  I.  —  Soitf(z)  une  fonction  impaire  :  que  l'on  fasse 

t  a xi  \ 

la  somme  des  expressions  ( — l)xf\ H  x  1   en  y  prenant 

pour  x  tous  les  nombres  entiers  compris  entre  la  racine  carrée 
négative  et  la  racine  carrée  positive  de  l'entier  <?,  et.  pour  y  tous 
les  diviseurs  positifs  et  impairs  de  [a  —  x2).  Celte  somme  est  nulle 
si  a  n  est  pas  un  carré  ;  et,  si  a  est  un  carré,  elle  est  égale  à 

(-!)■+•  l/5/(Va). 

Pour  prouver  ce  théorème,  ramenons  dans  chaque  terme  de  la 
somme  l'argument  de  la  fonction  y  «à  être,  par  exemple,  positif,  ce 
qui  se  peut,  puisque  cette  fonction  est  impaire.  Cherchons  mainte- 
nant le  coefficient  de  f(b),  b  étant  un  entier  positif  quelconque. 
Pour  avoir  f  (&),  il  faudra  poser  l'une  ou  l'autre  des  deux  égalités 

a  —  x-                .        a  —  x2  . 
-4-  x  =  b, h  x  =  —  o. 

y  r 
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Eu  égard  au  double  signe  que  peut  prendre  x,  on  voit  que  ces  deux 
équations  coïncident  avec  (i)  et  (2)5  donc  le  coefficient  de  f{b) 
dans  la  somme  est  précisément  2( — i)x — Sf — i)r',  c'est-à-dire 
zéro,  sauf  si  a  =  b% .  Cette  dernière  circonstance  se  présente  si  a 
est  un  carré  et  qu'on  choisisse  b  =  Ja.  Dans  ce  cas,  d'après  le 
lemme,  f  (b)  a  le  coefficient  ( —  i)h+l  b\  donc  le  théorème  est  entiè- 
rement démontré. 

4.  Voici  l'exemple  le  plus  simple  du  théorème  I;  nous  l'obtenons 
en  posant  f{z)  =  z.  Dans  la  somme,  réunissons  deux  à  deux  les 
termes  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  x\  alors 

„(a  —  x"1          \        „la  —  x2         \          a  —  x2 
/ hx\-\-f[- x    =2— 

\   y         1       V  y         J         y 

La  somme  des  divers  termes  relatifs  à  une  même  valeur  de  x  est 
ainsi  le  double  delà  somme  des  diviseurs  de  [a — -x2),  dont  les 
compléments  y  sont  impairs. 

Ainsi,  en  désignant  par  C(w)  la  somme  des  diviseurs  de  w  dont 
les  compléments  sont  impairs,  on  a 

C[a)  —  2C(«  —  1)  +  2C(a  —  4)  —  2C  (a  —  9) . .  ,zhnC(a  —  ri1)  =  o, 

si  a  n'est  pas  un  carré.  Si,  au  contraire,  a  est  un  carré,  le  prenne r 
membre  est  égal  à  ( —  i)a+1  a.  La  somme  doit  être  prolongée  jus- 
qu'au dernier  nombre  positif  (a  —  ri2). 

On  peut  encore,  à  la  manière  d'Euler,  écrire 

C(«)=--2[C(«-i)-C(«-4)...±:C(«-;i5)  ...], 

en  convenant,  si  a  est  un  carré,  de  pousser  jusqu'à  C(o),  qu'on 

remplacera  par  -  a. 

C'est  précisément  une  des  formules  que  j'ai  déjà  communiquées 
à  la  Société.  J'ai  fait  remarquer  qu'on  peut  en  faire  découler  les 
lois  de  la  décomposition  des  nombres  premiers  en  sommes  de  deux 
carrés-,  je  répète  ici  cette  remarque,  qui  s'applique  aussi  aux  dé- 
compositions en  trois  carrés. 

Si  a  n'est  pas  carré,  le  terme  -  a  n'existe  pas  dans  la  parenthèse  ; 

donc  C(rz)  est  pair. 

Si  a  n'est  ni  carré  ni  somme  de  deux  carrés,  alors,  en  outre, 

12. 
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aucun  des  nombres  [a  —  n~)  n'est  carré;  tous  les  ternies  dans  la  pa- 
renthèse sont  pairs,  et  C(a)  est  divisible  par  4« 

Si  a  n'est  ni  carré  ni  somme  de  deux  ou  trois  carrés,  alors,  en 
outre,  aucun  des  nombres  (a  —  rr)  n'est  somme  de  deux  carrés,  et 
tous  les  termes  de  la  parenthèse  sont  divisibles  par  4;  donc  C[a) 
est  divisible  par  8. 

Si  maintenant  a  est  premier,  C  (a)  est  égal  à  («+]'  ;  donc  : 

i°  Un  nombre  premier  non  décomposable  en  somme  de  deux 
carrés  est  de  la  forme  (/[ni  —  i)  ; 

2°  Un  nombre  premier  non  décomposable  en  somme  de  deux  ou 
trois  carrés  est  de  la  forme  (  8r?i  —  î  ). 

Donc  inversement  : 

i°  Tout  nombre  premier  {^m  H-  i)  est  somme  de  deux  carrés-, 

2°  Tout  nombre  premier  (8/?2  -+-  3)  est  somme  de  trois  carrés. 

5.  Si  l'on  fait  f{z)  =  ~3,  le  théorème  I  donne  une  formule  ré- 
currente pour  la  somme  C3(a)  des  cubes  des  diviseurs  de  a  dont  les 
compléments  sont  impairs,  savoir  : 

C3(«)  —      2[C3(a—  i)—    Cs(a— 4)--   —    C3(rt  — n2)...] 
+  6[C  («  —  i)  —  aC  [a  —  4). .  .±nÇ  [a  —  n). .  .], 

à  quoi,  si  a  est  un  carré,  il  faut  ajouter  le  terme  complémentaire 
( — i)"+1rr.  On  peut  multiplier  les  exemples  analogues  et  en  con- 
clure que  le  théorème  I  permet  de  calculer,  par  voie  de  récurrence, 
les  diviseurs  mêmes  des  nombres  5  mais  on  peut,  à  cet  effet,  obtenir 
une  formule  simple  en  posant  f  [z]  =  or —  y.~~~ .  On  a  alors 

—  az+x—  a---'r-f-  olz~x  —  or2*1  =  («*  —  oTz)  {ax  +  or*). 

En  conséquence,  si,  de  toutes  les  manières  possibles,  on  pose 

a=  (  2  /f  H-  1  )  /?, 

A~  et  p  étant  positifs,  et  que  l'on  fasse  U(rt)  =  E(ap — x~p)i  la- 
jonction  U(rt)  satisfait  à  la  formule  récurrente 

U(a)  =  (a+i)u(a-I)-(«'+^U(a-4)  +  ... 
H_  (_  !)»+(  L»  +  2_)  u  [a  _»•)+..., 
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dans  Laquelle,  si  a  est  un  carré,  le  terme  correspondant  à  ri*  =  a 
doit  être  remplacé  par  ( —  i  )"+l  \Ja  (  yfa —  a-v/"  ) . 

6.  Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  divise  tous  les  termes  par 
(a )  et  qu'on  prenne  ensuite,  dans  les  deux  membres,  le  coeffi- 
cient de  a'",  on  obtient  le  résultat  suivant  : 

Soit  V  («,  m)  le  nombre  des  diviseurs  impairs  de  a  qui  sont  in- 
férieurs à —  •,  cette  Jonction  numérique  satisfait  à  la  formule 
récurrente 

V(«,  m)  =     V(a  —  i,  m  —  i)  —  V(a  —  4>  »*  —  2). . . 
h-  (—  1  )"-*-  V  [a  —  n\  m  —  n) .  . . 
-4-  V  [a  —  1 ,  m  -+-  r  )  —  V  [a  —  4,  m  -h  2  ) .  . . 
-h(—  i)n+,V(rt  —  n\  m  +  n) 

Dans  la  première  ligne,  le  nombre  (m  —  n)  doit  toujours  être  pris 
positivement.  Si  a  est  un  carré,  que  m  soit  inférieur  à  \ja  et  en 
difjere  d'un  nombre  impair,  les  deux  termes  correspondant  à 
7^2  —  a  doivent  être  remplacés  par  ( — i)n+i\Ja.  Dans  les  autres 
cas,  la  formule  se  termine  aux  deux  termes  pour  lesquels  (<7  —  /r) 
a  la  plus  petite  valeur  positive  possible. 

Par  exemple,  pour  m  =  o,  on  a 

V(a,  o)  =  2[V(a  — 1,1)—  V{a  —  4,  a)...+  (—  i)'1+1V(a  —  »',«)...], 

et  cette  formule  ne  comporte  un  terme  complémentaire  que  si  a 
est  un  carré  impair.  Ce  terme  complémentaire  est  alors  ^  a. 

Appliquons,  par  exemple,  cette  dernière  formule  au  nombre  ioi-, 
nous  devons  trouver  2  pour  résultat,  puisque  le  nombre  envisagé 
est  premier.  Ainsi  la  somme  des  termes  positifs  de  la  parenthèse 
doit  surpasser  d'une  unité  la  somme  des  termes  négatifs.  C'est  ce 
qu'on  vérifiera  par  le  tableau  suivant  : 
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Limite 

Nombre  de  ceux 
qui 

Nombre. 

des 
diviseurs. 

Diviseurs 
impairs. 

sont 
à  1 

inférieurs 
a  limite. 

V(«- 

• .  i 

=V(ioo5l  ; 

IOO 

100 
I 

1,  5,  i5 

3 

\[a- 

9-3  ! 

=V(  92,3 

92 

92 
3 

I,  23 

2 

Y[a- 

25,5  ) 

=V(  76,5  ) 

76 

76 

5 

1,19 

1 

Y{a- 

49' 7  ) 

=V(  52,7  ) 

52 

52 

7 

1,  i3 

1 

Y{a- 

8i,9 

=V(  20,9  ) 

20 

Total 

20 
9 

i,5 

1 
8 

Y{a- 

4,=  ; 

=V(  97^  ) 

97 

97 
2 

',97, 

1 

Y{a  — 

i6,4  ) 

=V(  85,4  ) 

85 

85 

4 

1,5,17,85 

3 

Y{a  — 

36,6  ; 

=V(  65,6  ) 

65 

65 
6 

1,  5,  i3 

2 

Y[a  — 

64,8 

=V(  37,8  ) 

37 

37 
8 

1,  37 

1 

V[a— 

IOO,IO 

=V(     i.io) 

Total    . 

1 
10 

1 

0 

7 

V(ioi,o)  =2(8  —  7)  =  2. 

7.  Je  n'ai  appliqué  jusqu'à  présent  que  la  première  partie  du 
lemme.  En  appliquant  la  seconde  partie,  j'obtiens  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  II.  —  Soit  F(x)  une  fonction  paire.  Onjait  la  somme 

des  quantités  ( —  i)xy  F  I —  ±  x  )  en  y  prenant  successivement 

pour  x  tous  les  entiers  inférieurs  à  la  racine  carrée  de  V entier  a, 
et  pour  y  tous  les  diviseurs  positifs  et  impairs  de  [a  —  x~).  On  y 
ajoute  la  somme 

£p(a)F(o)-f-  V  P(a-#')F(#), 
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dans  laquelle  P(«)  est,  comme  plus  haut,  la  somme  des  diviseurs 
pairs  de  a  si  a  est  positif,  et  zéro  dans  les  autres  cas. 

Si  a  n'est  pas  un  carré,  la  somme  obtenue  est  nulle.  Si  a  est  un 
carré,  la  somme  est  égale  à  (—  i)a+1  a  F  (  \Ja  ) . 

La  démonstration  se  fait  comme  pour  le  théorème  I.  Dans  la 
somme  envisagée,  le  coefficient  de  F(&)  est 

2(-  O'r +.?.(— 0*/r/+  !  -  0*p(«  —  &)> 

ce  qui,  d'après  le  lemme,  est  égal  à  zéro,  sauf  dans  le  cas  où 
b*  est  égal  à  a ;  donc  la  somme  est  zéro,  à  moins  que  a  ne  soit  un 
carré. 

Les  applications  les  plus  simples  que  l'on  puisse  faire  du  théo- 
rème II  conduisent  aux  formules  obtenues  précédemment  au  moyen 
du  théorème  I;  il  n'y  a  donc  pas  lieu  d'y  insister  pour  le  moment. 

8.  Je  vais  maintenant  considérer  les  équations  (1)  et  (2)  sous 
une  autre  forme.  J'envisagerai  les  deux  équations 

,    ,  A  —  nx"1 —  mx  , 

+  x  =  0, 


"  ny  -+-  m 

.     ,  A  —  nx'* — mx'  ,  , 

10 x'  =  —b, 

ny  —  m 

dans  lesquelles  b  est  un  entier  donné,  et  A,  rc,  m  sont  des  nombres 
donnés  quelconques,  entiers  ou  non,  n  essentiellement  positif  et 
supérieur  à  la  valeur  absolue  de  m.  Comme  précédemment,  x  et 
x?  doivent  être  entiers  et  astreints  aux  inégalités 

(11)  nx'-\-  mx  <i  A,     nx'2-\-  mx'<Z  A, 

et  y,  y'  doivent  être  entiers,  positifs  et  impairs. 

Les  équations  (9),  (10)  se  ramènent  immédiatement  aux  équa- 
tions (1),  (2).  Elles  s'écrivent,  en  effet, 

A  —  mb  =  n  [x2  —  xy  H-  by) , 
A  —  mb  =  n[x'i-\-  x'y' —  by'). 

Les  deux  quantités  entre  parenthèses  étant  des  nombres  entiers, 
les  équations  ne  peuvent  être  résolues  que  s'il  existe  un  nombre 
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entier  a  vérifiant  l'égalité 


A  —  mb 


na. 


Supposons  qu'il  en  existe  effectivement  un,  c'est-à-dire  que 
soit  un  nombre  entier;  alors  les  équations  se  réduisent  à 


A  —  mb 


n 


a  =  x* 
a  =  x' 


xy 
x'y' 


by'. 


Ce  sont  précisément  les  équations  (i)  et  (2).  En  second  lieu,  on  a 
A  —  n  x2  —  m  x 


y 
y' 


ny  -+-  m 

A  —  nx'2 —  mx' 
ny'  —  m 


=  (b  —x)y  : 
=  {x'-b)y'. 


x-, 


Puisque  j  et  y'  sont  tous  deux  égaux  au  moins  à  l'unité,  et  que  ira 
est,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  7?,  les  dénominateurs  [iiy  ■+-  /??.), 
{ny' — ni)  sont  positifs  comme  y  et  y'\  donc  les  inégalités  (1 1), 
imposées  à  x  et  Jt',  se  confondent  avec  les  inégalités  x2<^«, 
.r,2<«. 

En  conséquence,  la  résolution  des  équations  (9)  et  (10),  avec  les 
conditions  imposées  aux  inconnues,  coïncide  exactement  avec  celle 
des  équations  (1)  et  (2).  Je  peux  donc  appliquer  ici  l'énoncé  du 
lemme  I  convenablement  transformé,  et  dire  : 

Lemme  II.  —  Soient  A,  m,  n  des  nombres  quelconques,  le  der- 
nier positif  et  supérieur  à  la  valeur  absolue  du  second,  et  b  un 
nombre  entier.  Soient  aussi  y^y'  des  entiers  positifs  et  impairs, 
.r,  x'  des  entiers  devant  vérifier  les  inégalités 

nx2-]-  mx  <CA,     nx''-+-  mx'<i  A, 

ces  nombres  devant  être  choisis  de  toutes  les  manières  possibles 
pour  satisfaire  aux  équations 


A  —  nx2 


ny 


4-  x  =  b, 


nx1 —  mx 


ny'  —  m 


-b. 


r,  ,     ,  .A  —  nb2—  mb 

Ces  équations  ne  peuvent  être  résolues  que  si est  un 
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entier.  Cette  condition  remplie,  si  l'on  envisage  toutes  les  solu- 
tions, on  aura  les  relations  suivantes  : 

i°  Si  (A  —  nb2 —  mb)  n'est  pas  nul, 

2(-i)*-2(-iK  =  o, 

2(-.)'(»r  +  m)+2(-i)''(nr'-m] 

/        >a    n  /A —  nb2 — mb\ 
+  (— )4»P(—  —    -)=o. 

2°  &'  (  A  —  /zZr  —  77/Z»)  est  nul, 

2(-iy-zi-iy=<-i)^b, 

2[—  i)'{ny  +  m)  +2('—  i)*>r'  —  m)  ±=  [-  i)*"A. 

9.  Du  lemme  II  je  déduis  le  théorème  suivant,  généralisation 
du  théorème  I  : 

Théorème  III.  —  Soient  A,  /?z,  n  des  nombres  quelconques,  le 
dernier  positif  et  supérieur  à  la  valeur  absolue  du  second.  On 
fait  la  somme  des  expressions 

.       ,   j.  Ik  —  nxi—mx         \  .       .     ,  _/  A 

'.—  l'f[ T hx)       el      (—  0       /(* 


n  y  -h  m  j  "  \  ny  —  m 

f(z)  étant  une  fonction  quelconque,  et  les  entiers  x  et  y,  ce  der- 
nier positif  et  impair,  étant  choisis  de  toutes  les  manières  possibles 
pour  rendre  entier  l'argument  de  la  fonction.  Cette  somme  est 
nulle,  sauf  dans  le  cas  ou  il  existe  un  entier  a,  tel  que  A  soit 
égal  à  [n  a2  -+-  ;?7a) .  S'il  existe  un  pareil  entier,  la  somme  est  égale 
à  ( — i)tt+1ay(a).  S'il  existe  deux  pareils  entiers  a,/3,  la  somme 
est  égale  à  (  —  i  )*+1  «/(«)  -+-   —  i  )*+'  (3/(  (3  ) . 

On  prouvera  ce  théorème  en  remarquant  que,  b  étant  un  entier 
quelconque,  le  coefficient  def(b)  dans  la  somme  est 

les  sommations  s'appliquant  à  toutes  les  solutions  de  (9)  et  (10). 

10.  On  généralise  de  même  le  théorème  II  comme  il  suit  : 
Théorème  IV.  —  Dans  les  mêmes  conditions,  on  fait  la  somme 
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des  expressions 


A  —  nx* —  mx         \ 

ny  ■+■  m  j 


[—  i)>{ny4-m)f( 

.  ,  s  ni  k  —  nx7—  mx\ 

v        '  "  -  ' J  \  ny  —  m       J 

.        .      _.  [k —  nx7 — mx\  „,    . 
(-ifnVl^ jf(x). 

Cette  somme  est  nulle  ou  bien  égale  à  l'une  des  deux  quantités 

(-  i)-'/(a)A,     [(-  if» f[a)  +  (-  i?-'/((3)]  A. 

1 1 .  L'application  la  plus  simple  des  théorèmes  III  et  IV  consis- 
tera à  supposer  f[z)  =  i .  Le  théorème  III  conduit  ainsi  à  la  consé- 
quence suivante  : 

A  étant  un  nombre  positif  quelconque  donné,  ainsi  que  m,  n, 
ce  dernier  positif  et  supérieur  à  la  valeur  absolue  de  m,  on  pose 
de  toutes  les  manières,  k  et  k'  étant  des  entiers  non  négatifs,  et 
p,  p'  des  entiers  quelconques, 

fui  A  =  A  =    ,m 

^     '  n  (  2  k  -+- 1  )  H-  m      ?'     n  (  2  k'  -h 1  )  —  m       "  ' 


<?£  Z'o/?  désigne  par  D(A)  la  fonction  numérique  égale  à  l'excès 
du  nombre  des  solutions  de  la  première  équation  sur  le  nombre 
des  solutions  de  la  seconde.  Cette  fonction  satisfait  à  la  formule 
récurrente 

D(A)=      D(A  —  n  —  m)  —  1)(A-  4»  —  2m).  .. 

+  (—  i)*-*-'D(A  —  nx7  —  mx).  . . 

H-  D  (  A  —  n  -+-  m)  —  D (  A  —  4/l  +  2 m)  •  •  • 

-T-  (—  i)*+'D(A  —  /z.r2+m^).  .    , 

les  deux  suites  devant  être  arrêtées  au  dernier  argument  positif, 
et,  si  A  est  de  la  forme  net? -{-ma,  a  étant  un  entier,  le  terme  D  (o) 
devant  être  remplacé  par  a . 

12.  La  même  hypothèse,  appliquée  au  théorème  IV,  conduit  à 
cette  autre  conséquence  : 

Si  l'on  envisage  l'équation  A  =  zp,  dans  laquelle  p  doit  être 


-  187  — 
un  entier  et  z  de  l'une  des  formes 

n[7.k  -h  i)±  m  ou  inh,     k  =  o,  i,    ..., 

et  qu'on  désigne  par  S(A)  la  somme  des  solutions  z,  cette  fonc- 
tion satisfait  à  la  même  formule  récurrente 

S  (  A  )  =      S  (  A  —  n  —  m)  —  S  (  A  —  4  «  —  2  m).  .. 
+  (—  ij^'SlA  —  nx1—  mx).  .  . 
-+-  S  (  A  —  n  -f-  m)  —  S  (  A  —  4/l~J~2/?7)-  •  • 

4-  (—  i)r+1S(A  —  nx2—  mx). .  ., 

dans  laquelle,  s'il  y  a  lieu,  S(o)  doit  être  remplacé  par  A. 

13.  Dans  ce  dernier  énoncé,  si  l'on  suppose  n  =  ->  m=~-  -■>  on 

obtient  une  formule  récurrente  pour  la  fonction  S  (A),  qui  est  alors 

la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  A.  En  effet,  les  trois  formes  de  z 

sont  alors 

3  k  -T- 1,     3/i ■  —  1,     3/r, 

c'est-à-dire  que  z  est  un  entier  quelconque.  La  formule  récurrente 

est  précisément  celle  d'Euler^  c'est  là  la  loi  tout,  extraordinaire 

des  nombres  par  rapport  à  la  somme  de  leurs  diviseurs. 

L'énoncé  du  n°  11  montre  également  que  la  formule  récurrente 

d'Euler  est  aussi  vérifiée  par  la  fonction  numérique  D(A)  qui 

est  égale  à  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  3  A"  -f-  2  sur  le  nombre 

des  diviseurs  3 A  H-  1  du  nombre  A.  Ces  deux  formules  ne  diffèrent 

que  par  le  terme  complémentaire,  et  ce  dernier  existe  dans  le  cas 

,    A  iir  a'3a±i) 

ou  A  est  de  la  lorme 

2 

14.  Soit  toujours  S  (A)  la  même  fonction  numérique  qu'au  n°  12  ; 
je  considère  la  série 

Q  =  qrS(i)-i-gsS(2)  +  ç3S(3)-f-..    , 
que  l'on  peut  aussi  écrire 

la  sommation  s'élendant  à  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  dans 
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les  formules 

z=  (2k  +  i)n±m,     z  =  ikn,     fr  =  o,  1,  2,  .... 

La  quantité  ( — i)xZS(A — nx~ — mx)  est  le  coefficient  de  qK  dans 
le  produit  de  Q  par  la  série 

S=  \    (—  \)x qnii+'"x . 

x  — —  ce 

D'après  le  n°  12,  ce  coefficient  est  nul  si  A  D'est  pas  de  la  forme 
{nx~  -h  mx)  :  dans  le  cas  opposé,  ce  coefficient  est  ±  A.  On  a  donc 

S.Q  =\  (—  i)*g"*t+"*x  [nx2-{-  mx). 

Divisant  par  qS  les  deux  membres  de  légalité,  intégrant  entre 
les  limites  zéro  et  q,  puis  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 
j'obtiens 

TT  (  I  —  g(2*+0»-H»j  f  ,  _  gi^Jn-m  )  (  1  _  qln  j  _  g? 

c'est-à-dire  l'une  des  identités  dues  à  Jacobi. 

En  terminant,  j'indique  que  les  théorèmes  III  et  IV,  en  subissant 
de  très-légères  modifications,  s'appliquent  au  cas  où  les  nombres  m, 
n  sont  égaux.  C'est  à  ce  cas  que  se  rapporte  une  formule  récurrente 
que  j'ai  précédemment  donnée  dans  ce  Bulletin;  mais  il  me  semble 
inutile  d'entrer  à  ce  sujet  dans  plus  de  détails. 


Sur  la  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un  seul  point  ; 
par  M.  P.  Tchebichef. 

(Séance  du  i^  juillet  1878.) 

1.  D'après  un  théorème  sur  les  angles  compris  entre  les  plans 
qui  passent  par  un  point,  on  parvient  aisément  à  une  relation  très- 
remarquable  entre  les  angles  que  font  les  trois  forces  II,,  R05  R31 
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appliquées  à  un  seul  point  et  les  résultantes  de  ces  forces,  prises 
deux  à  deux,  savoir  : 

sin(R„[R,,R,])  sin(R„  [R„  R3])  sin(R3,  [R3,  R,])  _ 
sin(R2,  [R„  R,])  sin(R3,  [R2,  RS]J  sin(R„  [R„  R,])  _  "' 

où,  par 

[R„R2J,     [R„R3],     [R3,R,], 

nous  désignons  les  résultantes  des  forces  Rt  et  Pi2,  R2  et  R3,  R3  et 
Rl5  et  par 

(R„[R„R2]),     (R2,[R1?R2]),     (R„[R„  R3]),     ... 

les  angles  entre  les  résultantes  et  les  forces  qui  les  composent. 

C'est  cette  équation  qui  servait  de  base  à  deux  nouvelles  démon- 
strations du  parallélogramme  des  forces,  données  en  décembre  1870 
par  M.  Darboux  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  et 
par  moi  dans  une  Communication  faite  à  la  Société  mathématique 
de  Moscou  ( l  ) . 

Nous  allons  montrer  maintenant  comment  011  peut  trouver, 
d'après  cette  équation,  la  valeur  du  rapport 

sin(R„  [R,,  R211 
sin(R2,  [R„R2j)' 

sans  rien  admettre  sur  la  direction  de  la  résultante  et  la  conti- 
nuité. 

2.  Après  avoir  remarqué,  d'après  l'équation  (1),  que  le  rapport 

sin(R3,  [R„R3]) 
sin(R„  [R„  Rs]j 

ne  dépend  pas  de  l'angle  fait  par  les  forces  R,,  R3  (2),  nous  suppo- 
sons que  cet  angle  est  réduit  à  120  degrés,  et  nous  désignons  par  cj> 
l'angle  entre  la  force  Rj   et  la  résultante  [Ri,  R3]  des  deux  forces 


f  l  )  Recueil  mathématique  delà  Société,  1S7G.  (Extrait  du  protocole  de  la  séance  du 
i4  décembre  1875.) 

(')  Voir  la  démonstration  du  parallélogramme  des  forces  do  M.  Darboux,  citée  plus 
baut. 
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Ri,  Râ.  jNous  obtenons  ainsi 

sin(R3,  [R,,  R3])  _  sin(i2o° 


sin(R„[R1,R3]) 


S1I1Q 


9)       v/3 
-^  =  —  col  o 
2         ' 


Mais  on  reconnaît  aisément  que  la  résultante  d'un  tel  système  de 
deux  forces  ne  sera  pas  altérée  si  l'on  diminue  de  60  degrés  l'angle 
compris  entre  elles,  et  que  l'on  diminue  en  même  temps  la  force  Rt 
de  R3  •,  car  un  tel  changement  de  notre  système  peut  évidemment 
être  effectué  si  l'on  y  ajoute  trois  forces  égales  à  R3  et  disposées 
symétriquement  autour  du  point  d'application,  savoir  :  deux  forces 
dans  les  directions  opposées  aux  deux  forces  en  question,  et  la 
troisième  faisant  avee  ces  forces  un  angle  de  60  degrés.  Or,  pour 
le  système  de  deux  forces  Rn  R3  ainsi  modifié,  on  aura,  d'après 
notre  notation, 

sin(R3,  [R,—  R3,  R3])       sin(6o°-cp)       ^3 
sin(R„  [R, 


R3>  R3]) 
Ra,  R,l) 


sino 


COtO j 

2  '  2 


ce  qui,  étant  retranché  de  la  formule  précédente,  nous  donne 

sin(R3,  [R„  R,])  sin(R3>[R,-R3,  R3]) 

sin(R„[R„  R,])       sin(R,  -  R3,  [R,-  R3,  R,])       '' 

3.  En  remplaçant,  dans  cette  équation,  R(  par 

R0,     R0-R3,     H(1-2Ri,     ....     Ro-(w-i)R3, 

que  nous  supposons  toutes  ne  pas  être  inférieures  à  R3,  nous  trou- 
vons une  série  d'équations  qui  donnent 

sin(R3,[R„R,])  sin(R3>  [R„—  mR3,  R3]) 


sin(R0,  [R„,  R3])       sin(R0- mR3,  [R0 

ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

sin(R3,[R0,  R,]) 
sin(R„,  [R.,R,]) 

R„—  mR, 


^R3,R3]) 


Rof 


R3sin(R3,  [R0-mR3,  R,]) 
mR, 


R0        |(R,—  mR3)sin(R0  —  ml\3,  [R0  —  R3,  mR3]) 
en  remplaçant  le  nombre  /;/  par  la  différence 


Rn— mRa 


égale  à  ce  nombre. 
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C'est  à  l'aide  de  cette  formule  que  nous  parvenons   à  tirer  de 
l'e'quation  (i)  la  valeur  du  rapport 

sin(R„[R„  R2J) 
sin(R2,  [R„  R,])' 

4.  A  cet  effet,  nous  supposons  que,  pour  une  force  quelconque  /', 
on  ait  trouvé  une  quantité  L  telle  que  la  valeur  numérique  de 

r  sinfr,  [r,  /',]) 
r,  sin(r„  [r,  r,]) 

ne  surpasse  pas  L  pour  toutes  les  valeurs  de  i\  depuis  rt  =  r  jusqu'à 
/'!  =  2;*,  l'angle  (r,  7\)  étant  égal  à  90  degrés.  Dans  cette  supposi- 
tion, en  désignant  par  0,  ô(0)  des  quantités  comprises  entre  zéro 
et  1,  nous  aurons,  pour  toutes  les  valeurs  de  7',  =  r  -b  #/',  cette 

formule 

rsin(r[rr  +  gr])       _i=± 
(r  -r-  Br)  sin(r,  [r-f-  ôr]) 

Comme  il  est  certain  que  la  résultante  ne  change  pas  de  direction 
quand  on  remplace  les  forces  par  leurs  sous-multiples,  on  aura  de 
même 

n]  R,s,n(R„[R„R,+  eB,])  ,-^^t 

1    >      (R8-t-0R,)sin(H3+0R3,  [R3,  K3-h0R,])         "~  ' 

pour  toutes  les  valeurs  de 

(4)  H,==-, 

n  étant  un  nombre  entier. 

5.  Mais,  en  prenant  dans  l'équation  (2)  pour  ni  la  partie  entière 
du  quotient  R0 —  R3  :  R3,  on  aura 

Ro-7iR3  =  R3+0R3, 

et,  pour  cette  valeur  de  m,  l'équation  (2)  devient 

sin(Ra,[R„R,]) 
sin(R0;[Ro,R8]) 

R0(       R3+0R3(  R3sin(R3,  [R3>  R3+0R3]) j\ 

~R3V  R0       |(R3+0R3)sin(R3-h0R3,|R3,R3+0R3])        ))' 
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qui,  d'après  (3),  dans  le  cas  de 


R3  —  —  ' 
n 


nous  donne 


sin  (R3,  [R.,  R,  1)   _  R.  f       R3  -f-  B R,         ~] 

sin(R„[R.,R3])       R3L  ""       «o  J" 

En  posant,  dans  cette  formule, 

R0  =  R,,     R0  =  R2, 

et  en  désignant  par 

0,,  02, 

Q[?\  0'2O) 
les  valeurs  correspondantes  de  0  et  6'0),  nous  obtenons 

sin(R3,  [R,,R3])  _R.f  _,_R3+9,R3  "| 

sin(R„[R„  R3])       R3|_1-        R-  '  J' 

sin(R3,[R2,  R,])       I^T     ,_R,^0,R  ro  1 

sin(R2,[R„R3])       RsL1-        R*  J 

6.  En  portant  ces   valeurs  dans  l'équation  (1),  nous  trouvons 
qu'elle  donnera 

sin(R„[R„  R,])  _  R,     ~        R,  2      . 


sin(R„[R„  R,])       R.       ,    (l+JMJWo> 


R, 


0,O,L 


d'où,  par  la  substitution  de  la  valeur  (4)  de  R3,  nous  tirons  cette 
formule  : 

sinfR.JR,.  R,D  _  R,  nK,        2 

sln(JU[BlfB1])-H1  |d_(i  +  9,)rg(B,L' 

«R,        ' 

Comme,  dans  cette  formule,  le  nombre  n  peut  être  pris  aussi 
grand  qu'on  le  voudra,  et  que  les  quantités 

e.,  0S,  e'r,  s: , 

les  seules  qui  dépendent  du  nombre  n  et  des  forces  Rn  R2,  restent 
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comprises   enlre  zéro  et   i,  on  trouve,  d'après  cette  formule,  en 
faisant  croître  n  à  l'infini, 

sin(R„[R„  R2])  _R5 
sin(R„  [R„  H,])  —  R," 


Note  touchant  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre 
de  gravité;  par  M.  Laisant. 

(Séance  du  3i  juillet  1878.) 

Dans  les  i\  ouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences 
et  Belles-Lettres  de  Berlin,  année  1783,  Lagrange  a  donné  sous  ce 
titre  :  Sur  une  propriété  nouvelle  du  centre  de  gravité,  une  Note 
qui  a  été  réimprimée  dans  les  Œuvres  complètes,  t.  V,  p.  535. 

L'objet  essentiel  de  cette  Xote  consiste  dans  la  démonstration 
des  deux  théorèmes  suivants,  dont  je  reproduis  textuellement  les 
énoncés  : 

Théorème  I.  —  Soit  un  système  ou  assemblage  quelconque  de 
plusieurs  corps  ou  masses  dont  chacune  soit  considérée  comme  un 
point,  qu'on  multiplie  toutes  ces  masses  deux  à  deux,  et  ensuite 
chaque  produit  de  deux  masses  par  le  carré  de  la  distance  entre 
elles  ;  qu'enfui  on  divise  la  somme  de  ces  différents  produits  par 
la  somme  de  toutes  les  masses  ;  on  aura  une  quantité  égale  à  la 
somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le  carré  de  sa  distance 
au  centre  de  gravité  du  système. 

Théorème  II. —  La  somme  des  produits  de  chaque  masse  par 
le  carré  de  sa  distance  à  un  point  quelconque  donné  est  égale 
au  produit  de  la  somme  des  masses  par  le  carré  de  la  distance 
de  ce  point  au  centre  de  gravité  de  toutes  ces  masses,  plus  à  la 
somme  des  produits  des  masses  multipliées  deux  à  deux  entre 
elles,  et  par  le  carré  de  leurs  distances  respectives,  cette  dernière 
somme  étant  divisée  par  la  somme  même  des  masses. 

Sans  être  difficile,  l'analyse  de  Lagrange  présente   encore  des 
calculs  assez  développés.  On  peut  arriver  plus  rapidement,  par  la 
vi.  i3 
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méthode  des  quatemions,  à  établir  la  proposition  qui  fait  l'objet 
du  théorème  II. 

Soient  O  l'origine  que  nous  prenons  au  point  quelconque  d'où 
l'on  compte  les  distances  ;  An  As,  ...  les  vecteurs  des  divers  points 
dont  les  masses  sont  respectivement  ml5  m,, . . .;  enfin  g  le  vecteur 
du  centre  de  gravité. 

Le  théorème  II  s'exprime  évidemment  par  l'équation 

la)  2mA2=2m.GM 


2  m 

Or  nous  avons 

2  m  a 

2  m 

2m  a  =  2  m. g, 
et,  en  élevant  au  carré, 

2/nîAî4-  22mpmq$A1,Aq=  (2m)'G2, 

/>  et  q  représentant  ici  deux  indices  quelconques,  différents  l'un  de 
l'autre. 

Delà 

2m7A2=  [2 m)"2 g2—  i2mp  mq  Sap  xq. 

Si  nous  ajoutons  maintenant  de  part  et  d'autre  la  quantité 

2mpmq(xp-+  x;r, 
il  est  visible  que  nous  aurons 

2 m. 2m a'—  [2 m)2 g- -\- 2 m p mq  \p  —  Aq)2, 

c'est-à-dire,  en  divisant  par  2m,  l'équation  [a)  en  démonstration. 
Quant  au  théorème  I,  c'est  un  corollaire  immédiat  de  celui-ci; 
car,  si  nous  supposons  que  nous  prenions  le  centre  de  gravité  pour 
origine,  le  premier  terme  du  second  membre  de  l'équation  (a)  dis- 
parait, et  il  reste 

...  v       -       2mpmq(Ap—  Aq) 

(b)  2fliA!= e — ^,A-Z ^j 

y    '  2  m 

relation  qui  exprime  le  théorème  I. 
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Sur  une  représentation  géométrique  des  covariants  des  formes 
binaires  (deuxième  Note) 5  par  M.  Likdemann. 

(Séance  du  10  avril  1S-8.) 

Dans  une  Communication  antérieure  (t.  V  du  Bulletin,  p.  1 13), 
j'ai  expliqué  une  méthode  qui  permet  de  profiter  des  résultats  delà 
théorie  des  formes  algébriques  ternaires  d'ordre  «  pour  la  théorie 
des  formes  binaires  d'ordre  in,  et  réciproquement.  Elle  était  fon- 
dée sur  ce  théorème  qu'il  y  a  une  courbe  d'ordre  //,  qui  est  parti- 
culièrement attachée  à  une  forme  binaire,  représentée  par  1  n  points 
arbitraires  d'une  conique  fixe,  de  façon  que  les  polaires  binaires 
d'ordre  o.p  par  rapport  aux  -xn  points  se  trouvent  déterminées  par 
les  intersections  de  la  conique  avec  les  polaires  ternaires  d'ordre  p 
par  rapport  à  la  courbe  en  question  ( !  ) .  Cette  dernière  passe  par 
les  in  points  donnés,  et  toutes  ses  polaires  quadratiques  sont  har- 
moniquement  circonscrites  à  la  conique  fixe  5  c'est-à-dire,  la  rela- 
tion (xpp'Y  <x"~- =  o  est  satisfaite  par  tous  les  points  x  du  plan, 
si  a".  =  o  et  pl.=  p'*  =  o  sont  respectivement  l'équation  de  la 
courbe  d'ordre  «  et  celle  de  la  conique.  En  vertu  de  cette  propriété, 
la  courbe  a"  =  o  n'est  pas  générale,  si7z^>3;  elle  est  particula- 
risée parce  qu'un  certain  covariant,  dont  j'ai  donné  l'expression, 
s'annule  identiquement. 

Pour  compléter  les  recherches  de  la  JNote  précitée,  on  peut  de- 
mander de  trouver  l'équation  de  cette  courbe  a"  — o  qui  jouit 
des  propriétés  mentionnées  et  qui  passe  par  les  intersections  de 
p%  =  o  avec  une 'courbe  générale  donnée  par  l'équation  a".  =  o. 
C'est  cette  question  que  nous  allons  traiter;  la  solution  donnera 
lieu  à  quelques  applications,  se  rapportant  aux  conditions  de  con- 
tact d'une  conique  avec  une  courbe  algébrique  quelconque. 

2.  D'abord  il  nous  faut  démontrer  un  théorème  auxiliaire  que 
voici  : 


(')  M.  Salmon  a  aussi  indiqué  qu'il  doit  exister  une  courbe  particulièrement  liée  à 
une  forme  binaire  d'ordre  pair,  quand  on  représente  les  valeurs  de  la  variable  bi- 
naire par  les  points  d'une  conique  (Lessons  introductory  to  the  modem  higher  Algebra  ; 
third  édition,  art.  190). 

l3. 
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Chaque  covariant  simultané  d'une  conique 

pl  =  p'J  =p7  =■  ■    =o 

et  d'une  courbe  d'ordre  n[ax  =  o),  qui  est  du  premier  degré  par 
rapport  aux  coefficients  de  cette  courbe,  doit  être  une  Jonction 
entière  de  diverses  expressions,  dont  le  type  général  est  donné 
par  la  j orme 

[ap'p"Y  {ap'"p")\  ..[ap(ir-^p(2ryfanv--r, 

r  étant  un  nombre  entier  j>ositif. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème 
connu  (*),  que  chaque  covariant  simultané  d'une  conique  pl  =  o 
et  d'une  droite  ux—  o  est  une  fonction  entière  des  quatre  formes 

Ux,    pi,     [pp'u)3,     [pp'p"  \ 

En  effet,  les  covariants  simultanés  de  p%  et  de  a"  qui  sont  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coefficients  de  a",  c'est-à-dire  qui  ne 
contiennent  qu'un  seul  symbole  a,  ne  peuvent  être  changés  essen- 
tiellement, quand  on  remplace  les  symboles  ai  de  a"  par  les 
coefficients  u-t  d'une  forme  linéaire,  coordonnées  d'une  droite-,  et 
réciproquement,  chaque  contrevariant  (ou  connexe  covariant,  Zwi- 
schenform)  de  pi  qui  est  du  niemc  degré  par  rapport  aux  coordon- 
nées Ui  se  transforme,  par  la  substitution  u;  =  a,,  en  un  invariant 
(ou  covariant)  simultané  de  a"  et  p\. 

3.  Maintenant  je  me  propose  d'établir  l'équation  de  la  courbe 
d'ordre  n  qui  appartient  au  système  linéaire  proposé 

[où  II  est  un  facteur  constant  et  7i"~2  désigne  une  forme  d'ordre 
n  —  o.  à  déterminer)  et  qui  jouit  des  propriétés  demandées  au 
n°  1 . 

La  condition  (app'f  a"x"-  =  o  nous  donne  la  relation 

'   (  n(n-i)(appja'r*n-+-(n-*)(n--3)(7:pp')>nr>pï' 

i        -+-  *Tir*{pp'p"Y+*{n  -  2)  (^'/)c3  [pp'p")p*=°> 


(*)  Voir  Clebscii,  Leçons  de  Géométrie,  t.  I,  p.  28} 
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laquelle,  étant  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  a^,  or,,  x3,  est 
équivalente  à  un  système  de  -  /i[?i —  i)  équations  linéaires  et  ho- 
mogènes par  rapport  au  facteur  II  et  aux  -n  (n  —  i)   coefficients 

de  7r"-2.  Au  lieu  de  les  résoudre  par  une  voie  directe,  nous  faisons 
remarquer  qu'elles  sont  de  forme  invariante  et  que,  par  consé- 
quent, la  forme  cherchée,  a",  doit  être  covariant  simultané  des 
deux  formes  proposées  anx  et  p% .  Ce  covariant  se  détermine  par  le 
raisonnement  suivant. 

Les  coefficients  de  a"  ne  se  trouvent  pas  multipliés,  dans  l'équa- 
tion (i),  par  ceux  de  7inx~2.  Il  faut  donc  que  a"  soit  linéaire  par  rap- 
port aux  coefficients  de  a".  D'après  le  théorème  démontré  au  nu- 
méro précédent,  nous  connaissons  tous  les  covariants  doués  de 
cette  propriété.  En  désignant  par  /■<•  des  facteurs  numériques,  nous 
pouvons  donc  poser,  pour  n  =  2  V, 

o£  =  anx  Av  -+-  r,  anx~-  (  app'  )'  F  A''-' 

+  r2  anx-'+  { app'  )2 ( ap" p"J  F2  A"-2  -+-... 
-4-  i\{ap'p"Y{ap'"p"y.  . .  («/>(»-')/?(")  )2F\ 


ou 


\=(pp'p'%     F  =  px, 
et,  pour  /?=  2V-I-I  : 

£  =  anx  A"  +  ç,  ar2  (  app'  )2  FA"-  +  . .  . , 

■+-pvax(ap'p"y(ap"'pzvy.  .  .{ ap(-'~^ pl»-* >)2F\ 


3) 


4.  Il  est  aisé  de  calculer  les  nombres  rt-  et  pi  qu'il  nous  reste 
encore  à  déterminer.  Formons  le  covariant  (app?)*  a£~ 2  qui  doit 
s'évanouir.  En  prenant  d'abord  n  =  2  V,  on  déduit  de  (2) 

/  n[n  —  1)  [ocpp'YoÇ-* 

i       =  n(n—  1)  Av  [app'Yan~- 

(4)  +  r,  A"-[(«  -  2)  (n  -  3)  (a//)")'  (^>'v)'fl;-'  F 

+  4  (n  -  2)  lap'p"Y{ap»'p")  a»->  («>">") p. 

\  -f-2(«/?y/)<.-2A]+.... 

Supposons  les  termes  du  deuxième  membre  ordonnés  suivant  les 
puissances   du  déterminant  A.-,    alors    nous  pouvons  calculer    les 
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nombres  77  de  telle  manière  que  chaque  expression  qui  mulliplie 
une  certaine  puissance  de  A  s'évanouit  identiquement.  En  eiïèt, 
dans  le  deuxième  ternie  du  crochet  qui  multiplie  j\  par  exemple, 
nous  permutons  les  lettres  ppf'p"  et  nous  formons  la  somme  des 
trois  expressions  ainsi  obtenues,  laquelle  contient  les  facteurs 
symboliques 

/  wr)(pp'"r)p* 
5         -  \  (pp"'piv)  {  [*pp")p<-[«pp")  p"~  l°pp")p1;] 

\     =lipp"'p1*Ya*-^a>- 

Le  coefficient  de  )\  A'-1  devient  donc  égal  à 
n  _  2)  („  _  3)  [ap'p"y[ap'"p"r-a>>-^+^  [on-i)[ap'p"Y a"--  A; 

par  conséquent,  le  facteur  de  A',  au  second  membre  de  (1),  est 
donné  par 

[ap'  p''Ya^-iïn[n-^i)-i-~rl[2n-i]j] 

et,  pour  le  faire  s'évanouir,  il  suffit  de  poser 

3  n[n  —  1) 


2    in 


5.  Après  avoir  déterminé  rl5  on  peut  trouver  les  autres  nombres 
ri  par  voie  récurrente.  Le  terme  général  du  second  membre  de  (4) 
se  trouve  représenté  par 

r,  A  -  '  F'-'  ( ap'p" )i[apmpnY .  .  .  [ap^~l)p^Y  an~-  "- 
X  [(n  —  ai)  [n  —  ni  —  i)[ap(2i+l>p(ii+*))2*Pa 

+  4 1  (  n  —  2  i)(ap(*i+')p(2i+v  }axF[  ppV+^pV^  )  px 

-4-  41(1  —  1)  a%[pplu+l) p(*+»){p'p('i+l> pi**») pxpx-rii ai  F A]. 

Pour  transformer  le  second  terme  de  l'expression  entre  cro- 
chets, faisons  usage  de  l'identité  (5),  en  y  mettant  p{it+iK  p<*'+9'  à 
la  place  de  p^\pirj  elle  nous  donne  alors 

[pp('i+i)p(*i+')){ap("J+')p(ii+V)px=  ^  ^ax. 
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Par  un  procédé  analogue,  on  a,  dans  le  troisième  terme, 

[pp(*»)p(***))  [p'p(li+,)p(*i+2ï)pxp'x  =  ~  [p'pW+i)p(*i+1)ypï  =  ^  AF. 

En  posant,  pour  abréger, 
(6)  Ai=(ap' p"y[apm piyY . .  .[apV-VpWy  0%-* , 

le  terme  général  dont  il  s'agit  devient  donc 

r,Av-'  F'-1  \(n  —  ii)[n  —  ii  —  i )  A,+,  F  -+-  -  i  ( in  —  ai  -4-  1)  AA,   • 

De  même,  le  terme  précédent  est  égal  à 

r,_,  A7-'4-'  F'-2    (»  —  aï  +  a) (»  —  ai  -f-i)  A.-F 

~  ô  (  *'  — - 1  )  (  2 /i  —  2 /  -h  3 )  AA,-,    ; 

et  il  n'y  a  pas  d'autres  termes,  dans  le  second  membre  de  (4),  qui 
contiennent  le  facteur  Av~,+1,  que  ceux  qui  résultent  de  ces  deux 
expressions.  Voici  donc  l'expression  qui  y  multiplie  A'~'+1  : 


F- 


A; I  /*,_,  [n  —  2 i  ■+-  2) ( n  —  2ï  -4-  1)  -+-  -  r,r  [m  —  2 1  +  1)  I  ; 


par  conséquent,  le  covariant  (ccpp'Y  a"-2  s'évanouit  identiquement, 
quand  on  suppose  les  nombres  /',  calculés  par  la  formule  récurrente 

3  (  n  —  2  1  -4-  2  )  (  n  —  11  -4-  1 

2  1  [  1  n  —  1 1  -4- 1  ) 

Or,  la  valeur  de  i\  étant  trouvée  au  n°  4,   on  en  tire,  sans  dif- 
ficulté, la  formule  directe 

2  \  '  n[n  —  i)(n  —  1). .  An  —  2  /  -f- 1  ^ 


3  /     1.2.  .  .1.(2/1 —  l)(27l  —  3).  .  .(2/i  —  2/  -4-  i) 

Enfin  on  obtient,  en  se  servant  des  notations  introduites  par 
6),  pour  n  —  2v, 

oc",       a"  A' s '-  A,  FA''-' 

l  2     in  -  1 


/3V»(n -.)(»-»)(>» -3)  ^  ; 

\2/         2(2/1  —  ïJi2^  —  3) 

/_   3V  2V(2V-|)...(V-H) 

\         2/    vl(4v-l)(4v-3)...(2V-f-l)       V 
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0.  On  voit  immédiatement  que  les  mêmes  raisonnements  et  les 
mêmes  calculs  s'appliquent  encore  au  cas  où  n  est  impair,  de  sorte 
que  l'on  a  i\  —  p,-.  Ce  n'est,  en  effet,  que  le  dernier  terme  du  se- 
cond membre  de  (7)  qui  doit  être  modifié.  On  obtient,  en  vertu 
de  (3),  pour  n  =  iv  -f-  1 


3  n[n —  0   .    t,  . 

a"  A' s ■  A,  F  Av"'  -f- . .  . 

2  in  —  1 

(2V  +  l)2V(2V  — l)...("  +  ï)    »     n 

■ ■ A  r  " . 

v\[l\v  -+-i){t\v  —  l)...(2V  +  3) 

Les  équations  (7)  et  (8)  impliquent  la  solution  du  système 
d'équations  linéaires,  représenté  par  (1). 

7.  Cette  solution  ne  peut  devenir  indéterminée  (1).  En  effet, 
supposons  qu'il  y  ait  une  autre  courbe  (3^=o,  qui  jouisse  des 
mêmes  propriétés  que  a"=  o.  Alors  ces  deux  courbes  auraient  les 
mêmes  intersections  avec  la  conique  F  =  o,  et  il  en  serait  de 
même  pour  toutes  les  polaires  des  deux  courbes,  car  ces  polaires 
déterminent,  sur  F  =  o,  les  polaires  binaires  (d'ordre  pair)  des 
2 «points  fondamentaux.  En  désignant  par  z  un  point  arbitraire 
de  la  conique,  on  aurait  donc 

a"  —  3"  H-  bn-lpl, 
naï'*  x2  =  n Sf  '  (3,  H-  (n  —  2)  &£~3 b:  pi  +  2 b'^-  pxp,. 

D'autre  part,  le  premier  membre  doit  être  de  la  forme 

»fë-lpI+  a  pi, 

et,  par  conséquent,  nous  pouvons  poser 

bnx--  =  b'l'-'p:. 

En  continuant  de  raisonner  d'une  manière  analogue,  on  est  con- 


(')  >'ous  remarquons  qu'elle  reste  aussi  déterminée  si  les  m  zéros  de  la  forme  bi- 
naire se  confondent  en  un  même  point.  La  tangente  de  F  =  o  en  ce  point,  comptée 
n  fois,  est  alors  la  seule  courbe  d'ordre  n  dont  toutes  les  polaires  ne  rencontrent  la 
conique  que  dans  son  point  de  contact.  Donc,  si  a"  =  0  a,  avec  la  conique,  un 
contact  d'ordre  in  —  i,  la  jorme  x",  donnée  par  (7)  ou  (8),  est  une  puissance  d'une 
forme  linéaire. 
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duit  aux  relations 

bn~2=[pl]r-'  C      pour    n  =  2  r 

=  [pl}r~xux    pour     n  =  2r+i, 

C  étant  une  constante  et  z*x  une  forme  linéaire.  Cependant  il  faut 
que  l'on  ait  C  =  o  et  ux  =  o  ;  car  d'ailleurs,  comme  on  le  vérifie 
aisément,  les  relations 

(«/>/>' )2<*r2=<>,  (p^,),ftr,=°.  [pp'p")^ 

ne  pourraient  être  satisfaites  à  la  fois. 

8.  Je  vais  indiquer  une  application  immédiate  que  l'on  peut 
faire  des  résultats  que  nous  venons  d'établir,  et  du  lien  qui  existe, 
d'après  nos  recherches  antérieures,  entre  la  théorie  des  formes  bi- 
naires et  celle  des  formes  ternaires.  Il  est  connu  que  le  tact- 
invariant  d'une  courbe  algébrique  quelconque  et  d'une  courbe 
unicursale  se  trouve  donné  par  le  discriminant  d'une  certaine 
forme  binaire.  On  obtient  cette  forme  en  exprimant  les  coordon- 
nées des  points  de  la  courbe  unicursale  par  deux  paramètres  homo- 
gènes et  en  formant  le  premier  membre  de  l'équation  algébrique 
dont  dépendent  les  intersections  des  deux  courbes  proposées.  Ainsi, 
le  tactinvariant  se  présente  exprimé  par  les  invariants  d'une  forme 
binaire;  cependant  on  a  encore  à  vaincre  quelques  difficultés, 
quand  on  se  propose  de  Y  exprimer  par  les  invariants  simultanés 
des  deux  formes  qui,  égalées  à  zéro,  représentent  les  deux 
courbes.  C'est  ce  problème  dont  nous  pouvons  donner  la  solution, 
par  notre  méthode,  pour  le  cas  particulier  où  la  courbe  unicursale 
est  notre  conique  fixe  p%=  o. 

Soit  l'équation  d'une  courbe  algébrique  quelconque  donnée  par 
a"  =  o.  Ses  in  points  d'intersection  avec  la  conique  sont  repré- 
sentés par  les  zéros  d'une  forme  binaire  rtf",  d'après  les  formules  (1) 
et  (6)  de  ma  première  Note  (1).  Le  discriminant  de  cette  forme  sera 
donc  le  tactinvariant  cherché.  Lorsque  la  courbe  d'ordre  n  touche 
la  conique,  chaque  autre  courbe  du  même  ordre  qui  passe  par  leurs 
in  intersections,  jouit  de  la  même  propriété.  En  particulier,  on 
peut    remplacer,    sans  altérer  le   tactinvariant,  la  courbe  a"  =  o 

(')  Il  n'y  aura  aucune  ambiguïté  si  j'applique  ici  et  dans  ce  qui  va  suivre  les  munies 
symboles  at  pour  la  forme  ternaire  «".que  pour  la  forme  binaire  a%n. 
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par  cette  courbe  a"  =  o  qui  est  attachée  à  la  forme  biuaire  a\n  de  la 
manière  convenue,  et  dont  on  peut  former  l'équation  à  l'aide  des 
relations  ( y)  ou  (8).  En  appliquant  les  formules  fondamentales  que 
j'ai  établies  dans  ma  première  Note  et  qui  expriment  les  facteurs 
symboliques  (ab),  ax  des  covariants  et  des  invariants  de  la  forme 
binaire  a\"  par  les  facteurs  symboliques  (a|3y),  (a/3/?),  (xpp'), 
ipp'p")-,  Xxi  Px  des  covariants  et  des  invariants  simultanés  de  a"  et 
de  pi,  nous  sommes  à  même  de  remplacer  immédiatement  les  in- 
variants de  la  forme  a-.n  qui  figurent  dans  l'expression  de  son  dis- 
criminant, par  les  invariants  simultanés  de  a"  et/7*.  Or  nous  pou- 
vons supposer  connue,  d'après  les  reclierches  de  M.  Gordan  (1), 
l'expression  symbolique  du  discriminant-,  par  conséquent,  nous 
pouvons  calculer  le  tactiiwariant  de  a"  et  de  pi,  sous  forme 
invariante.  Cela  posé,  il  nous  reste  à  introduire  les  coefficients  de 
a"  au  lieu  des  coefficients  de  a",  et  ce  sont  encore  les  équations  (7) 
et  (8)  qui  nous  permettent  d'achever  parfaitement  la  solution  de  la 
question.  Evidemment  on  établira  d'une  manière  analogue,  en  par- 
tant des  relations  correspondantes  de  la  théorie  des  formes  bi- 
naires, les  conditions  pour  des  contacts  d'ordre  supérieur  de  la  co- 
nique avec  une  courbe  algébrique  quelconque,  comme  on  va  le 
voir  par  un  cas  particulier. 

J'espère  pouvoir  communiquer  prochainement  à  la  Société  les 
résultats  des  calculs  indiqués,  pour  le  cas  n  =  3,  où  il  s'agit  d'expri- 
mer le  tactinvariant  d'une  conique  et  d'une  cubique  quelconque 
par  leurs  invariants  simultanés. 

9.  Je  me  borne  ici  à  appliquer  ce  raisonnement  au  cas  n  =  2 
pour  lequel,  d'ailleurs,  les  résultats  sont  connus.  Cherchons  donc 
le  tactiiwariant  des  deux  coniques  arbitraires  : 

ai  =  bl  =  c2  =  o     et    pi  =  p'J  =  p£3  =  o. 
Leurs  invariants  simultanés  seront  définis  par  les  équations 

(9)  A  =  (pp>p"Y=3V<     (■), 

(10)  à'=[app'¥,     A"={abPy,     A"'={abc)\ 

(')  Mathematische  Annalen,  t.  III.  —  Voir  aussi  Clebsch,  Théorie  der  binâren 
Formen,  §  20. 

(*)  Voir  le  calcul  qui  nous  a  servi  pour  établir  l'équation  (20)  de  ma  Note  pré- 
citée. La  quantité  D  est  définie  par  l'équation  (3)  de  cette  Note. 
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En  vertu  de  (7),  la  conique  al  =  o,  attachée  à  la  forme  binaire 
a~  qui  représente  les  intersections  de  al  =  o  et  pi  =  o,  est 

(11)  o  =  *l=fc  =  y%=a*A~plA'  =  bîA-p>A'. 

En  effet,  la  condition  [xpp'f=o  est  satisfaite  identiquement 
par  cette  conique  a2.  —  o. 

Le  discriminant  de  a{  est  donné  par  i% —  6y  où,  d'après  les  for- 
mules (20)  et  (i4)  de  ma  première  Note, 

I)*i  =  D<  (ab)1  =  —  2  (a(3/?)2, 
D\j  =  T)*[aby[bcy[cay  =  (a(3y)*. 

En  appliquant,  deux  fois  de  suite,  la  formule  (1 1  )  et  en  ayant  égard 
à  la  relation  (ocpp')2  =  o,  on  trouve 

[ocâpy  =  (afip'y  A  =  A[{abPy  A  -  [ap'Py  A  }=  A  [AA"~  A"), 
et  de  même 

{ccfiyy=labcyA*-3A2A'{abPy+  3AA'2  [app'  )J  —  A'%{pp' p")2 
=  A  (A'" A2  -  3AA' A"  +  2A'3). 

A  étant  égal  à  3D4,  on  en  tire 

(i3)  i  =  —6[AA"—A'2) 

(i4)  (/"=r3(A'"Aï-  3AA'A,/+2A'3 j, 

et  de  là 

/  i*—6j*  =  -  54  [4(AA"  -  A")3  +  (  A2A"'-  3AA'A"  +  2  A'3)2] 
(i5)  =  54  A2  [6  AA' A" A'" +3  A'2 A"' 

|  _  A' A'"2  -  4  AA'/3-  4 A'3 A'"]. 

Or  c'est  en  effet,  au  facteur  A2  près,  l'expression  connue  du  tact- 
invariant  cherché. 

10.  Si  les  deux  coniques  ont  entre  elles  un  coulait  du  second 
ordre,  l'équation  a{  —  o  doit  avoir  une  racine  triple,  ce  qui  arri- 
vera quand  on  a,  à  la  fois,  i  =  o  etj=  o.  A  l'aide  des  relations  (i3) 
et  (14),  on  en  déduit  immédiatement  les  conditions  ternaires,  éga- 
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lement  connues, 

r  aï  'A       A'        A*     ,  . 

(16)  Â'  =  Â*  =  Â*     (')• 

11.  Ze^  coniques  auront  deux  contacts  distincts,  chacun  du 
premier  ordre,  si  la  forme  binaire  a{  est  le  carré  d'une  forme  qua- 
dratique, c'est-à-dire  si  l'on  a 

iB.—ja{  =  o, 

en  désignant  par  H  la  liessienne  de  «ç,  savoir 

U=[abya?b?. 

Pour  établir  la  relation  ternaire  correspondante,  nous  appliquons 
la  relation  (18)  de  ma  ]Note  antérieure  qui  nous  donne 

(17)  &K  =  ?lzp'p''j[pP'p'']Xx3x    (»), 
ou,  en  vertu  de  (11), 

WK=?Hap'p"  az\-  ppf p")px\>][bp> p")bxA~  :p"> y p")p";.ï} 
=  ^[[ap'p'/][bp'p'/)axbxy--2\y{ap'p"){Ppp")axpx 

^Ï\PP'P")\P"'P'P")P:P"^ 
Transformons  le  deuxième  membre  à  l'aide  des  égalités 

IPP'P")  '«P'P")P*=  l  [PP'P")  WP")P*~  i«PP")Px  +  [app')pl] 

=  \{pp'p"Ya*  =  l±a*> 

(pp'p"  :p"p'p")p*=  l  ipp'p'7p:  =  ~ w*> 


et  négligeons,   aux  deux  membres,   le   facteur  A  =  3  D4 ,  alors  il 
vient 

D-H  =  ?2[3A [ap'p"    bp'p")axbx-  2AA'a;.-^  \'2p%]. 

Pour  les  calculs  suivants,   il  sera  utile  d'introduire,  au  lieu  de 


(')  Voir  le  Traité  des  sections  coniques,  par  M.  Salmon. 

(')  On  pourrait  aussi  partir  de  l'équation  (16)  de  la  Note  citée.  Cependant  il  fau- 
drait y  poser,  au  premier  membre,  D**+s  à  la  place  de  4DW+S;  de  même,  dans  l'équa- 
tion (i5),  il  faut  diviser  le  dernier  membre  par  2. 


-  -205  - 

(app')  (bpp')  axbx,  un  autre  covariant,  qui  est  symétrique  par  rap- 
port aux  coefficients  de  a\  et  de  p*.,  comme  on  vérifie  aisément  par 
les  identités  connues,  savoir  : 

(18)  ox  =  A'ai-{app')(bpp')axbx=\"pî.-{pab){p'ab)pxp'c. 
A  l'aide  de  cette  forme,  nous  obtenons  la  formule 

(19)  D»H=Ç,(AA'aî-t- A'»/g  — 3A<p£). 

Nous  aurons  encore  besoin  de  la  relation  suivante,  qui  découle 
de  (1 1)  et  de  l'équation  (6)  de  la  Note  précitée 

(20)  D2fl/=^Ç2aj.r=Ç2(Atfl  —  A' pi). 

Pour  obtenir  la  relation  ternaire  correspondant  à  l'équation 
i'H  — ja\  =  o,  nous  pouvons  négliger,  dans  les  dernières  formules, 
tous  les  termes  qui  contiennent  le  facteur/?.2,,  car  les  relations  (19) 
et  (20)  supposent  toujours  que  pl  =  o.  Ainsi  la  condition 

i'H  — ja{  =  o 

se  transforme,  par  (i3),  (14)5  (l9)  et  (2°)i  en 

(21)  a£A(A'A"-  AA'"]  +6(p*(AA"-  A'2)  =Cpl, 

C  étant  une  constante  indéterminée.  Nous  pouvons  la  calculer,  en 
posant,  en  particulier, 

xk  z=c-idz  —  c3  di,     x,  =  c3dt  —  c,  d3,     x3  =  c,  d.  —  c2  d, . 

Alors  il  vient 

a%  =  {aedy-  =  A'",    pi  =  (pcdy=  A", 

?;,  =  A' A'"  -  {app'  )  [bpp')  {aed)  (bed) 

=  A'  A'"  -  |  [app1  )  (bed)  [[aed)  {bpp'  )  -  {abd)  {cpp'  )  4-  [abc)  [dpp')] 

=  A' A'"  -  rd  {app'  y  [bedy  =  |  A' A'". 

et,  par  conséquent, 

5  A  A' A"  A'"-  4  A'3  A'"-  A'A"'J=  CA". 
Or  le  tactinvariant  des  deux  coniques  est  nul  dans  le  cas  envisagé; 
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par  suite,  l'équation  (i5)  nous  donne 

CA"=  5AA'A"A'"-  4  A'3  A'"-  A5A'"-'  =  4AA"3~  3A'=A"  -  A  A' A"  A" 

ou  bien 

C  =  4AA"  -  3A"A"-AA'A'". 

La  condition  (21)  devient  ainsi 

(  A(A'A"-AA">i.-r-6(AA"-  A'2)^. 

|  +  (AA'A'"+3A'2A"  —  4AA"J)p]~  o. 


2  2 


77  doit  donc  exister  une  relation  linéaire  entre  les  trois  formes 
quadratiques  a\,  pi  et  of . 

12.  Ce  résultat  s'accorde  parfaitement  avec  une  autre  forme, 
sous  laquelle  j'ai  donné,  dans  mon  édition  des  Leçons  de  Clebsch, 
t.  I,  p.  298,  la  condition  pour  que  les  deux  coniques  a l  =  o  et 
pi  =  0  se  touchent  en  deux  points  distincts,  savoir  : 

23)  (AA"-A'5)FJ2-:AA"'-A'A")Fi:+(A'A"'-A"')Fll  =  o, 

où 

Y,,  =  [abuy,     Flt  =  (pauy,     F„  =  {pp'u)*. 


En  effet,  on  tire  de  (23) 

j  (A A"  -  A"){abu)[abv)  -  (AA'"  -  A'  A"){apu)[apv) 

|  \'y'-Y*-)(PP'u)(ppW)  =  o. 


lrf) 


Il  faut  que  cette  relation  ait  lieu  quelles  que  soient  les  quantités  «, 
et  vL,  Posons  donc,  en  particulier, 

Alors  nous  obtenons 

{abu)  [abv)    =  (abp)  [abp' ) px p'v      =  Y  pi  —  o|, 

[apu)[apv)    ={app')[app")p'xp"x   =X-{app')p"v[{app")p'x~{ap'p")px] 

=1(«pp1p:[(«pp,)p:-[pp'p")«<] 

(pp'u)(Pp'v)=  (pp'P")(ppY)p'Lp:=  { -Vi- 
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Eu  vertu  de  ces  trois  relations,  l'équation  (24)  devient 

~A(AAW—  A'A")a*~   AA"-A'2  9;. 


gAA^+W-HAA-^o. 


c'est-à-dire  la  relation  même  que  nous  venons  de  déduire,  par  notre 
méthode,  de  la  théorie  des  formes  binaires  biquadratiques. 

13.  Il  nous  reste  à  considérer  le  cas  où  les  deux  coniques  ont 
entre  elles  un  contact  du  troisième  ordre.  Dans  ce  cas,  la  forme 
binaire  al  devient  la  quatrième  puissance  d'une  forme  linéaire; 
par  conséquent  on  a  la  condition  binaire  H  =  o,  et  de  là,  en  vertu 
de  (19),  la  condition  ternaire 

3<pî—  A'a^  =  Cpl, 
C  étant  une  constante.  En  posant,  comme  à  la  fin  du  n°  H, 

3C \  —  Ci  U3  —  C$  CI2)       3*7  —  f?3  Ct  1  —  C\  W3,       OC2  —  C\  Cl?  —  c%  Cl\  • 

on  trouve 

2A'AW—  A,A,"=CA'yJ 

ou,  en  appliquant  les  relations  (16),  qui  sont  satisfaites, 

C  =  A". 

Le  cas  envisagé  se  trouve  donc  caractérisé  par  la  condition 

(a5)  3<pi-A'al.-A"/4  =  o, 

jointe  aux  relations  du  n°  10,  savoir  : 

A        A'       A' 
(26)  _=_  =  _. 

L'équation  (23)  ne  diffère  pas  essentiellement  des  deux  condi- 
tions que  j'ai  données  dans  mon  édition  des  Leçons  de  Clebsch, 
p.  299  : 

\"'{pp'ur-  2.&"[apuy+A'[abu¥=o, 

ÙL"(pp'u)2—  aA'(fl/)K)!+  A  (abu  2=  o, 
dont  l'une  découle  de  l'autre  à  l'aide  des  relations  (26).  On  pourra 
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en  déduire  la  condition  (25)  par  un  calcul  analogue  à  celui  que 
nous  venons  d'effectuer  au  n°  12. 

14.  Je  profite  de  cette  occasion  pour  corriger  une  application 
prématurée  qui  se  trouve  dans  ma  jNote  antérieure.  J'y  ai  parlé 
du  faisceau  de  formes  binaires 

(  27  )  ka(  +  l[aby{bcy  [ca)*ai  b?  ci  =  o, 

auquel  correspond  le  faisceau  de  cubiques 

(  28  )  /.a. ;.  -4-  1  [a$y) 2 ax  (3*  yx  =  o. 

Or  la  cubique  (a[3y)2ax $xyx  =  o  ne  jouit  pas  de  cette  propriété, 
que  toutes  ses  coniques  polaires  soient  liarmoniquement  circon- 
scrites à  la  conique  pl  =  o\  donc  les  invariants  et  covariants  des 
courbes  du  faisceau  (28)  ne  se  transforment  pas  en  ceux  des  formes 
binaires  du  faisceau  (27)  par  les  mêmes  formules  que  les  invariants 
et  covariants  de  ol\  en  ceux  de  af .  Par  conséquent,  les  énoncés  qui 
se  rapportent  à  la  forme  jxA  et  aux  invariants  Sx>.  et  Tx0  et  que 
j'avais  donnés  antérieurement,  ne  sont  pas  exacts.  A  la  page  120 
du  tome  "\  du  Bulletin,  il  faut  effacer  douze  lignes,  à  partir  des 
mots  «  Pour  chacune  »  jusqu'à  l'équation  TA=o.  En  outre, 
page  1x9,  ligne  10,  il  faut  lire  circonscrites  au  lieu  de  inscrites. 


Mémoire  de  Géométrie  sur  la  construction  des  Jiormales 
à  plusieurs  courbes  mécaniques;  par  M.  Chasles  ('). 


I. 

1 .  !Xous  entendrons  par  courbe  mécanique  toute  courbe  décrite 
par  un  point  pendant  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan,  soit  que  le  point  décrivant  soit  mobile  avec  la  figure,  soit 
qu'il  reste  fixe  et  qu'il  imprime  à  chaque  instant  sa  trace  sur  le 
plan  mobile. 

(')  Ce  Mémoire  inédit  a  été  présenté  à  la  Société  philomathique  le  11  août  1829. 

(Note  de  la  Rédaction.) 
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Ces  deux  manières  de  considérer  la  description  mécanique  des 
courbes  planes  sont  essentiellement  différentes,  et  donnent  lieu 
aussi  a  des  courbes  différentes;  mais  il  existe  toujours  une  certaine 
position  du  stylet  fixe  qui  décrit  la  même  courbe  que  dans  le  mode 
accoutumé  de  description  par  un  point  mobile.  Ainsi,  quand  on 
fait  mouvoir  un  angle  pour  décrire  la  cissoïde  de  Dioclès,  à  la  ma- 
nière de  Newton,  un  stylet  fixe,  placé  convenablement,  trace  aussi 
une  cissoïde  sur  le  plan  mobile  de  l'angle. 

La  première  manière  de  décrire  les  courbes  par  un  point  mobile 
est  la  seule  qu'on  ait  considérée  jusqu'à  ce  jour  dans  les  spécula- 
tions géométriques.  La  seconde  manière,  par  la  trace  d'un  stylet 
fixe,  y  a  été  à  peine  aperçue.  Cependant  elle  est  en  usage  dans  l'art 
du  tourneur,  et  elle  donne  lieu,  dans  la  théorie,  à  des  descriptions 
de  courbes  intéressantes  et  curieuses,  qui  pourraient  recevoir  des 
applications  utiles. 

Clairaut  est  peut-être  le  seul  géomètre  qui  ait  pensé  à  cet  ordre 
de  questions,  sur  lequel  il  a  donné  un  court  écrit  dans  les  Mémoires 
de  V Académie  des  Sciences  de  iy4°- 

Après  avoir  signalé  ce  nouveau  mode  de  description  des  courbes 
qui,  au  premier  coup  d'oeil,  dit-il,  lui  avait  paru  devoir  produire 
les  mêmes  courbes  que  le  mode  de  description  ordinaire,  il  se  borne 
à  en  faire  deux  applications.  11  cherche  les  équations  des  courbes 
formées  par  la  trace  d'un  stylet  fixe  sur  un  plan  dont  le  mouvement 
est  produit  par  le  roulement  d'un  cercle  sur  une  droite  ou  sur  un 
autre  cercle.  Dans  le  premier  cas,  il  trouve  que,  pour  une  certaine 
position  du  stylet  fixe,  on  obtient  une  spirale  d'Archimède  et  non 
une  cycloïde,  qui  est  la  courbe  décrite  par  un  point  du  cercle  rou- 
lant. 

Cette  matière  présente  à  l'analyse  de  grandes  difficultés  :  on  en 
peut  juger  par  la  complication  des  calculs  de  Clairaut;  mais  des 
considérations  géométriques  parviennent  à  la  rendre  aussi  simple 
que  le  mode  ordinaire  de  description  des  courbes.  Ainsi  nous  ver- 
rons sans  difficulté  que  les  courbes  que  Clairaut  a  exprimées  par 
des  équations  qui  renferment  plusieurs  intégrations  qu'il  n'a  pas 
effectuées  sont  simplement  des  épicycloïdes  produites  à  la  manière 
ordinaire,  par  le  roulement  d'une  droite  sur  un  cercle  ou  d'un 
cercle  sur  un  autre  cercle. 

11  ne  va  être  question  dans  le  présent  travail  que  des  courbes  dé- 

vi.  14 
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crites  par  un  stylet  mobile.  Dans  un  second  Mémoire,  nous  traite- 
rons, d'une  manière  générale,  des  courbes  décrites  par  un  stylet 
fixe,  en  indiquant  le  mécanisme  particulier  à  chaque  courbe,  comme 
dans  le  tour  à  ovale  et  à  épieveloïde. 

2.  La  méthode  que  nous  allons  exposer,  pour  mener  les  nor- 
males aux  courbes  mécaniques,  s'applique  à  une  infinité  de  courbes 
géométriques  et  autres,  pour  lesquelles  on  peut  trouver  une  des- 
cription mécanique  convenable  :  telles  sont  l'ellipse,  les  conchoïdes, 
la  cissoïde  de  Dioclès,  la  ligne  à  longue  inflexion,  qui  dirige  le  piston 
d'une  machine  à  vapeur,  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  sommets  de 
tous  les  angles  égaux  circonscrits  à  une  courbe  donnée,  etc.  Cette 
méthode  sert  aussi  pour  déterminer  les  points  où  une  courbe  en 
mouvement  touche  la  courbe  enveloppe  de  l'espace  qu'elle  par- 
court, par  exemple  pour  déterminer  les  points  où  toutes  les  cordes 
égales,  d'une  courbe  quelconque  touchent  leur  courbe  enveloppe, 
et  enûn  pour  déterminer  les  centres  de  courbure  de  certaines 
courbes,  telles  que  la  tractoire,  la  spirale  logarithmique,  etc. 

Les  principes  auxquels  conduisent  les  développements  de  cette 
méthode  peuvent  devenir  d'un  usage  utile  dans  diverses  recherches 
de  pure  Géométrie,  comme  nous  aurons  occasion  de  le  faire  voir 
par  divers  exemples. 

Cette  méthode  n'exige  aucun  calcul,  et  elle  est  indépendante  de 
la  doctrine  des  mouvements  composés,  sur  laquelle  repose  la  mé- 
thode de  Roberv  al  -,  elle  a  pour  base  unique  une  proposition  de 
Géométrie  élémentaire,  que  nous  allons  d'abord  démontrer. 

3.  Lemme. —  Si  l'on  a  dans  un  plan  deux  polygones  égaux 

placés  d'une  manière  quelconque,  et  qu'on  joigne  deux  à  deux 
par  des  droites  leurs  sommets  correspondants,  les  perpendicu- 
laires élevées  sur  ces  droites  par  leurs  milieux  passeront  toutes 
par  un  même  point . 

En  effet,  soient  A,  B,  C  (fig-  i)  trois  sommets  du  premier  poly- 
gone, et  A',  IV,  C  les  trois  sommets  correspondants  du  second  po- 
lvgone.  Menons  les  droites  AA',  BB',  CC,  et,  par  leurs  milieux, 
élevons-leur  des  perpendiculaires.  Soit  ^N  le  point  de  rencontre  des 
deux  premières  de  ces  perpendiculaires;  il  s'agit  de  prouver  que  la 
troisième  passera  par  ce  point  N. 
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Le  point  N  est  également  éloigné  des  deux  points  A,  A';  on  a 
donc  NA  =  NA',  et  pareillement  NB  =  NB'.  Les  côtés  AB,  A'B' 
des  deux  polygones  sont  égaux  5  les  deux  triangles  AjXB,  A'jNB' 


Fier. 


"P^i! 


sont  donc  égaux  comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun-,  donc  les  deux  angles  NAB,  NA'B'  sont  égaux.  Or  les 
deux  angles  BAC,  B'A'C  des  deux  polygones  sont  égaux  5  on 
en  conclut  que  l'angle  NAC(=NAB —  CAB)  est  égal  à  l'angle 
NA/C/(=NA,B/— C'A'B');  mais  les  deux  côtés  AC,  A'C  des 
polygones  sont  égaux  5  donc  les  deux  triangles  NAC,  NA'C  sont 
égaux,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  donc 
leurs  côtés  NC,  ÎNC  sont  égaux,  ce  qui  prouve  que  le  point  N  est 
sur  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  CC. 
Ainsi  le  lemme  est  démontré  (  !  ) . 

4.  Pour  faire  l'application  du  lemme,  supposons  que  les  deux 
polygones  soient  infiniment  voisins  l'un  de  l'autre,  de  sorte  que 
le  second  pourra  être  considéré  comme  étant  précisément  le  pre- 
mier polygone  qui  aurait  éprouvé  un  déplacement  infiniment  petit: 
on  en  conclut  cette  proposition  générale  : 

Si  unejigure  plane,  de  forme  quelconque,  éprouve  un  déplace- 


(')  Si  l'on  considère  le  point  N  comme  appartenant  au  premier  polygone,  il  sera 
lui-même  son  point  correspondant  dans  le  second  polygone.  On  conclut  de  là  celte 
proposition  : 

Quand  on  a  une  figure  plane,  si  on  la  déplace  d'une  manière  quelconque  dans  soit 
plan,  il  r  aura  toujours  dans  cette  figure  un  point  qui,  après  le  déplacement,  se  re- 
trouvera au  même  tien. 

Conséquemment  tout  déplacement  d'nne  figure  sur  son  plan  peut  se  faire  par  un 

mouvement  de  rotation  autour  d'un  point  fixe. 

'4- 
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ment  infiniment  petit  dans  son  plan,  les  normales  menées  par  ses 
différents  points  aux  directions  des  lignes  infiniment  petites  par- 
courues par  ces  points  passeront  toutes  par  un  même  point. 

En  d'autres  termes  : 

Si  une  figure  plane  est  en  mouvement  dans  son  plan,  les  nor- 
males menées  à  un  instant  quelconque  du  mouvement  par  les  dif- 
férents points  de  la  figure,  à  leurs  trajectoires  respectives,  passe- 
ront toutes  par  un  même  point. 

5.  Ce  point,  considéré  comme  appartenant  à  la  ligure  en  mou- 
vement, sera  évidemment  fixe  pendant  le  mouvement  infiniment 
petit  de  la  ligure,  a  l'instant  où  l'on  mène  les  normales,  de  sorte 
que  nous  pouvons  dire  que  : 

Quel  que  soit  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan, 
il  se  réduit  toujours,  à  chaque  instant,  à  une  rotation  autour  d un 
point  qui  reste  fixe  pendant  cet  instant  (1). 

Par  exemple,  si  la  figure  en  mouvement  est  une  courbe  qui  roule 
sur  une  autre  courbe  fixe,  elle  éprouvera  à  chaque  instant  un  mou- 
vement de  rotation  infiniment  petit  autour  de  son  point  de  contact 
avec  la  courbe  fixe. 

6.  On  pourrait  croire  que  ce  mouvement  d  une  figure,  dont  le 
périmètre  roule  sur  une  courbe  fixe,  est  un  cas  particulier  du  mou- 
vement général  d'une  figure  dans  son  plan. 


(l)  Il  est  à  remarquer  que  le  lemme  que  nous  avons  démontré  a  également  lieu 
pour  deux  polygones  sphériques  tracés  sur  une  même  sphère,  c'est-à-dire  que,  quand 
on  a  sur  une  sphère  deux  polygones  sphériques  égaux,  si  l'on  joint  deux  à  deux  par 
des  arcs  de  grands  cercles  leurs  sommets  correspondants,  et  si,  pur  les  milieux  de  ces 
arcs,  on  mène  d'autres  arcs  de  grands  cercles  qui  leur  soient  perpendiculaires,  ces 
nouveaux  arcs  passeront  tous  par  un  même  point.  Ou  en  conclut  immédiatement  que  : 
Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  solide,  retenu  par  un  point  fixe,  est  un 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe  mené  par  ce  point,  ce  qu'on  a  coutume 
de  démontrer  par  l'analyse.  Mais  il  resuite  de  notre  lemme,  appliqué  aux  polygones 
sphériques.  cette  proposition  plus  générale  :  Quand  un  corps  solide,  retenu  par  un 
point  fixe,  éprouve  un  déplacement  quelconque,  il  existe  toujours  dans  ce  corps  une 
droite  passant  par  le  point  fixe,  qui,  après  le  déplacement,  se  trouve  au  même  lieu 
qu'auparavant.  D'où  il  suit  que  le  déplacement  du  corps  aurait  pu  se  faire  par  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  cette  droite. 
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Mais  nous  verrons  que  tout  mouvement  d'une  courbe  plane 
dans  son  plan,  de  quelque  nature  et  de  quelque  durée  qu'il  soit, 
n'est  autre  que  le  roulement  d'une  courbe  mobile  sur  une  courbe 
fixe  (56). 

II. 

7.  Du  théorème  (3),  on  conclut  sur-le-champ  ce  premier  prin- 
cipe général  sur  la  construction  des  normales  aux  courbes  planes  : 

Premier  principe.  —  Quand  une  courbe  est  décrite  par  un 
point  d'une  figure  plane  en  mouvement  dans  son  plan,  il  sujfit, 
pour  mener  les  normales  à  cette  courbe,  de  connaître  le  mouve- 
ment de  deux  points  de  la  figure. 

On  mènera  par  ces  points  les  normales  aux  courbes  qu'ils  dé- 
crivent et  l'on  joindra  par  une  droite  le  point  de  concours  de  ces 
normales  au  point  décrivant  :  cette  droite  sera  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  ce  point. 

8.  Soit,  par  exemple,  une  droite  de  longueur  donnée,  dont  les 
extrémités  «,  b  (Jig.  2)  glissent  sur  les  côtés  d'un  angle  fixe;  on 


Fig.  2. 


sait  que  chaque  point  m  de  la  droite  engendre  une  ellipse  (!).  Pour 


(l)  Cette  propriété  de  l'ellipse  a  donné  lien  à  l'instrument  appelé  compas  elli- 
ptique, qui  sert  à  décrire  cette  courbe  d'un  mouvement  continu;  Stévin,  dans  son 
Livre  Ior  de  la  Géométrie  {Description  des  grandeurs),  l'attribue  au  marquis  Guido 
Ubaldi. 
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a\oir  la  normale  à  cette  ellipse,  il  suffit  de  mener  par  les  extré- 
mités a,  b  de  la  droite  mobile  les  perpendiculaires  aux  côtés  de 
l'angle  que  ces  extrémités  parcourent;  la  droite  qui  joint  le  point 
de  rencontre  N  de  ces  deux  perpendiculaires  au  point  décrivant  m 
est  la  normale  à  l'ellipse. 

9.  Si  l'angle  dans  lequel  se  meut  la  droite  ah  est  droit,  et  si  le 
point  décrivant  m  de  cette  droite  est  son  milieu,  la  courbe  engen- 
drée sera  un  cercle;  caria  droite  N/ra,  qui  est  la  normale  à  cette 
courbe,  passera  constamment  par  le  sommet  C  de  l'angle  droit,  ce 
qui  prouve  que  cette  courbe  est  un  cercle.  Donc  : 

Toutes  les  cordes  d'égale  longueur  qu'on  peut  inscrire  dans 
un  angle  droit  ont  leurs  milieux  sur  une  circonférence  de 
cercle  (1). 

10.  Si  les  deux  extrémités  de  la  droite  mobile  ab,  au  lieu  de 
glisser  sur  deux  droites  fixes,  parcourent  deux  courbes  de  forme 
quelconque,  il  faudra  mener  les  normales  à  ces  deux  courbes  et 
joindre  par  une  droite  leur  point  de  concours  au  point  décrivant 
de  la  droite  mobile;  cette  droite  sera  la  normale  à  la  courbe  décrite 
par  ce  point. 

11.  M.  Hachette,  dans  son  Histoire  des  machines  à  vapeur, 
applique  cette  construction  à  la  ligne  qu'il  a  nommée  courbe  à 
longue  inflexion,  dont  on  fait  usage  en  Mécanique  pour  régler  le 
mouvement  des  pistons. 

Cette  courbe  est  décrite  par  un  point  d'un  côté  d'un  quadrilatère 


(')  Puisque  le  point  milieu  de  la  droite  ab,  qui  se  meut  dans  un  angle  droit,  en  • 
gendre  un  cercle,  pendant  qu'un  autre  point  quelconque  de  cette  droite  engendre 
une  ellipse,  on  en  conclut  que  : 

Si  une  droite  égale  au  rayon  d'un  cercle  se  meut  de  manière  que  ses  deux  extrémités 
parcourent  respectivement  la  circonférence  du  cercle  et  un  diamètre  fixe,  chaque  point 
de  la  droite  engendrera  une  ellipse  dont  la  demi-somme  des  diamètres  principaux  sera 
égale  au  rayon  du  cercle. 

Cette  description  mécanique  de  l'ellipse  a  été  démontrée  par  plusieurs  géomètres; 
elle  e^t  due,  je  crois,  à  Stone,  qui  l'a  donnée  dans  son  Dictionnaire  de  Mathéma- 
tiques. 
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qu'on  déforme,  en  faisant  pivoter  les  deux  côtés  contigus   autour 
des  sommets  du  quadrilatère  opposés  au  premier  côté. 

Pour  mener  la  normale  à  cette  courbe,  il  suffit  de  prolonger  les 
deux  côtés  qui  pivotent  jusqu'à  leur  point  de  rencontre,  et  de 
joindre  ce  point  par  une  droite  au  point  décrivant  :  cette  droite  est 
la  normale  ;  car  le  côté  du  quadrilatère  sur  lequel  est  le  point  dé- 
crivant a  constamment  ses  deux  extrémités  sur  deux  circonférences 
de  cercles,  dont  les  deux  autres  côtés  mobiles  sont  les  rayons  ;  ces 
deux  côlés  sont  donc  les  normales  à  ces  circonférences,  ce  qui  jus- 
tifie la  construction. 

12.  Au  lieu  de  prendre  pour  point  décrivant  dans  les  deux 
exemples  ci-dessus  un  point  de  la  droite  mobile,  on  peut  prendre 
un  point  en  dehors  de  cette  droite,  ce  qui  se  réduit  à  considérer 
cette  droite  comme  la  base  d'un  triangle  mobile  dont  le  sommet  est 
le  point  décrivant.  La  normale  en  un  point  de  la  courbe  décrite  par 
ce  sommet  passera  encore  par  le  point  de  concours  des  normales 
aux  deux  lignes  parcourues  par  les  deux  autres  sommets  du  triangle. 

Ainsi,  soit  (Jig-  3)  le  triangle  mah,  dont  les  deux  sommets  rt,  b 

Fig.  3. 


glissent  sur  les  deux  droites  CA,  CB;  le  troisième  sommet  m  engen- 
drera une  courbe  dont  la  normale  passera  par  le  point  de  ren- 
contre N  des  perpendiculaires  aux  deux  droites  CA,  CB,  menées 
par  les  points  «,  b. 

13.  Supposons  que  le  sommet  m  soit  sur  la  circonférence  du 
cercle  qu'on  peut  faire  passer  par  les  trois  points  a,  /;.  c.  Cette 
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circonférence,  pendant  le  mouvement  de  la  figure,  passera  toujours 
par  le  point  C,  parce  qu'on  ne  peut  décrire  sur  la  droite  ab  qu'un 
segment  capable  de  l'angle  C. 

Le  point  jN  est  sur  la  même  circonférence,  puisque  l'angle  cCS  b 
est  supplément  de  l'angle  C-,  done  l'angle  b^Sm  est  de  grandeur 
constante,  comme  ayant  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  bm\  mais 
son  côté  bS  est  toujours  perpendiculaire  à  CB;  son  second  côté  Nm 
est  donc  constamment  parallèle  à  une  même  droite.  Ainsi  toutes  les 
normales  à  la  courbe  parcourue  par  le  point  m  sont  parallèles  entre 
elles,  ce  qui  prouve  que  cette  ligne  est  droite. 

Il  est  visible  que  cette  droite  passe  par  le  point  d'intersection  des 
deux  axes  CA.  CB;  car,  si  l'on  prend  Ca'  =  am  et  Cb'  =  bm,  le 
triangle  Ca'b'  représentera  une  position  du  triangle  mobile  abm, 
dans  laquelle  son  sommet  m  sera  en  C.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Quand  un  plan  glisse  sur  lui-même,  de  manière  que  deux  de 
ses  points  parcourent  deux  axes  fixes,  il  existe  une  infinité  de 
points  de  ce  plan  qui  parcourent  aussi  des  droites,  lesquelles 
passent  toutes  par  le  point  d'intersection  de  ces  deux  axes;  tous 
ces  points  sont  sur  une  circonférence  de  cercle. 

1  i.  D'après  cela,  il  est  clair  que  tons  les  autres  points  du  plan 
décrivent  des  ellipses;  car,  si,  par  un  de  ces  points,  on  mène  une 
transversale  qui  rencontre  ce  cercle  en  deux  points,  ces  deux  points 
décriront  deux  droites,  ainsi  que  nous  venons  de  le  démontrer-, 
donc  chaque  point  de  cette  transversale  décrira  une  ellipse,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit  (8). 

Ainsi  tous  les  points  du  plan  en  mouvement,  autres  que  ceux 
de  la  circonférence  eu  question,  décriront  des  ellipses. 

Ajoutons  que  les  normales  à  ces  ellipses,  menées  à  un  in- 
stant quelconque  du  mouvement,  passeront  toutes  par  un  manie 
point  (4). 

III. 

lu.  Xous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  le  mouvement 
d'une  figure  dans  son  plan  était  déterminé  par  le  mouvement  de 
deux  de  ses  points,  et  nous  avons  mené  la  normale  à  la  courbe  dé- 
crite par  un  autre  quelconque  de  ses  points;  mais  le  mouvement 
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de  la  figure  peut  être  déterminé  par  diverses  autres  conditions.  Par 
exemple,  son  périmètre  peut  être  assujetti  à  toucher  constamment 
une  ou  deux  courbes  données,  ou  bien  à  passer  par  un  ou  deux 
points  fixes. 

Nous  allons  examiner  ces  différents  cas,  et  mener  les  normales 
aux  courbes  décrites  par  les  points  de  la  figure  en  mouvement. 

Cela  donnera  lieu  naturellement  à  une  question  inverse,  qui  est 
celle-ci  : 

Quand  une  courbe  déforme  constante  est  en  mouvement  dans 
son  plan,  déterminer  la  courbe  à  laquelle  elle  est  perpétuellement 
tangente,  c'est-à-dire  la  courbe  enveloppe  de  l'espace  qu'elle 
parcourt. 

La  solution  de  cette  question  et  la  construction  des  normales  re- 
posent sur  le  principe  suivant  : 

16.  Deuxième  principe.  —  Quand  une  figure,  de  forme  quel- 
conque, est  en  mouvement  dans  son  plan,  les  normales  aux  points 
où  son  périmètre  touche,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement, 
la  courbe  enveloppe  de  l'espace  qu'il  parcourt,  passent  toutes  par 
un  même  point;  ce  point  est  celui  par  lequel  passent  les  normales 
aux  trajectoires  des  différents  points  de  la  figure. 

En  effet,  pour  déterminer  les  points  où  une  courbe  mobile  AB 
(Jig-  4)  touche,  dans  une  de  ses  positions,  la  courbe  enveloppe  de 


l'espace  qu'elle  parcourt,  il  faut,  comme  l'on  sait,  considérer  aussi 
cette  courbe  clans  sa  position  infiniment  voisine  A'B'^  les  points 
cherchés  sont  les  points  d'intersection  a  de  ces  deux  courbes  infi- 
niment voisines  AB,  A'B'. 
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Or  la  courbe  AB,  pendant  son  mouvement  pour  prendre  la  po- 
sition A'B',  a  tourné,  comme  nous  l'avons  démontré  (5),  autour 
d'un  certain  point  N,  par  où  passent  les  normales  aux  trajectoires 
de  ses  différents  points.  Si  donc  ou  abaisse  du  point  N  une  normale 
sur  cette  courbe,  son  pied  a  parcourra  pendant  le  mouvement  infi- 
niment petit  autour  du  point  N  l'arc  aa'  de  cette  courbe,  et  le 
point  a\  où  viendra  se  placer  le  point  a,  appartiendra  à  la  seconde 
position  A'B'  de  la  courbe;  ce  point  a'  sera  donc  l'intersection  des 
deux  courbes  infiniment  voisines  AB.  A'B'.  11  est  donc  prouvé  que 
les  normales  à  la  courbe  AB  aux  points  d'intersection  de  cette  courbe 
par  sa  position  infiniment  voisine,  c'est-à-dire  les  normales  aux 
points  où  cette  courbe  touche  l'enveloppe  de  J'espace  qu'elle  par- 
court, passent  toutes  par  un  même  point  ZS ,  qui  est  le  point  par 
lequel  passent  les  normales  aux  trajectoires  des  différents  points  de 
la  figure  en  mouvement.  Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

17.  Ce  théorème  va  nous  servir  pour  résoudre  trois  questions  : 

Première  question.  —  Connaissant  le  mouvement  d'une  figure 
plane  dans  son  plan,  déterminer  les  points  où  son  périmètre 
louche,  dans  chacune  de  ses  positions,  la  courbe  enveloppe  de 
l'espace  qu'il  parcourt. 

On  mènera  les  normales  aux  courbes  décrites  par  deux  points  de 
la  figure,  et,  par  le  point  de  concours  de  ces  deux  droites,  on  abais- 
sera les  normales  sur  le  périmètre  de  la  figure:  leurs  pieds  seront 
les  points  cherchés,  où  ce  périmètre  touche  sa  courbe  enveloppe; 
ce  qui  résulte  évidemment  du  deuxième  principe  (16). 

18.  Soit,  par  exemple,  une  droite  ah  de  longueur  donnée,  dont 
les  extrémités  «,  h  glissent  sur  deux  droites  fixes  :  pour  déterminer 
le  point  où  cette  droite  touche,  dans  chacune  de  ses  positions,  sa 
courbe  enveloppe,  on  mènera  par  ses  extrémités  les  perpendicu- 
laires aux  deux  droites  qu'elles  parcourent,  et  de  leur  point  de 
concours  on  abaissera  la  perpendiculaire  sur  la  droite  mobile;  son 
pied  sera  le  point  de  la  courbe  enveloppe. 

19.  Si  la  droite  mobile  glisse  sur  deux  courbes  quelconques,  il 
faudra  mener  par  ses  extrémités  les  normales  à  ces  deux  courbes, 
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et  abaisser  de  leur  point  de  rencontre  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  :  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sera  le  point  où  la  droite 
touche  sa  courbe  enveloppe. 

20.  Si  les  deux  courbes  sur  lesquelles  glissent  les  extrémités  de 
la  droite  mobile  se  confondent,  on  en  conclut  que  : 

Si  l'on  inscrit  dans  une  courbe  toutes  ses  cordes  égales  à  une 
ligne  donnée,  pour  déterminer  le  point  où  chacune  d'elles  touche 
la  courbe  quelles  enveloppent,  il  faut  mener  les  normales  à  la 
courbe  proposée  par  les  extrémités  de  la  corde,  et  du  point  d'in- 
tersection de  ces  deux  normales  abaisser  une  perpendiculaire 
sur  cette  corde  :  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sera  le  point 
cherché. 

D'après  cette  construction,  on  voit  facilement  que  chaque  corde 
touche  la  courbe  enveloppe  en  un  point  qui  divise  cette  corde  en 
segments  proportionnels  aux  tangentes  trigonométriques  des  angles 
qu'elle  fait  avec  les  deux  tangentes  à  la  courbe  proposée,  en  ses 
extrémités. 

21.  Deuxième  question.  —  Quand  une  figure  se  meut  dans 
son  plan,  de  manière  que  son  périmètre  touche  constamment  deux 
courbes  données,  déterminer  les  normales  a  la  courbe  décrite  par 
un  point  de  cette  figure. 

Ou  mènera  les  normales  aux  deux  courbes  fixes,  par  les  points 
où  le  périmètre  de  la  figure  mobile  les  touche,  et  l'on  joindra  par 
une  droite  le  point  de  concours  de  ces  normales  au  point  décrivant  : 
cette  droite  sera  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  point. 

22.  Soit  un  angle  de  grandeur  constante,  qui  se  meut  de  manière 
que  ses  deux  côtés  touchent  constamment  deux  courbes  données; 
pour  avoir  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  sommet  de  cet 
angle,  on  mènera  les  perpendiculaires  aux  deux  côtés  de  l'angle 
par  les  points  où  ils  touchent  respectivement  les  deux  courbes,  et 
l'on  joindra  par  une  droite  le  point  de  concours  de  ces  deux  per- 
pendiculaires au  sommet  de  l'angle  :  cette  droite  sera  la  normale  à 
la  courbe  décrite  par  ce  sommet. 

On  voit  facilement  que  cette  droite  est  le  diamètre  du  cercle  qui 
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passe  par  le  sommet  de  l'angle  et  par  les  deux  points  où  ses  côtés 
touchent  les  deux  courbes  fixes. 

23.  Si  l'angle  mobile  est  droit,  les  perpendiculaires  à  ses  côtés, 
menées  par  les  points  où  ils  touchent  les  deux  courbes  fixes,  forment 
avec  ses  côtés  un  rectangle  dont  la  diagonale  qui  aboutit  au  sommet 
de  l'angle  mobile  est  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  sommet*, 
cette  normale  passe  par  le  milieu  de  la  seconde  diagonale:,  donc  : 

Quajid  un  angle  droit  se  meut  de  manière  que  ses  côtés  tou- 
chent respectivement  deux  courbes  données,  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  son  sommet  passe  par  le  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  poiîits  oh  ses  côtés  touchent  les  deux  courbes. 

21.  Les  deux  courbes  peuvent  se  confondre;  alors  on  considère 
un  angle  dont  les  côtés  glissent  sur  une  même  eourbe. 

Soit,  par  exemple,  un  angle  droit  mobile  dont  les  côtés  sont 
constamment  tangents  à  une  ellipse,  ou  à  une  hyperbole;  la  nor- 
male à  la  courbe  décrite  par  le  sommet  de  cet  angle  passera  par  le 
milieu  de  la  corde  qui  joint  les  points  où  ses  deux  côtés  touchent  la 
conique;  cette  normale  passe  donc  par  le  centre  de  la  conique;  ce 
qui  prouve  que  la  courbe  déerite  par  le  sommet  de  l'angle  est  un 
cercle;  donc  : 

Tous  les  angles  droits  circonscrits  à  une  ellipse,  ou  à  une  hyper- 
bole, ont  leurs  sommets  sur  un  cercle  concentrique  a  cette  courbe. 

2o.  Si  la  conique  est  une  parabole,  la  droite  qui  joindra  les 
sommets  de  l'angle  au  milieu  de  la  corde  de  contact  de  ses  côtés 
sera  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole;  ainsi  la  ligne  engendrée  par 
le  sommet  de  l'angle  a  toutes  ses  normales  parallèles  à  l'axe  de  la 
parabole  ;  donc  : 

Tous  les  angles  droits  ci/'conscrits  à  une  parabole  ont  leurs 
sommets  sur  une  droite  perpendiculaire  à  son  axe. 

Ces  théorèmes  si  connus  deviennent,  comme  on  voit,  d'une  évi- 
dence remarquable,  en  vertu  des  principes  dont  nous  faisons  usage. 
Ou  peut  les  étendre  particulièrement  à  deux  coniques  homofocales. 
^Nous  en  donnerons  quelques  exemples  (Chapitre  Mil,  64). 
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26.  Troisième  question.  —  Une  figure  de  forme  quelconque 
se  meut  dans  son  plan  de  manière  qu'un  de  ses  points  glisse  sur 
une  courbe  fixe,  et  que  son  périmètre  soit  toujours  tangent  à  une 
autre  courbe  fxe ;  on  demande  de  déterminer  : 

i°  Les  normales  à  la  courbe  décrite  par  un  point  de  la  figure  ; 
2°  Les  points  oh  le  périmètre  de  la  figure  touche  la  courbe  en- 
veloppe de  l'espace  qu'il  parcourt. 

Par  le  point  de  la  figure  dont  on  connaît  le  mouvement,  on  mè- 
nera la  normale  à  la  courbe  qu'il  parcourt;  et  par  le  point  où  le  pé- 
rimètre de  la  figure  touche  la  courbe  à  laquelle  il  est  perpétuel- 
lement tangent,  on  mènera  la  normale  à  cette  courbe  :  ces  deux 
normales  se  rencontreront  en  un  point  N. 

La  droite  menée  de  ce  point  N  au  point  décrivant  sera  la  normale 
à  la  courbe  décrite  par  ce  point. 

Et  les  pieds  des  normales  abaissées  de  ce  même  point  N  sur  le 
périmètre  de  la  figure  seront  les  points  où  ce  périmètre  touchera 
sa  courbe  enveloppe. 

Cela  résulte  clairement  du  second  principe  (16). 

27.  Soit,  par  exemple,  une  ellipse  dont  un  foyer  F  parcourt  une 
ligne  droite  DA  {fig-5),   pendant  que  l'ellipse  est  constamment 

Fis.  5. 


tangente  cà  une  autre  droite  DB,  qui  fait  avec  la  première  un  angle 


droit. 


Pour  avoir  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  un  point  du  plan 
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de  l'ellipse,  on  mènera  par  son  foyer  F  la  perpendiculaire  à  la 
droite  CA,  et,  par  le  point  m  où  l'ellipse  touche  la  droite  CB,  la 
perpendiculaire  à  cette  droite  5  ces  deux  perpendiculaires  se  cou- 
peront en  un  point  jN,  par  où  passera  la  normale  à  la  courbe  dé- 
crite par  un  point  quelconque  du  plan  de  l'ellipse. 

Prenons  pour  ce  point  décrivant  le  centre  C  de  l'ellipse;  NC 
sera  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  point.  Il  est  facile  devoir 
que  cette  normale  passe  constamment  par  le  point  de  concours  des 
deux  axes  fixes  DA,  DB.  Car  la  droite  F'/»,  menée  du  second  foyer 
de  la  courbe,  rencontre  DA  en  E,  et  l'on  a  DE  =  DF  ;  mais  on  a 
CF'=CF;  par  conséquent  la  droite  CD  est  parallèle  à  Y' ni,  et 
passe  par  le  milieu  de  la  droite  Fm  ;  ce  qui  prouve  que  cette  droite 
CD  est  la  diagonale  du  rectangle  FDznN,  et,  conséquemment,  passe 
par  le  point  IN  ;  elle  est  donc  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le 
point  C;  ou  conclut  de  là  que  ce  point  C  décrit  un  cercle  dont  le 
centre  est  en  D.  En  plaçant  l'ellipse  de  manière  que  les  deux  foyers 
soient  sur  la  droite  CA,  on  voit  que  le  rayon  du  cercle  est  égal  à 
son  demi-grand  axe;  donc  : 

Si  une  ellipse  se  meut,  en  touchant  constamment  un  côté  d' un 
angle  droit,  et  de  manière  qu'un  de  ses  foyers  parcoure  l  autre 
côté  de  cet  angle,  son  centre  décrira  un  cercle,  qui  aura  j)our 
centre  le  sommet  de  l'angle  et  pour  rayon  le  demi-grand  axe  de 
l'ellipse. 

On  parviendra  au  même  résultat  en  prenant  une  hyperbole,  au 
lieu  d'une  ellipse. 

28.  Les  questions  précédentes  conduisent  à  la  solution  de  plu- 
sieurs autres  du  genre  de  celle-ci  : 

Si  un  angle  de  grandeur  constante  se  meut  de  manière  que  les 
segments  interceptés  sur  ses  côtés  par  deux  courbes  Jixes,  respec- 
tivement, soient  de  grandeur  constante,  on  demande  de  déler- 
miner  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  sommet  de  l'angle. 

Par  les  deux  extrémités  du  segment  intercepté  sur  le  premier 
côté  de  l'angle  par  la  première  courbe,  on  mènera  les  normales  h 
cette  courbe;  elles  se  couperont  en  un  point  d'où  l'on  abaissera 
une  perpendiculaire  sur  le  premier  côté  de  l'angle. 
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On  fera  de  même  à  l'égard  du  second  côté,  c'est-à-dire  que,  par- 
les extrémités  de  sa  partie  comprise  dans  la  seconde  courbe,  on 
mènera  les  deux  normales  à  cette  courbe,  et  de  leur  point  de  con- 
cours on  abaissera  une  perpendiculaire  sur  ce  second  côté  de 
l'angle. 

Les  deux  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  de  l'angle  se 
couperont  en  un  point  qu'on  joindra  au  sommet  de  l'angle  par  une 
droite  :  ce  sera  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  sommet. 

En  effet,  les  deux  perpendiculaires  aux  côtés  de  l'angle  sont  les 
normales  aux  deux  courbes  que  ces  côtés  enveloppent  (20)  5  la 
droite  qui  joint  leur  point  de  concours  au  sommet  de  l'angle  est 
donc  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  sommet  (22). 

Les  segments  interceptés  par  les  deux  côtés  de  l'angle  pourraient 
être  infiniment  petits;  alors  ces  côtés  seraient  tangents  aux  deux 
courbes  fixes.  Ainsi  la  question  du  n°  22  n'est  qu'un  cas  particulier 
de  celle  que  nous  venons  de  résoudre. 


IV. 

29.  Concevons  une  figure  se  mouvant  dans  son  plan,  de  manière 
que  son  périmètre  passe  toujours  par  un  point  fixe-,  ce  point  pourra 
être  regardé  comme  une  brandie  infiniment  petite  de  la  courbe 
enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  ce  périmètre;  le  théorème  (16) 
nous  donne  donc  ce  troisième  principe  : 

Troisième  principe.  —  Quand  une  figure  de  forme  constante 
se  meut  dans  son  plan,  de  manière  aue  son  périmètre  passe  con- 
stamment par  un  point  Jixe,  les  normales  aux  trajectoires  des 
différents  points  de  la  figure,  et  les  normales  aux  points  ou  son 
périmètre  touche  sa  courbe  enveloppe  passent  toutes  par  un  même 
point  situé  sur  la  normale  au  périmètre,  en  son  point  coïncidant 
avec  le  point  fixe. 

Ce  principe  est  susceptible  de  nombreuses  applications,  soit  pour 
mener  les  normales,  soit  pour  déterminer  les  points  où  une  ligure 
en  mouvement  touche  sa  courbe  enveloppe. 

30.  Soit  d'abord  la  conchoïde  de  Nicomède,  qui  est  engendrée 
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par  un  point  ira  {fig-  6)  d'une  droite  indéfinie  qui  glisse  sur  un 
point  fixe  P  pendant  qu'un  de  ses  points  a  parcourt  une  droite 
iixe  BC. 

D'après  le  principe  énoncé,  il  faut,  pour  déterminer  la  normale 
au  point  m  de  cette  courbe,  mener  par  le  point  a  la  perpendiculaire 

Fig.  6. 


à  la  droite  BC  que  parcourt  ce  point,  et  par  le  point  P  la  perpen- 
diculaire à  la  droite  moLile  Pm-,  ces  deux  perpendiculaires  se  ren- 
contrent en  un  point  N,  qu'on  joint  par  une  droite  au  point  m: 
cette  droite  est  la  normale  à  la  conchoïde  (*). 

31 .  La  construction  serait  la  même  si  la  base  BC  de  la  conchoïde 
était  une  courbe  de  forme  quelconque,  au  lieu  d'être  une  ligne 
droite. 

Dans  ce  cas,  la  droite  a^S  serait  la  normale  ïi  cette  courbe. 

Par  exemple,  si  l'on  prend  la  conchoïde  à  base  circulaire  ap- 
pelée le  limaçon  de  Pascal  (Jig-  7),  qui  a  pour  pôle  un  point  P  de 
la  circonférence  du  cercle  qui  lui  sert  de  base,  il  faudra,  pour  avoir 
la  normale  au  point  /;*,  mener  la  perpendiculaire  PN  a  la  droite 
mobile  P//?,  et  le  ravon  Oa  jusqu'à  la  rencontre  de  cette  perpendi- 
culaire en  ZS  ;  la  normale  à  la  conchoïde  sera  y  ni. 

Cette  conchoïde  a,  comme  on  sait,  fixé  l'attention  de  Pascal,  Ro- 
berval,  de  la  Mire,  Carré,  Maclaurin,  et  dernièrement  M.  Quetelet 
a  résolu  plusieurs  problèmes  intéressants  au  sujet  de  cette  courbe 


(')  Les  constructions  de  la  normale  à  la  conchoïde  données  par  Descartes  comme 
application  de  ses  méthodes  analytiques,  et  par  Iîoberval  comme  application  de  sa 
méthode  des  mouvements  composés,  différent  de  celle-ci  ;  mais  il  est  très-facile  de 
voir  comment  elles  se  peuvent  déduire  l'une  de  l'autre. 
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{Mémoire  sur   les  caustiques,  inséré  dans  le   tome  III  des  Nou- 
veaux Mémoires  de  l'sleadémie  de  Bruxelles,  année  1826). 


Fig.  7. 


32.  De  ]a  Hire,  dans  son  Traité  des  conchoïdes  [Mémoires  de 
l'académie  des  Sciences  de  Paris,  1  jo8),.a  généralisé  leur  défi- 
nition. Il  suppose  qu'un  angle  de  grandeur  donnée  se  meuve  dans 
sou  plan  (fig.  8),  de  manière  qu'un  de  ses  côtés  tourne  en  glissant 
sur  un  point  fixe,  pendant  que  son  sommet  parcourt  une  ligne  quel- 
conque; chaque  point  du  second  coté  de  l'angle  décrit  alors  une 
conchoïde. 

Il  suit  du  principe  (29)  que,  pour  construire  la  normale  à  celte 
courbe,  il  faut  mener  par  le  point  fixe  la  perpendiculaire  au  côté 
de  l'angle  qui  glisse  sur  ce  point,  et,  par  le  sommet  de  l'angle,  la 
normale  à  la  courbe  qu'il  parcourt;  ces  deux  droites  se  coupent  en 
un  point  2s ,  et  la  droite  menée  de  ce  point  au  point  décrivant  est  la 
normale  à  la  conchoïde. 

Cette  construction  est  aussi  celle  que  de  la  Hire  a  trouvée  par 
des  considérations  géométriques  ('),  et  que  de  la  Condamine  a  dé- 
montrée par  l'analyse  [Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences, 
•734). 

33.  Mais  cette  manière  plus  générale  d'envisager  les  conchoïdes 


(')  De  la  Hire  donne,  dans  son  Mémoire  sur  les  conchoïdes  : 
i°  La  construction  des  normales; 

2°  La  quadrature  de  l'espace  compris  entre  la  conchoïde  et  sa  base; 
3°  La  rectification  des  conchoïdes; 
4°  La  construction  de  leurs  points  de  rebroussement. 

Ce  Mémoire  offre  une  des  belles  applications  des  infiniment  petits  dans  la  Géomé- 
trie pure. 

vi.  i5 
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donne  lieu  à  une  autre  question,  que  ces  deux  célèbres  géomètres 
n'ont  pas  traitée  :  c'est  la  construction  de  la  courbe  enveloppe  du 


second  côté  am  de  l'angle  mobile. 


Kg-  8. 


Il  suint  d'abaisser  du  point  N  la  perpendiculaire  sur  le  côté  can\ 
son  pied  est  le  point  où  ce  côté  touche  sa  courbe  enveloppe,  ce  qui 
résulte  du  principe    !29  . 

Si  l'angle  mobile  entraînait  une  courbe  quelconque  qui  lui  serait 
fixée,  et  qu'on  voulût  déterminer  les  points  où  cette  courbe  touche 
sa  courbe  enveloppe,  il  faudrait  abaisser  du  point  N  les  normales 
sur  cette  courbe  :  leurs  pieds  seraient  les  points  de  la  courbe  enve- 
loppe. 

34.  Soit  la  cissoïde  de  Dioclès,  que  son  inventeur  a  considérée 
dans  le  cercle,  et  dont  Newton  a  trouvé  une  autre  description  par 
un  mouvement  continu. 

Si  l'on  fait  mouvoir  un  angle  droit  PD«  [fig-  9)>  de  manière 


Fift-  9- 


qu'un  de  ses  côtés  indétîni  passe  constamment  par  un  point  fixe  P, 
et  que  l'extrémité  de  son  second  côté  parcoure  une  ligne  droite'BC, 
dont  la  distance  au  point  P  soit  égale  à  la  longueur  Da  du  second 
côté,  le  point  milieu  m  de  ce  second  côté  engendrera  la  cissoïde 
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(arithmétique  universelle ,  problème   34  des  Questions  géomé- 
triques). 

Pour  déterminer  la  normale  à  cette  courbe,  on  mènera  par  le 
point  fixe  P  la  perpendiculaire  au  côté  PD,  par  le  point  a  la  per- 
pendiculaire à  la  droite  BC;  ces  deux  droites  se  rencontreront  en  N; 
la  droite  Nm  sera  la  normale  à  la  cissoïde,  ce  qui  résulte  du  prin- 
cipe (29). 

Ajoutons  que,  si  l'on  veut  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le 
sommet  D  de  l'angle  mobile,  cette  normale  sera  ?sD.  En  outre,  si 
l'on  veut  déterminer  le  point  où  le  côté  Y) a  de  l'angle  touche  sa 
courbe  enveloppe,  ce  point  sera  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  N  sur  ce  côté. 

35.  Il  est  un  genre  de  courbes  dont  la  description  est  plus  géné- 
rale que  celle  des  conclioïdes  de  de  la  Hire,  et  dont  s'est  occupé  de 
la  Condamine  dans  ses  Mémoires  sur  le  tour  (Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  année  1734)5  niais  auxquelles  il  n'a  point  mené 
les  normales. 

Il  suppose  qu'une  droite,  à  laquelle  est  fixée  invariablement  une 
courbe  plane,  glisse  sur  un  point  fixe,  pendant  qu'un  point  de  la 
courbe  parcourt  une  ligne  donnée,  ou  bien  pendant  que  cette  courbe 
est  constamment  tangente  à  cette  ligne,  et  il  cherche  analytiquement 
les  propriétés  de  la  courbe  décrite  par  un  point  de  cette  figure  en 
mouvement. 

Ces  questions  rentrent  dans  les  deux  suivantes,  qui  sont  plus 
générales  : 

36.  Une  figure  de  forme  quelconque  se  mouvant  dans  son 
plan,  de  manière  que  son  périmètre  passe  toujours  par  un  point 
fixe,  et  qu'un  de  ses  points  parcoure  une  ligne  donnée,  déter- 
miner les  normales  à  la  courbe  décrite  par  un  point  quelconque 
de  cette  figure. 

On  mènera  par  le  point  fixe  la  normale  au  périmètre  de  la  figure 
en  mouvement,  et  par  le  point  dont  le  mouvement  est  connu  la 
normale  à  la  courbe  que  parcourt  ce  point;  ces  deux  droites  se  ren- 
contreront en  un  point  qu'on  joindra  par  une  droite  au  point  dé- 
crivant; cette  droite  sera  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce 
point. 

i5. 
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37.  Une  figure  se  mouvant  dans  son  plan,  de  manière  que  son 
périmètre  glisse  sur  un  point  fixe  et  sur  une  courbe  donnée,  mener 
la  normale  à  la  courbe  décrite  par  un  j)oint  de  cette  figure. 

On  mènera  les  deux  normales  au  périmètre  de  la  figure  par  le 
point  fixe  et  par  le  point  où  il  touche  la  courbe  sur  laquelle  il  roule, 
ces  deux  normales  se  rencontreront  en  un  point  qu'on  joindra  par 
une  droite  au  point  décrivant:  cette  droite  sera  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  ce  point,  ce  qui  résulte  évidemment  du  prin- 
cipe (29). 

38.  D'un  point  fixe  on  abaisse  sur  les  tangentes  d'une  courbe 
quelconque  des  obliques  sous  un  angle  de  grandeur  constante 
(dans  un  même  sens  de  rotation)  :  les  pieds  de  ces  obliques 
forment  une  courbe  à  laquelle  on  demande  de  mener  une  normale. 

Par  le  point  où  une  tangente  touche  la  courbe  proposée,  on 
mènera  la  normale  à  cette  courbe,  et  par  le  point  fixe  on  mènera 
la  perpendiculaire  à  l'oblique  correspondant  à  cette  tangente;  ces 
deux  droites  se  rencontreront  en  un  point  qu'on  joindra  par  une 
droite  au  pied  de  l'oblique  :  celte  droite  sera  la  normale  en  ce  point 
à  la  courbe  qui  sera  le  lieu  des  pieds  des  obliques. 

En  effet,  cette  courbe  peut  être  considérée  comme  engendrée  par 
le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  dont  un  côté  glisse 
sur  un  point  lixe  pendant  que  l'autre  côté  est  constamment  tangent 
à  la  courbe  proposée. 

D'après  cela,  la  construction  que  nous  venons  de  donner  résulte 
sans  difficulté  du  principe  (29). 

39.  Si  l'angle  mobile  est  droit,  la  normale  passe  évidemment, 
d'après  cette  construction,  par  le  milieu  de  la  droite  menée  du 
point  fixe  au  point  de  contact  du  second  côté  de  l'angle  avec  la 
courbe  donnée;  ce  qui  résulte  aussi  dun°23,  le  point  fixe  étant 
regardé  somme  une  courbe  infiniment  petite;  donc  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Jixe  sur  les 
tangentes  d'une  courbe  quelconque  forment  une  seconde  courbe 
dont  les  Jiormales  passent  respectivement  par  les  milieux  des 
droites  menées  du  point  jixe  au  point  de  contact  des  tangentes 
avec  la  courbe  proposée. 
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Ainsi  :  si  d' un  point  F  [fi g.  10)  on  abaisse  une  perpendiculaire 
Fq  sur  chaque  tangente  mt  d'une  courbe  donnée,  la  normale  au 
point  q  de  la  courbe  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires  pas- 
sera par  le  milieu  jNt  de  la  droite  Fm. 


Fig.  10. 


40.  Si  l'on  prolonge  Fq  en  /•  d'une  longueur  qr  =  F<y,  et  qu'on 
mène  rira,  le  point  ;•  aura  pour  lieu  géométrique  une  courbe  sem- 
blable à  la  courbe  formée  par  les  points  y,  et  semblablement  placée 
par  rapport  à  leur  centre  de  similitude  F;  les  normales  à  ces 
courbes  aux  deux  points  bomologues  y,  /•  seront  donc  parallèles  } 
de  sorte  que  la  normale  à  la  seconde  courbe  est  la  droite  rm;  car, 
les  points  q  et  N  étant  les  milieux  des  deux  droites  F/',  Fz?i,  les  deux 
droites  </IN,  rm  sont  parallèles.  Les  angles  rmq,  qmY  sont  égaux; 
jnr  est  donc  le  prolongement  du  rayon  de  lumière  qui,  émané  du 
point  F,  se  serait  réfléchi  en  m  sur  la  courbe  proposée.  La  ligne  nir 
est  évidemment  égale  à  F;n;  on  en  conclut  donc  que  : 

Si  des  rayons  émanés  d'un  point  lumineux  se  réfléchissent  sur 
une  courbe,  et  qu'on  prenne  sur  les  prolongements  des  rayons 
réfléchis,  à  partir  des  points  d'incidence,  des  lignes  égales  aux 
rayons  incidents,  leurs  extrémités  formeront  une  courbe  qui  sera, 
une  trajectoire  orthogonale  des  rayons  réfléchis. 

Cela  est  un  cas  particulier  des  théorèmes  de  M.  Quetelet  sur 
les  caustiques  secondaires. 

41.  Quand  la  courbe,  sur  les  tangentes  de  laquelle  on  abaisse, 
d'un  point  fixe,  des  perpendiculaires,  est  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, le  lieu  géométrique  de  leurs  pieds  est,  ainsi  que  l'a  fait  voir 
Maclaurin  (Géométrie  organiq «<?),  une  courbe  du  quatrième  de- 
gré:  pour  une  parabole,  c'est  une  courbe  du  troisième  degré-,   et 
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cette  courbe  est  précisément  la  cissoïde  de  Dioclès  quand  le  point 
d'où  l'on  abaisse  les  perpendiculaires  est  le  sommet  de  la  parabole. 
Pour  un  cercle,  la  courbe  en  question,  toujours  du  quatrième  de- 
gré, est  une  ovale  de  Descartes,  dans  laquelle  deux  foyers  se  con- 
fondent (  *  )  ;  et  si  le  point  d'où  l'on  abaisse  les  perpendiculaires  est 
sur  la  circonférence  du  cercle,  cette  courbe  devient  le  limaçon  de 
Pascal.  Ces  courbes  des  troisième  et  quatrième  degrés,  produites 
dans  les  sections  coniques,  jouissent  de  plusieurs  propriétés  remar- 
quables, que  M.  Dandelin  a  déduites  de  la  tbéorie  des  projections 
stéréograpliiques,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  tome  IV  des 
Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  Royale  de  Bruxelles,  1827. 

42.  Ajoutons  que  ces  courbes,  et  généralement  la  courbe  formée 
par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  point  sur 
les  tangentes  d'une  courbe  quelconque,  sont  des  épicycloïdes  dont 
chacune  est  engendrée  par  un  point  du  plan  d'une  courbe  qui 
roule  sur  une  courbe  fixe  qui  lui  est  égale,  de  manière  que  les  deux 
courbes  se  touchent  toujours  dans  leurs  points  correspondants  :  ce 
qui  a  été  démontré  par  le  marquis  de  L'Hôpital,  Maclaurin  et 
Clairaut. 

Il  suit  de  là,  et  de  la  remarque  que  nous  avons  faite  au  sujet  des 
caustiques  secondaires  (40),  que  toute  caustique  secondaire  par 
réflexio/i  est  une  épicycloïde ;  ce  qui  a  déjà  été  démontré  par 
M.  Quetelet,  dans  sa  Nouvelle  théorie  des  caustiques. 

43.  Xous  avons  vu  que,  si  une  courbe  plane  éprouve  un  mouve- 
ment infiniment  petit  dans  son  plan,  ce  mouvement  n'est  autre 
qu'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  certain  point  fixe  (o), 
<t  que,  pour  avoir  les  points  où  le  périmètre  de  cette  figure,  consi- 
dérée dans  sa  nouvelle  position,  coupe  sa  trace  primitive,  il  faut 
abaisser  de  ce  point  des  normales  sur  ce  périmètre  (16).  On  conclut 
de  là  et  de  ce  que  nous  venons  de  dire  (42)  que  : 

Si  une  courbe  plane  à  laquelle  sont  menées  toutes  ses  tangentes 


(')  >"ous  démontrerons  ailleurs  que  les  fameuses  ovales  de  Descartes,  dans  les- 
quelles on  n'a  jamais  considéré  que  deux  foyers,  jouissent  de  la  propriété  singulière 
d'en  avoir  trois,  qui  sont  conjugués  deux  à  deux. 
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éprouve  un  mouvement  infiniment  petit  dans  son  plan,  ces  tan- 
gentes, dans  leurs  nouvelles  positions,  couperont  respectivement 
leurs  positions  respectives  en  des  points  dont  le  lieu  géométrique 
sera  une  épicycloïde. 

Si,  au  lieu  des  tangentes  à  une  courbe,  on  conçoit  une  infini  lé  de 
droites  passant  toutes  par  un  même  point,  l 'épicycloïde  se  réduira 
à  un  cercle,  qui  sera  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées sur  ces  droites  du  point  autour  duquel  la  figure  aura  tourné 
pendant  son  mouvement  infiniment  petit. 

4i.  Soit  une  conique,  du  foyer  de  laquelle  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires F  q  sur  ses  tangentes  mt  (Jîg-  1 1)  ;  la  normale  en  q  à 

Fig.   ii. 


la  courbe  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires  passera  par  le  mi- 
lieu du  rayon  vecteur  ¥m  (39);  si  donc  on  prolonge  la  perpendi- 
culaire F<7  jusqu'à  /•,  de  sorte  que  qr  =  ¥  q,  cette  normale  se  trou- 
vera parallèle  à  la  ligne  mr\  mais  cette  droite  mr  passe  par  le  second 
foyer  de  la  conique,  ce  qui  prouve  que  la  normale  passe  par  le 
point  milieu  des  deux  foyers,  c'est-à-dire  par  le  centre  de  la  courbe; 
d'où  l'on  conclut  que  le  lieu  géométrique  des  pieds  des  perpendi- 
culaires est  un  cercle  décrit  du  centre  de  la  courbe;  donc  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  d'une  co- 
nique sur  ses  tangentes  sont  sur  un  cercle  concentrique  à  la  co- 
nique (1). 


(')  La  normale  du  point  m  et  la  perpendiculaire  en  F  à  la  droite  F  y  se  coupent 
sur  la  droite  C y, puisque  cette  droite  passe  par  le  milieu  de  la  droite  Fm. 
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Si  la  conique  est  une  parabole,  on  voil  facilement,  par  ce  mode 
de  démonstration,  que  ce  cercle  devient  une  droite  perpendiculaire 
à  l'axe  de  la  parabole,  parce  que  toutes  ces  normales  sont  parallèles 
à  cet  axe. 

-io.   Il  suit  de  ces  théorèmes  que  : 

Si  un  cercle  éprouve  un  mouvement  infiniment  petit  dans  son 
plan,  les  tangentes  aux  trajectoires  de  ses  différents  j)oints  enve- 
lopperont une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

Si  une  droite  éprouve  un  mouvement  infiniment  petit  dans  un 
plan,  les  tangentes  aux  trajectoires  de  ses  points  envelopperont 
une  parabole. 

Y. 

ïii.  ]\ous  avons  déjà  supposé  (29)  que,  dans  le  théorème  (16), 
l'une  des  deux  courbes  sur  lesquelles  glisse  le  périmètre  de  la  figure 
en  mouvement  se  réduit  à  un  point.  Supposons  maintenant  que 
la  seconde  courbe  se  réduise  aussi  à  un  point;  nous  aurons  ce 
quatrième  principe  : 

Quatrième  principe.  —  Quand  une  courbe  de  forme  constante 
se  meut  dans  son  plan  en  passant  toujours  peu-  deux  points  fixes, 
chai jue  point  de  la  courbe  décrit  une  trajectoire  dont  la  normale 
passe  par  le  point  d' intersection  des  normales  menées  par  les 
deux  points  fixes  à  la  courbe  en  mouvement. 

Les  pieds  des  autres  normales  abaissées  de  ce  point  d'inter- 
section sur  la  courbe  sont  les  j?oints  où  elle  touche  la  courbe  enve- 
loppe de  l'espace  i/u'elle  parcourt. 

47.  Soit,  par  exemple,  un  triangle  qui  se  meut  dans  son  plan,  de 
manière  que  deux  de  ses  cotés  passent  toujours  par  deux  points 
fixes  :  un  point  du  troisième  côté  engendrera  une  courbe,  dont  la 
normale  passera  par  le  point  d'intersection  des  perpendiculaires 
aux  deux  premiers  côtés  menés  respectivement  par  les  deux  points 
fixes;  et  le  point  où  le  troisième  côté  touchera  sa  courbe  enve- 
loppe sera  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  d'in- 
tersection sur  ce  troisième  coté. 
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VI. 


48.  Nous  avons  vu  que,  si  deux  points  a,  h  d'une  courbe  en 
mouvement  dans  son  plan  glissent  sur  une  courbe  fixe,  la  normale 
à  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  de  la  première  courbe  passe 
par  le  point  de  rencontre  des  normales  ta  la  courbe  fixe,  menées  par 
les  deux  points  a,  b  (7)-,  et  les  normales  abaissées  de  ce  point  de 
concours  sur  la  courbe  mobile  y  déterminent  par  leurs  pieds  les 
points  où  elle  touche  sa  courbe  enveloppe  (16). 

Si  les  deux  points  a,  b  sont  infiniment  voisins,  auquel  cas  la 
courbe  mobile  touchera  constamment  la  courbe  fixe  en  l'un  de  ces 
points,  les  deux  normales  à  cette  courbe  fixe  se  couperont  an  centre 
de  son  cercle  osculateur  en  ce  point  \  on  a  donc  ce  cinquième  prin- 
cipe : 

Cinquième  principe.  —  Si  une  courbe  de  forme  quelconque 
glisse  sur  une  autre  courbe  fixe,  de  manière  que  leur  contact  ait 
toujours  lieu  en  un  même  point  de  la  ligne  mobile,  la  normale  ci 
la  courbe  décrite  par  un  point  quelconque  de  cette  courbe  mobile 
passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  fixe  au  point  de 
contact  des  deux  courbes  ;  et  les  pieds  des  normales  abaissées  de 
ce  centre  de  courbure  sur  la  courbe  mobile  sont  les  points  oh  elle 
touche  la  courbe  enveloppe  de  l'espace  quelle  parcourt. 

49.  Donc,  si  l'on  connaît  le  mouvement  d'un  point  de  la  courbe 
mobile,  il  servira  à  déterminer  les  centres  de  courbure  de  la  courbe 
sur  laquelle  elle  glisse. 

Et  réciproquement,  si  le  centre  de  courbure  de  cette  courbe  est 
connu,  il  servira  à  déterminer  les  normales  aux  courbes  décrites 
par  les  points  de  la  courbe  mobile,  et  à  déterminer  les  points  où 
cette  courbe  mobile  touche  sa  courbe  enveloppe. 

50.  Soit  la  tractoire,  dont  la  propriété  caractéristique  est  que 
toutes  ses  tangentes,  conquises  entre  leurs  points  de  contact  et  un 
axe  fixe,  sont  égales. 

Il  suffît,  pour  avoir  le  centre  de  courbure  de  cette  courbe,  d'éle- 
ver une  perpendiculaire  à  cet  axe  par  le  point  où  une  tangente  le 
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rencontre  ;  cette  perpendiculaire  rencontre  la  normale  à  la  tractoire, 
menée  par  le  point  de  contact  de  cette  tangente,  en  un  point  qui 
est  le  centre  de  courbure  en  ce  point  de  contact. 

51.  Soit  la  spirale  logarithmique t  dont  toutes  les  tangentes  sont 
également  inclinées  sur  les  rayons  vecteurs  :  on  peut  la  considérer 
comme  l'enveloppe  d'un  côté  d'un  angle  mobile  dont  l'autre  côté 
passe  constamment  par  un  point  fixe,  et  qui  se  meut  de  manière 
que  le  premier  côté  touche  toujours  sa  courbe  enveloppe  au  som- 
met de  l'angle.  Il  faut  donc,  pour  avoir  le  centre  de  courbure,  en 
un  point  m  de  cette  spirale,  mener  par  le  point  fixe  la  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  qui  passe  par  un  point  m  :  cette  perpendi- 
culaire rencontrera  la  normale  à  la  courbe,  en  un  point  qui  sera  le 
centre  de  courbure. 

52.  On  peut  concevoir  le  mouvement  d'un  angle  tel,  que,  l'un  de 
ses  côtés  passant  toujours  par  un  point  fixe,  son  second  côté  touche 
son  enveloppe  constamment  au  même  point  de  ce  côté,  autre  que 
son  sommet.  Cette  enveloppe  sera  une  courbe  dont  la  spirale  loga- 
rithmique n'est  qu'un  cas  particulier.  Pour  avoir  le  centre  de  cour- 
bure de  cette  courbe,  il  faut  mener  par  le  point  fixe  la  perpen- 
diculaire au  premier  côté  de  l'angle,  et  par  le  point  décrivant  la 
perpendiculaire  au  second  côté  5  l'intersection  de  ces  deux  droites 
sera  le  centre  de  courbure  cherché. 

53.  On  peut  encore  concevoir  le  mouvement  de  l'angle,  de  ma- 
nière que  son  premier  côté  soit  toujours  tangent  à  une  courbe 
donnée,  au  lieu  de  passer  par  un  point  fixe,  et  que  son  second  côté 
touche  toujours  sa  courbe  enveloppe  au  sommet  de  l'angle  :  pour 
avoir  le  centre  de  courbure  de  cette  courbe  enveloppe,  il  faudra 
mener  par  le  point  de  contact  du  premier  côté  de  l'angle  et  de  la 
courbe  prposée  la  normale;  elle  rencontrera  la  normale  à  la  courbe 
décrite  par  le  sommet  de  l'angle  en  un  point  qui  sera  le  centre  de 
courbure  de  cette  courbe. 

54.  Supposons  que,  par  les  différents  points  d'une  courbe,  on 
mène  des  droites  faisant  toutes  des  angles  égaux  avec  les  tangentes 
à  la  courbe  en  ces  points  respectivement  5  ces  droites  envelopperont 
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une  courbe  qu'elles  loucheront  en  des  points  faciles  à  construire; 
car  il  suffit  de  considérer  chaque  droite  et  la  tangente  correspon- 
dante comme  les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  constante,  qui  se 
meut,  de  manière  que  son  premier  côté  touche  constamment  la 
courbe  proposée  en  son  sommet;  il  faut  donc,  pour  avoir  le  point 
où  son  second  côté  touche  sa  courbe  enveloppe,  abaisser  du  centre 
de  courbure  de  la  courbe  proposée  une  perpendiculaire  sur  ce  se- 
cond côté-,  son  pied  est  le  point  de  la  courbe  enveloppe  de  ce  côté. 
Cette  courbe  est,  comme  l'on  sait,  une  des  développoïdes  de 
Réaumur  [Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  1709). 

5o.  Remarquons  que,  si  sur  toutes  les  droites  menées  par  les 
points  de  la  courbe  proposée,  on  porte,  à  partir  de  ces  points,  des 
lignes  égales  entre  elles,  leurs  extrémités  formeront  une  courbe 
dont  les  normales  passeront,  comme  les  normales  de  la  dévelop- 
poïde,  par  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  proposée,  ce  qui 
résulte  du  cinquième  principe  (48). 

On  peut  donc  former  une  infinité  de  courbes  dont  les  normales 
passent  par  les  centres  de  courbure  d'une  courbe  proposée,  ce  qui 
offre  une  solution  graphique,  susceptible  d'uue  grande  précision, 
de  la  question  suivante  : 

Trouver  les  centres  de  courbure  d'une  courbe  quelconque  dont 
on  connaît  les  tangentes . 

VII. 

56.  Nous  avons  dit  (6)  que  le  mouvement  d'une  figure  quel- 
conque dans  son  plan  n'est  autre  que  le  mouvement  produit  par  le 
roulement  dune  courbe  sur  une  autre  courbe  fixe. 

En  effet,  la  figure  en  mouvement  tourne  à  chaque  instant  autour 
d'un  point  qui  est  fixe  pendant  cet  instant  infiniment  petit  (5). 
Soient  A7,  N',  N",  .  .  .  les  points  autour  desquels  tourne  successi- 
vement la  figure;  ces  points,  étant  considérés  comme  appartenant 
au  plan  fixe  sur  lequel  se  meut  la  figure,  forment  une  courbe  im- 
mobile. 

Soit  N  celui  de  ces  points  autour  duquel  tourne  la  figure  à  l'in- 
stant où  on  la  considère;  prenons  sur  le  plan  de  cette  figure  ses 
différents  points  v',  v",  .  .  . ,  qui,  pendant  le  mouvement,  viendront 
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successivement  se  confondre  avec  les  points  N7,  N",  .  .  .  supposés 
fixes,  comme  appartenant  au  plan  fixe  sur  lequel  se  meut  la  figure. 
Les  points  v',  v",  v  "'.  .  .  .  forment  une  courbe  qui  fait  partie  de  la 
figure  et  qui  est  mobile  avec  elle.  Cette  courbe  passe  par  le  pointa 
autour  duquel  tourne  la  figure  au  moment  où  on  la  considère. 

Après  un  mouvement  infiniment  petit  autour  du  point  N,  le 
point  v'  s'appliquera  sur  le  point  N'$  après  un  mouvement  infini- 
ment petit  autour  de  ce  point  N',  le  point  v"  s'appliquera  sur  le 
point  N'7,  et  ainsi  de  suite.  Les  éléments  Nv',  v'v".  -/'-/".  ...  delà 
courbe  mobile  Nv'v"  . . .  viennent  donc  successivement  s'appliquer 
sur  les  éléments  XX',  N'IN  .  P^'N'",  ...  de  la  courbe  fixe  NN'N"..., 
ce  qui  prouve  que  la  courbe  vv'v" ...  roule  sur  la  courbe  NN'N'' — 
Donc  : 

De  quelque  nature  et  de  quelque  durée  que  soit  le  mouvement 
d'une  figure  dans  son  plan,  ce  mouvement  n'est  autre  que  celui 
que  produirait  le  roulement  d'une  certaine  courbe  mobile  sur  une 
autre  courbe  fixe. 

57.  11  suit  de  là  que  : 

Toute  courbe  décrite  par  un  point  d'une  figure  plane  en  mou- 
vement dans  son  plan  est  une  épicjcloïde  (*). 

58.  Pour  faire  une  application  de  ces  principes,  considérons  la 
mouvement  d'une  droite  ab  (Jig.  12)  de  longueur  donnée,  dont  les 
extrémités  «,  b  glissent  sur  deux  axes  fixes  CA,  CB.  Cette  droite 
tourne  pendant  un  instant  infiniment  petit  autour  du  point  d'in- 
tersection 2s  des  perpendiculaires  à  ces  deux  axes,  menées  par  les 
points  a,  b.  Ce  point  IN  se  trouve  évidemment  sur  la  circonférence 


Nous  avons  va  (5,  npte)  que,  quand  un  corps  solide  retenu  par  un  point  fixe 
est  en  mouvement,  il  tourne  à  chaque  instant  autour  d'un  axe  fixe;  on  en  conclut, 
comme  nous  venons  de  faire  pour  le  mouvement  d'une  figure  plane,  que  : 

Quel  que  soit  le  mouvement  d'un  corps  solide  retenu  par  un  point  fixe,  il  n'est  autre 
que  celui  que  produirait  le  roulement  d'une  certaine  surface  conique,  ayant  ce  point 
pour  sommet,  sur  une  autre  surface  conique  fixe  ayant  même  sommet. 

Donc  : 

Quel  que  soit  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  chacun  de  ses 
points  décrit  une  épicjcloïde  sphérique. 
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de  cercle  menée  par  les  trois  points  C,  a,  &,  et  CN  est  le  diamètre 
de  ce  cercle.  La  corde  ab  de  ce  cercle  sons-tend  un  segment  ca- 
pable de  l'angle  aCb,  cette  corde  est  de  grandeur  constante  quelle 

Fig.    12. 


/' 

/  y. 

que  soit  sa  position;  le  diamètre  CN  du  cercle  est  donc  aussi  de 
grandeur  constante,  ce  qui  prouve  que  le  point  N  appartient  à  un 
autre  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre. 

Ainsi  les  points  N,  N',  N",  . . . ,  autour  desquels  tournera  succes- 
sivement la  droite  ab  pendant  son  mouvement,  forment  un  cercle 
ayant  son  centre  en  C. 

Cherchons  maintenant  quelle  est  la  courbe  vv'v".  .  .  qui,  pen- 
dant le  mouvement  de  la  droite  ab^  roulera  sur  ce  cercle. 

On  voit  facilement  que  cette  courbe  sera  précisément  la  circon- 
férence du  cercle  C«NZ>,  qui  est  d'un  rayon  sous-double  de  celui 
du  cercle  NN'N"  ...  -,  car  on  sait  que,  si  l'on  fait  rouler  le  cercle 
CalS b  sur  le  cercle  du  rayon  CN,  chacun  des  points  de  sa  circon- 
férence décrira  un  rayon  de  celui-ci  (Correspondance  de  M.  Ha- 
chette, t.  II,  p.  a3)  ;  mais  nous  avons  vu  que,  pendant  le  mouvement 
de  la  droite  «Z>,  chaque  point  de  la  circonférence  de  ce  même  cercle 
décrit  aussi  une  droite  passant  par  le  point  C  (13)  ;  cela  prouve  que 
le  mouvement  de  la  droite  ab  est  le  même  que  le  mouvement  pro- 
duit par  le  roulement  du  cercle  CaN&  sur  le  cercle  de  rayon  CIN . 

59.   Il  suit  de  là  que  : 

Quand  un  cercle  roule  sur  la  concavité  d'un  autre  cercle  fixe, 
d'un  rayon  double  du  sien,  chaque  point  de  sa  circonférence 
décrit  une  droite,  et  chaque  autre  point  de  son  plan  décrit  une 
ellipse  (14-). 
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60.  Nous  avons  démontré  que  toute  courbe  décrite  par  un  point 
d'une  figure  en  mouvement  est  une  épicycloïde  (57)*,  on  en  peut 
conclure  que  : 

Toute  courbe  quelconque  peut  être  considérée,  d'une  injinilè 
de  manières,  comme  une  épicycloïde. 

En  effet,  il  suffit  de  prouver  que  toute  courbe  peut  être  regardée, 
d'une  infinité  de  manières,  comme  décrite  d'un  mouvement  con- 
tinu par  un  point  d'une  figure  de  forme  constante. 

Or,  que  d'un  point  fixe  P  on  mène  des  rayons  aux  points  de  la 
courbe,  et  qu'on  les  prolonge  tous  d'une  même  quantité,  les  extré- 
mités de  ces  rayons  prolongés  formeront  une  nouvelle  courbe,  par 
rapport  à  laquelle,  prise  pour  base,  la  courbe  proposée  sera  une 
conchoïde;  c'est-à-dire  que  cette  courbe  sera  engendrée  d'un  mou- 
vement continu  par  un  point  d'une  droite  qui  glissera  sur  le  point 
fixe  P,  et  dont  l'extrémité  parcourra  la  nouvelle  courbe. 

D'après  cette  description  mécanique,  la  courbe  proposée  sera 
une  épicycloïde  engendrée  par  un  point  du  plan  d'une  courbe  mo- 
bile qui  roulera  sur  une  autre  courbe  fixe  (57),  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

61.  Ces  deux  courbes,  qui  servent  à  décrire  l'épicycloïde  par  le 
roulement  de  l'une  sur  l'autre,  sont  faciles  à  construire. 

La  courbe  fixe  est  le  lieu  des  points  autour  desquels  tourne  suc- 
cessivement la  droite  mobile  ;  il  faut  donc  mener  par  le  point  fixe  P 
une  perpendiculaire  à  cette  droite,  et  par  le  point  décrivant,  c'est- 
à-dire  par  le  point  où  cette  droite  mobile  rencontre  la  courbe  pro- 
posée, il  faut  mener  la  normale  à  cette  courbe  \  le  point  de  con- 
cours N  de  cette  normale  et  de  la  perpendiculaire  à  la  droite  mobile 
appartiendra  à  la  courbe  fixe. 

Quant  à  la  courbe  mobile,  elle  est  également  facile  à  construire; 
car  il  suffit  de  considérer  la  droite  mobile  dans  une  de  ses  positions 
et  de  prendre  tous  les  points  qui  seront  placés  par  rapport  à  elle 
comme  les  points  N,  N',  N'7,  .  .  .  sont  placés  par  rapport  aux  posi- 
tions correspondantes  de  la  droite  mobile 5  les  points  ainsi  déter- 
minés formeront  la  courbe  mobile. 

Ainsi  nous  avons  déterminé  la  courbe   fixe  qui  sert  de  base  à 
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i'épicycloïde  et  la  courbe  mobile  qui  doit  rouler  sur  cette  pre- 
mière. 

La  construction  de  ces  deux  courbes  serait  évidemment  la  même 
si,  au  lieu  d'une  droite  pour  figure  mobile,  on  prenait  une  courbe. 

62.  Quand  une  courbe  est  déterminée  par  une  équation  en 
coordonnées  polaires,  on  peut  regarder  cette  équation  comme  ex- 
primant le  mouvement  d'une  droite  dont  un  point  décrit  la  courbe. 

Cette  droite  est  le  rayon  vecteur  mené  du  pôle  des  coordonnées 
à  un  point  de  la  courbe  ;  car  on  peut  considérer  ce  rayon  vecteur 
comme  glissant  sur  le  pôle,  de  manière  que  son  extrémité'parcoure 
la  courbe.  Son  mouvement  sera  déterminé  par  l'équation  de  la 
courbe,  qui  est  une  relation  entre  la  longueur  du  rayon  vecteur  et 
l'angle  qu'il  fait  avec  un  axe  fixe. 

Cette  manière  d'envisager  la  description  d'une  courbe  conduit 
sur-le-champ  à  la  construction  de  ses  normales. 

Soient  P///,  P'  ni!  deux  rayons  vecteurs  (Jig.  i3)  infiniment  voi- 

Fig.  i3. 


sins;  le  premier,  pour  prendre  la  position  du  second,  aura  tourné 
autour  d'un  certain  point  jNt  par  lequel  passe  la  normale  à  la  courbe 
en  m  (4).  Ce  point  N  est  sur  la  perpendiculaire  au  rayon  Pm  menée 
par  le  point  P  (29).  Pendant  le  mouvement  infiniment  petit  au- 
tour du  point  N,  le  point  P,  considéré  comme  appartenant  au  rayon 
vecteur  mobile  Pra,  vient  en  P'  sur  la  nouvelle  position  Pm'  de  ce 
rayon  vecteur,  et  l'on  a 

P'm'  =  Pm, 

de  sorte  que  PP'  égale  la  différence  des  deux  rayons  vecteurs  Pm, 
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P/m';  or  PP'  est  un  arc  infiniment  petit  décrit  du  point  X  comme 
centre,  avec  le  rayon  1NP;  on  a  donc 

PP'=NP  angle  PNP'; 

l'angle  PXP'  est  égal  à  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  :  donc 

p,„'_  pm 
PP'=NPanglemP»j',     d'où     NP 


angle  m  Vin 


XP  s'appelle  la  sous-normale  de  la  courbe  :  donc  la  sous-normale 
d'une  courbe  exprimée  en  coordonnées  polaires  est  égale  au 
rapport  des  variations  du  rayon  vecteur  et  de  l'angle  qu'il 
décrit. 

G3.  On  pourrait  supposer  dans  l'équation  d'une  courbe  que  les 
rayons  vecteurs,  au  lieu  de  passer  par  un  point  fixe,  fussent  tan- 
gents à  une  autre  courbe,  et  prendre  pour  longueur  de  chaque 
rayon  la  distance  comprise  entre  son  point  de  contact  avec  cette 
courbe  et  son  extrémité  située  sur  l'autre  courbe  ;  la  seconde  va- 
riable de  l'équation  de  cette  courbe  serait  l'angle  que  le  rayon  vec- 
teur fait  avec  un  axe  fixe. 

La  normale  à  la  courbe  proposée  se  déterminerait  par  la  même 
formule  que  nous  venons  de  trouver,  c'est-à-dire  qu'on  élèverait 
une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  par  son  point  de  contact  avec 
la  courbe  auxiliaire,  et  l'on  prendrait  cette  perpendiculaire  égale 
au  rapport  des  variations  du  rayon  vecteur  et  de  l'angle  qu'il  fait 
avec  l'axe  fixe,  et  son  extrémité  appartiendrait  à  la  normale  à  la 
courbe. 

MIL 

6i.  Nous  avons  dit  (2o)  que  nos  démonstrations  pouvaient  s'é- 
tendre à  des  questions  concernant  deux  coniques  liomofocales. 

Quand  deux  coniques  ont  mêmes  foyers,  si  les  côtés  d'un  angle 
droit  touchent  respectivement  ces  deux  courbes,  la  droite  menée 
du  sommet  de  l'angle  au  milieu  de  la  corde  qui  joint  les  deux 
points  de  contact  j)asse  par  le  centre  commun  des  deux  courbes. 

En  effet,  soit  O  (fîg.  i -i)  le  sommet  de  l'angle-,  soient  m  et  m' 
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les  points  de  contact  de  ses  côtés  avec  les  deux  coniques  respecti- 
vement, et  F  l'un  des  deux  foyers  des  deux  courbes  ;  il  s'agit  de 
prouver  que  la  droite  menée  par  le  point  O  et  par  le  milieu  de  la 
droite  mm!  passe  par  le  centre  C  des  deux  courbes;  ou  bien  que 
la  diagonale  On  du  rectangle  construit  sur  Om  etOm'  passe  par 
le  point  C. 

Du  point  F  abaissons  les  perpendiculaires  Yp,  F 7  sur  les  côtés 

Fig.   i\. 


mO,  mn  de  ce  rectangle,  et  joignons  leurs  pieds  /;,  y;  la  droite  va 
passera  par  le  centre  C  de  la  première  conique:  ce  que  nous  avons 
démontré  (44, note). 

Du  point  F  abaissons  les  perpendiculaires  F//,  Yq'  sur  les  deux 
côtés  m' O,  m'/z,  et  joignons  leurs  pieds  p\  q'  par  la  droite  p' q' \ 
cette  droite  passera  pareillement  par  le  centre  C  de  la  seconde  co- 
nique. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  droites  pq^  p' q'  doivent 
se  couper  sur  la  diagonale  On  du  rectangle  Omnml  \  car,  en  appe- 
lant p,  p'  les  points  où  cette  diagonale  On  rencontre  ces  deux 
droites  pq,  p'q,  on  aura  : 

i°  Dans  le  triangle  m«0,  coupé  par  la  transversale  pqp^ 

pn mp.nq 

pO        mq.pO^ 

1*  Dans  le  triangle  ni'nO,  coupé  par  la  transversale  p  p' q  -, 

p'  n  m'p' .  nq' 

p'Ô  =  m'q'Tp'  Ô  ' 

YI.  ■(> 
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Or  on  a 

mp  =  nq\     nq  =  m'p\     mq  =  O//,     Op  =  ml q  -, 

il  en  résulte  que 

on   p'/l 

pÔ  ~  p^7!)  ' 

ce  qui  prouve  que  (o  et  p'  se  confondent  ;  par  conséquent  la  droite  0« 
passe  par  le  point  de  concours  des  deux  droites/?^,  p' q',  lequel  est 
le  centre  de  la  courbe.  Le  théorème  est  donc  démontré. 
Il  résulte  de  ce  théorème,  en  vertu  de  celui  du  n°  23,  que  : 

Quand  un  angle  droit  se  meut  de  manière  que  ses  deux  côtés 
louchent  respectivement  deux  coniques  qui  ont  mêmes  foyers,  son 
sommet  engendre  un  cercle  qui  a  même  centre  que  les  deux 
courbes. 

Si  les  deux  coniques  étaient  des  paraboles,  on  verrait,  par  le 
même  mode  de  démonstration,  que  le  sommet  de  l'angle  droit  mobile 
engendre  une  droite  perpendiculaire  à  leur  axe  commun. 

Quand  les  deux  coniques  se  confondent ,  on  retrouve  les  deux 
théorèmes  (24,  25).  Et  si  l'une  des  coniques  a  son  petit  axe  nul, 
de  manière  qu'elle  se  réduise  à  une  droite  limitée  aux  deux  foyers 
de  l'autre  conique,  on  en  conclut  le  théorème  (44). 


IX. 

EXTENSION    MX  SURFACES    Dl'    SECO>D    DEGRÉ    DE   DIVERSES    PROPRIÉTÉS 
DES    SECTIONS    CONIQUES. 

65.  Les  deux  théorèmes  (24,25)  relatifs  à  une  seule  conique 
sont  dus  à  de  la  Hire  [Mémoires  de  l  Académie  des  Sciences  de 
ijo4)',  leurs  analogues  dans  les  surfaces  du  second  degré  ont  été 
énoncés  par  Monge,  et  démontrés  en  premier  lieu  par  M.  Poisson 
[Correspondance  de  M.  Hachette,  t.  I,  p.  237),  puis  en  plusieurs 
circonstances.  .Mais  toutes  les  démonstrations  qu'on  en  a  données 
sont,  je  crois,  analytiques.  ]\ous  allons  les  démontrer  d'une  ma- 
nière purement  géométrique,  qui  s'appliquera  aussi  à  quelques  théo- 
rèmes plus  généraux. 
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Soit  d'abord  une  surface  ayant  un  centre.  Il  s'agit  de  prouver 
que  : 

Le  point  d' intersection  de  trois  plans  rectangulaires  tangents 
à  un  ellipsoïde  ou  à  un  hyperboloïde  a  pour  lieu  géométrique 
une  sphère  concentrique  à  cette  surface. 

Soit  m  le  point  d'intersection  de  trois  plans  rectangulaires  tan- 
gents à  la  surface,  que  je  suppose  un  ellipsoïde.  Circonscrivons  à  la 
surface  un  cylindre  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  l'intersection  de  deux 
de  ces  plans.  Faisons  rouler  sur  ce  cylindre  les  deux  premiers  plans 
rectangulaires  ;  leur  intersection  engendrera  un  second  cylindre,  et 
les  sections  de  ces  deux  cylindres  par  le  troisième  plan  tangent  à  la 
surface,  lequel  est  perpendiculaire  à  leurs  arêtes,  seront  dans  le 
premier  une  ellipse,  e*.  dans  le  second  un  cercle,  concentrique  à 
cette  ellipse  (d'après  le  théorème  24) \  ce  cercle  appartiendra  à  la 
surface  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  des  trois  plans  rec- 
tangulaires tangents  à  l'ellipsoïde.  Ce  cercle  étant  concentrique  à 
la  section  du  premier  cylindre,  son  centre  se  trouve  sur  l'axe  de  ce 
cylindre,  lequel  passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  \  or,  tout  plan 
normal  au  cercle  passe  par  l'axe  de  ce  cylindre,  puisque  cet  axe  est 
perpendiculaire  au  plan  du  cercle  \  donc  tout  plan  normal  au  cercle 
passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

En  faisant  mouvoir  le  premier  et  le  troisième  plan  tangent,  de 
manière  qu'ils  touchent  toujours  la  surface  et  que  leur  droite  d'in- 
tersection soit  toujours  perpendiculaire  au  second  plan  tangent, 
cette  droite  engendrera  un  cylindre  dont  la  trace  sur  ce  second 
plan  tangent  sera  encore  un  cercle,  qui  passera  par  le  point  m,  et 
qui  sera  sur  la  surface  cherchée;  tout  plan  normal  à  ce  second 
cercle  passera  par  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

La  normale  au  point  m  de  la  surface  cherchée  est  l'intersection 
des  plans  normaux  en  ce  point  aux  deux  cercles  5  elle  passe  donc- 
par  le  centre  de  l'ellipsoïde  :  ce  qui  prouve  que  cette  surface  cher- 
chée est  une  sphère  concentrique  à  l'ellipsoïde.        c.  q.  f.  d. 

66.  Soit  un  paraboloïde,  elliptique  ou  hyperbolique,,  et  soit  m 
le  point  d'intersection  de  trois  plans  rectangulaires  tangents  à 
cette  surface. 

Concevons  que  les  deux  premiers  plans  se  meuvent  en  restant 

16. 
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toujours  rectangulaires  entre  eux  et  avec  le  troisième  plan,  et  tan- 
gents au  paraboloïde -,  ils  rouleront  sur  un  cylindre  circonscrit  au 
paraboloïde  et  dont  la  section  droite  faite  par  le  troisième  plan  tan- 
gent sera  une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  la  projection  ortho- 
gonale sur  ce  troisième  plan  tangent  de  l'axe  du  paraboloïde.  L'in- 
tersection des  deux  plans  rectangulaires  mobiles  engendrera  donc 
un  plan  dont  la  trace  sur  le  troisième  plan  tangent  sera  une  droite 
perpendiculaire  à  l'axe  du  paraboloïde. 

Cette  droite  appartiendra  à  la  surface  qui  sera  le  lieu  du  point 
d'intersection  des  trois  plans  rectangulaires  tangents  au  parabo- 
loïde. 

En  faisant  mouvoir  le  premier  et  le  troisième  plan  tangent,  on 
obtiendra  senblablement  une  seconde  droite  passant  par  le  point  m, 
qui  appartiendra  à  cette  surface-,  cette  droite  sera  encore  perpen- 
diculaire à  l'axe  du  paraboloïde.  Le  plan  de  ces  deux  droites  est 
donc  perpendiculaire  à  cet  axe 5  mais  ce  plan  est  tangent  à  la  sur- 
face cherchée;  tout  plan  tangent  à  cette  surface  est  donc  perpen- 
diculaire à  l'axe  du  paraboloïde,  ce  qui  prouve  que  cette  surface  est 
un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Donc  : 

Le  point  d'intersection  de  trois  plans  rectangulaires  tangeiils 
à  un  paraboloïde  a  pour  lieu  géométrique  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  du  paraboloïde. 

67.  Les  démonstrations  des  deux  théorèmes  précédents  s'appli- 
quent au  cas  où,  au  lieu  d'une  surface  du  second  degré,  on  a  une 
conique  à  laquelle  on  mène  trois  plans  tangents  rectangulaires  5  et 
l'on  obtient  ces  deux  théorèmes  : 

I.  Quand  on  mène  trois  plans  rectangulaires  tangents  à  une 
ellipse,  ou  à  une  hyperbole,  leur  point  d ' uitersection  a  pour  lieu 
géométrique  une  sphère  qui  a  même  centre  que  la  conique. 

IL  Le  point  d' intersection  de  trois  plans  rectangulaires  tan- 
gents à  une  parabole  a  pour  lieu  géométrique  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  la  parabole. 


2io 


X. 


THÉORÈMES    RELATIFS    AUX    DEUX    CONIQUES 

DONT   CHACUNE   EST  LE   LIEU    DES    SOMMETS   DES    CONES    DE    RÉVOLUTION 

OU    PASSENT    PAR    L'AUTRE. 

68.  Soient,  dans  deux  plans  rectangulaires,  deux  coniques, 
dont  l'une  soit  le  lieu  géométrique  des  foyers  de  la  seconde  ; 
c'est-à-dire  que  chacune  de  ces  courbes  sera  le  lieu  des  sommets 
de  tous  les  cônes  de  révolution  qu'on  peut  faire  passer  par  l'autre 
courbe. 

rsous  avons  dit  [Mémoire  sur  les  surfaces  du  second  degré, 
inséré  dans  le  tome  V  des  Nouveaux  Mémoires  de  l'académie  de 
Bruxelles,  1829,  p.  68)  que  ces  deux  coniques  jouissent,  entre 
autres  propriétés,  de  celle-ci  :  De  quelque  point  qu'on  regarde  ces 
deux  courbes,  elles  paraissent  se  couper  à  angles  droits.  En  sup- 
posant que  ce  point  soit  à  l'infini,  on  conclut  de  là  que  :  les  pro- 
jections orthogonales  des  deux  courbes  sur  un  plan  quelconque 
sont  deux  coniques  décrites  des  mêmes  foj  ers. 

L'occasion  se  présente  de  démontrer  quelques  autres  propriétés 
de  ces  courbes. 

69.  Concevons  deux  plans  rectangulaires  tangents  à  ces  deux 
courbes  respectivement;  joignons  par  une  droite  leurs  deux  points 
de  contact  avec  les  courbes,  et  menons  un  plan  par  l'intersection 
de  ces  deux  plans  et  le  milieu  de  cette  droite.  Ce  plan  passera  par 
le  centre  commun  des  deux  courbes.  En  effet,  projetons  ortliogo- 
nalement  les  deux  courbes  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'inter- 
section des  deux  plans  tangents;  nous  aurons  deux  coniques  ayant 
les  mêmes  foyers;  les  traces  des  deux  plans  tangents  sur  le  plan 
de  projection  seront  les  côtés  d'un  angle  droit,  tangents  res- 
pectivement à  ces  deux  coniques  ;  la  droite  menée  du  sommet  de 
cet  angle  au  milieu  de  la  droite  qui  joindra  les  deux  points  de 
contact  passera  par  le  centre  des  deux  coniques  ;  mais  cette  droite 
sera  la  trace  du  plan  mené  par  l'intersection  des  deux  plans  tan- 
gents et  par  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  leurs  points  de  contact; 
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ce  plan  passe  donc  par  le  centre  des  deux  courbes  en  projection, 
et  dès  lors  par  le  centre  des  deux  coniques  proposées  $  donc  : 

Quand  on  a  deux  coniques  dont  chacune  est  le  lieu  desjojers 
de  l'autre,  si  l'on  mène  deux  plans  rectangulaires  tangents  à  ces 
courbes  respectivement,  le  plan  mené  par  leur  droite  d'intersec- 
tion et  par  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  leurs  points  de  contact 
passe  par  le  centre  commun  des  deux  coniques. 

70.  Faisons  tourner  les  deux  plans  rectangulaires,  de  manière 
qu'ils  soient  toujours  tangents  aux  deux  coniques  et  que  leur  in- 
tersection reste  parallèle  à  un  axe  fixe  ;  cette  droite  engendrera  un 
cylindre  droit  circulaire. 

Car  les  projections  orthogonales  des  deux  coniques,  sur  un  plan 
perpendiculaire  aux  arêtes  du  cylindre,  seront  deux  coniques  dé- 
crites des  mêmes  foyers  5  et  la  base  du  cylindre  sur  ce  plan  sera  le 
lieu  des  sommets  d'un  angle  droit  mobile  dont  les  côtés  toucheront 
respectivement  ces  deux  coniques  :  ce  qui  prouve  que  cette  base 
sera  un  cercle. 

71 .  Soient  toujours  les  deux  coniques  dont  l'une  est  le  lieu  des 
foyers  de  l'autre.  Concevons  trois  plans  rectangulaires  dont  les 
deux  premiers  soient  tangents  à  la  première  couique,  et  le  troi- 
sième soit  tangent  à  la  seconde  conique  :  nous  allons  démontrer 
que  le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  de  ces  trois  plans  est 
une  sphère  ayant  même  centre  que  les  deux  coniques. 

En  effet,  soit  ?}i  le  point  d'intersection  des  trois  plans  tangents 
dans  une  de  leurs  positions-,  faisons  mouvoir  le  premier  et  le  troi- 
sième, de  manière  qu'ils  soient  toujours  rectangulaires,  qu'ils 
touchent  respectivement  les  deux  coniques,  et  que  leur  intersec- 
tion soit  toujours  perpendiculaire  au  deuxième  plan  ;  cette  droite 
engendrera  un  cylindre  dont  la  base  sur  ce  second  plan  sera  un 
cercle  (70),  qui  passera  par  le  point  m  et  qui  appartiendra  à  la 
surface  cherchée;  tout  plan  normal  à  ce  cercle  passera  par  l'axe 
du  cylindre,  et  par  conséquent  par  le  centre  commun  des  deux  co- 
niques. 

Si  l'on  fait  mouvoir  semblablement  le  deuxième  et  le  troisième 
plan,  de  manière  qu'ils  touchent  respectivement  les  deux  coniques 
et  qu'ils  soient  perpendiculaires  entre  eux  et  perpendiculaires  au 
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premier  plan,  leur  intersection  engendrera  un  cylindre  dont  la  base 
sur  ce  premier  plan  sera  un  cercle  qui  passera  par  le  point  m,  et 
qui  sera  sur  la  surface  cherchée  5  tout  plan  normal  à  ce  cercle  pas- 
sera par  le  centre  commun  des  deux  coniques.  Il  suit  de  là  que  la 
normale  à  la  surface  cherchée  au  point  m  passera  par  le  centre 
des  deux  coniques  :  ce  qui  prouve  que  cette  surface  est  une  sphère  \ 
donc  : 

Quand  on  a  deux  coniques,  dont  chacune  est  le  lieu  des  joyers 
de  l  autre,  si  l'on  fait  mouvoir  trois  plans  rectangulaires  de  ma- 
nière que  deux  d'entre  eux  soient  toujours  tangents  à  V une  des 
deux  coniques  et  que  le  troisième  soit  tangent  à  l'autre,  le  point 
d'intersection  de  ces  trois  plans  engendrera  une  sphère  concen- 
trique aux  deux  coiiiques. 

72.  On  sait  que  les  deux  coniques  peuvent  être  deux  paraboles. 
Il  est  facile  de  voir  ce  que  deviennent  dans  ce  cas  les  théorèmes 

précédents.  11  suffit  de  supposer  que  le  centre  des  deux  coniques 
soit  situé  à  l'infini  sur  leur  axe  commun.  La  sphère  du  théorème 
précédent  devient  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  et  le  cylindre 
droit  circulaire  du  théorème  (70)  devient  aussi  un  plan. 

Tout  cela  est,  d'ailleurs,  facile  à  démontrer  directement  par  la 
même  voie  que  nous  avons  suivie. 

73.  Nous  démontrerons  ailleurs  que  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  leurs  sections  prin- 
cipales dajis  les  mêmes  plans  et  décrites  des  mêmes  foyers,  deux 
cylindres  circonscrits  à  ces  surfaces  respectivement,  et  ayant  leurs 
arêtes  parallèles  entre  elles,  ont  pour  sections,  sur  un  même  plan 
perpendiculaire  à  ces  arêtes,  deux  coniques  décrites  des  mêmes 
foyers  ('). 

De  là  on  conclut  aisément,  en  continuant  de  suivre  la  même 
marche,  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  leurs  sections  prin- 


(')  Les  deux  surfaces  jouissent  de  cette  propriété  plus  générale  :  De  quelque  point 
tic  l'espace  qu'on  les  considère,  leurs  contours  apparents  paraissent  se  couper  à  angles 
droits. 
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ci  pales  décrites  des  mêmes  foyers,  si  l'on  mené  deux  plans  rec- 
tanguiaires  qui  les  touchent  respectivement,  le  plan  mené  par 
l'intersection  de  ces  deux  plans  et  par  le  milieu  de  la  droite  qui 
joint  leurs  points  de  contact  passe  par  le  centre  commun  des  deux 
surfaces. 

~îl.  Quand  trois  surfaces  du  second  degré  ont  leurs  sections 
p/incipales  décrites  des  mêmes  foyers,  si  l'on  mène  trois  plans 
rectangulaires  tangents  à  ces  surfaces  respectivement ,  leur  point 
d'intersection  a  pour  lieu  géométrique  une  sphère  concentrique 
aux  trois  surfaces.  (ier  août  1829.) 

xi  H- 

75.  J'aurai  occasion  de  donner  deux  démonstrations  purement 
géométriques  du  théorème  énoncé  ci-dessus  (note  du  n°  73),  parmi 
d'autres  plus  généraux:  mais,  comme  il  est  facile  aussi  de  le  dé- 
montrer par  l'Analyse,  je  vais  employer  cette  voie,  qui  a  pour  le 
moment  l'avantage  de  n'exiger  aucune  proposition  préliminaire. 
On  peut  même,  sans  plus  de  frais,  poser  la  question  d'une  manière 
plus  générale,  et  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  concentriques  et  ont 
un  même  système  de  trois  droites  diamétrales  conjuguées,  si  on 
leur  mène  une  tangente  commune  quelconque  qui  les  touche  en 
deux  points,  les  plans  tangents  en  ces  points  aux  deux  surfaces 
respectivement  seront  toujours  parallèles  à  deux  plans  diamé- 
traux conjugués  d'une  troisième  surface  du  second  degré. 

En  effet,  les  trois  droites  diamétrales  conjuguées  communes  étant 
prises  pour  les  trois  axes  des  coordonnées,  les  équations  des  deux- 
surfaces  seront  de  la  forme 

Soient  'x'.j  ' .  z' )  et  (x'^j  ",  z")  les  deux  points  où  la  tangente 


1     Invité  par  H.  Hachette  à  donner  la  démonstration  du  théorème  énoncé  dans  la 
Note  relative  à  l'article  (73),  j'ai  ajouté  (2  avril  iS3o)  ce  Chapitre  XI. 
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commune  touche  ces  deux  surfaces  respectivement  ;  les  équations 
des  plans  tangents  en  ces  points  seront 

kx'x  H-  B  y' y  -h  Cz'z  =  i , 
k'x"x  +  B'/'j  +  C'z"s  =  i . 

Pour  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  soit  tan- 
gente aux  deux  surfaces,  il  faut  que  chacun  de  ces  plans  passe  par 
le  point  de  contact  de  l'autre  plan;  on  aura  donc  les  deux  équa- 
tions de  condition 

kx'  x"  -T-  Byy  -+-  Cz'z"  =  i , 

k'x'x"  4-  B'y'y"-\-  Cz'z"  =  I . 
Retranchant  l'une  de  l'autre,  on  a 

{k-k')x'x"+[K-B')r'r"-ï-{C~C,)z'z"=o 
ou 

AA'(r<  -  ï)*v+bb'(<?  ~  s)^+cc'(è  "  c)-= °- 

Sous  cette  forme,  cette  équation  prouve  que  les  deux  plans  tan- 
gents sont  parallèles  à  deux  plans  diamétraux,  conjugués  par  rap- 
port à  la  surface  représentée  par  l'équation 

x1  yl  Z7 


A'       A        li'       B        C 

Le  théorème  est  donc  démontré. 


76.  Si  les  trois  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  et  si  l'on  a 


I 

I         I          I         I 

i 

k  ' 

_Â7  =  B~~B7  =  U~ 

"c7' 

la  troisième  surface  sera  une  sphère  :  les  plans  tangents  aux  deux 
proposées  seront  donc  rectangulaires  5  mais  alors  ces  deux  surfaces 
ont  leurs  sections  principales  dans  les  trois  plans  coordonnés,  et 
ces  courhes,  deux  à  deux,  ont  les  mêmes  foyers  5  il  s'ensuit  donc 
que  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  les  mêmes  plans 
principaux,  ci  que  leurs  sections  par  ces  plans  ont   les  mêmes 
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foyers,  si  on  leur  mène  une  tangente  commune  quelconque,  leurs 
plans  tangents  aux  points  où  cette  tangente  les  touche  seront 
toujours  à  angle  droit. 

Si  la  tangente  touche  les  deux  surfaces  en  un  même  poiut  pris 
sur  leur  courbe  d'intersection,  on  en  conclut  ce  théorème  déjà  dé- 
montré par  MM.  Binet  et  Ch.  Dupin  :  Les  deux  sur j aces  se  cou- 
pent partout  à  angle  droit. 

77.  Si  l'on  circonscrit  aux  deux  surfaces  deux  cônes  qui  aient 
pour  sommet  commun  un  point  quelconque  dé  l'espace,  chacune 
de  leurs  quatre  arêtes  d'intersection  sera  une  tangente  commune 
aux  deux  surfaces;  donc  les  plans  tangents  aux  deux  cônes  suivant 
une  de  ces  arêtes  serout  à  angle  droit,  comme  étant  aussi  tangente 
aux  deux  surfaces  respectivement  5  nous  pouvons  donc  dire  que  : 

De  quelque  point  de  l'espace  qu'on  considère  les  deux  sur- 
faces, leurs  contours  apparents  sembleront  se  couper  à  angles 
droits.  c.  Q.  F.  d. 

Si,  au  lieu  de  deux  cônes,  on  circonscrit  aux  deux  surfaces  deux 
cylindres  qui  aient  le  même  axe,  ils  se  couperont  aussi  à  angles 
droits:  donc  leurs  sections,  par  un  plan  perpendiculaire  à  leurs 
arêtes,  seront  deux  coniques  concentriques  qui  se  couperont  à 
angles  droits,  ce  qui  prouve  qu'elles  ont  les  mêmes  foyers.  C'est 
la  proposition  que  nous  avons  admise  (73). 

78.  On  peut  regarder  les  deux  coniques  dont  nous  avons  parlé 
(68)  comme  faisant  partie  de  la  série  des  surfaces  du  second  degré 
dont  les  sections  principales  sont  décrites  des  mêmes  foyers;  par 
conséquent,  les  propriétés  de  ces  surfaces  appartiennent  aux  deux 
coniques;  d'où  il  suit,  par  exemple,  que,  de  quelque  point  qu'on 
les  considère,  elles  semblent  se  couper  à  angles  droits  ;  et  que, 
dans  le  théorème  (74),  on  peut  prendre  une  de  ces  coniques,  ou 
toutes  les  deux,  à  la  place  d'une  ou  de  deux  des  trois  surfaces. 
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Note  relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre 
de  gravité;  par  M.  G.  Darboux. 

(Séance  du  3i  juillet  1878.) 

L'intéressante  Communication  de  M.  Laisant  (voir  le  volume 
précédent,  p.  193)  a  trait  à  deux  remarquables  théorèmes  qui, 
depuis  Lagrange,  ont  été  étudiés  par  différents  géomètres.  Poinsot 
les  a  donnés  dans  sa  Statique,  et  Jacobi,  après  les  avoir  établis 
dans  sa  Mécanique  analytique  (p.  22),  en  fait  un  usage  impor- 
tant dans  les  considérations  qu'il  développe  sur  la  stabilité  du 
système  du  monde. 

J'indiquerai  ici  comment  je  démontre,  dans  mon  enseignement, 
les  propositions  ou  plutôt  la  proposition  de  Lagrange  (car  le  pre- 
mier théorème  de  Lagrange  n'est  qu'un  cas  particulier  du  second). 
En  développant  une  remarque  de  Leibnitz,  on  est  conduit,  en 
même  temps  qu'au  théorème  de  Lagrange,  à  un  nouveau  mode 
d'exposition  de  la  théorie  du  centre  des  forces  parallèles. 

On  sait  que,  étant  données  trois  forces  concourantes  qui  se  font 
équilibre,  leur  point  commun  d'application  est  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  formé  par  leurs  extrémités.  Leibnitz  a  remarqué 
plus  généralement  que,  si  n  forces  concourantes  se  font  équilibre, 
leur  point  commun  d'application  est  le  centre  de  gravité  de  n  points 
de  masses  égales  placés  à  leurs  extrémités.  C'est  cette  remarque. 


un  peu  généralisée,  qui  nous  servira  de  point  de  départ.  Nous 
allons  d'abord  indiquer  quelques  définitions  qui  serviront  à  abré- 
ger les  raisonnements. 

Étant  donnée  une  force,  nous  la  désignerons  toujours  en  com- 
mençant par  son  point  d'application.  Ainsi,  la  force  OA  aura  son 
point  d'application  en  O  et  son  extrémité  en  A.  Comme  nous 
n'examinerons  que  des  forces  concourantes,  il  n'y  a  aucun  incon- 
vénient à  dire  qu'une  force  OA  est  la  résultante  de  deux  forces  PB, 
QC.  Cela  signifiera  que,  si  les  trois  forces  étaient  déplacées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  et  ramenées  à  avoir  le  même  point  d'ap- 
plication, la  première  deviendrait  la  résultante  des  deux  autres. 
Ainsi,  en  tenant  compte  des  deux  conventions  précédentes,  nous 
pourrons  dire,  étant  donné  un  triangle  ABC,  que  AB  est  la  résul- 
tante de  AC  et  de  CB. 

Etant  donnée  une  force  OA,  nous  dirons  que  nous  la  multi- 
plions par  un  nombre  positif  ou  négatif  m,  quand  nous  lui  substi- 
tuerons une  force  OB  de  même  direction  et  de  même  point  d'ap- 
plication, égale  à  la  première  multipliée  par  la  valeur  absolue 
de  m,  de  même  sens  si  m  est  positif,  de  sens  contraire  si  m  est 
négatif.  Il  est  clair  que  la  force  (m,  ■+-  m2)  OA  est  la  résultante 

de  mt  OA  et  de  m2  OA,  et,  d'autre  part,  que,  si  une  force  F  est  la 
résultante  de  deux  autres  F',  F",  mF  sera  de  même  la  résultante 
de  mF',  mF". 

Ces  définitions  étant  admises,  nous  pouvons  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  I.  —  Considérons  p  points  At,  A2,  •  •  .,  Ap  affectés 
de  coefficients  positifs  ou  négatifs  mt,  m2,  •  •  • ,  nip  dont  la  somme 
n'est  pas  nulle;  O  désignant  un  point  quelconque  de  l'espace,  la 
résultante  des  forces  m{  OA,,  m2OAo,  ..  .,  mpOAp  ira  passer 
par  un  point  fixe  C  et    era  égale  à  M.  OC,  M  désignant  la  somme 


ni,  -f-  /?/..! -J-.  .  .  -4-  m 


/>■ 


Dans  le  cas  exceptionnel  ou  la  somme  M  est  nulle,  la  résul- 
tante conservera  une  grandeur  et  une  direction  invariables  quand 
le  point  O  se  déplacera;  en  particulier,  si  elle  est  nulle  pour 
une  position  du  point  O,  elle  sein  nulle  pour  toutes  les  autres. 

Soit,  en  effet,  OR  la  résultante  des  forces  jw/OA/.  Cherchons 
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la  résultante  O'S  quand  le  point  O  est  remplacé  par  le  point  O' 
et  les  forces  7?z,-  OA,  par  mt  O'A/.  La  force  O'A/  peut  être  regardée 
comme  la  résultante  de  O'O  et  de  OA/.  De  même,  m,  O'A;  peut 

être  regardée  comme  la  résultante  de  /m,  O'O  et  de  m^OA;.  On 
obtiendra  donc  la  résultante  O'S  :  i°  en  composant  toutes  les 
forces  îniOAi,  ce  qui  donnera  OR;  i°  en  composant  toutes  les 
forces  viiO'O,  ce  qui  donnera  M. O'O;  3°  en  composant  les  deux 
résultantes  partielles 

(i)  OR     et     M.(yÔ\ 

Supposons  d'abord  que  M  ne  soit  pas  nul,  et  déterminons  sur  OR 
un  point  C  par  la  condition 

OR  =  M.  OC. 

Alors  O'S,  étant  la  résultante  de  M.  OC  et  de  M. O'O,  sera  évi- 
demment égale  à  M.O'C.  Elle  passera  donc  toujours  par  le 
point  C,  et  sera  égale  à  M.O'C,  ce  qui  démontre  la  première 
partie  du  théorème,  relative  au  cas  où  M  n'est  pas  nul. 

Supposons  maintenant  que  M  soit  nul.  Alors  les  deux  résul- 
tantes partielles  (i)  se  réduiront  à  une  seule.  O'S  sera  égale  et 
parallèle  à  OR,  ce  qui  achève  de  démontrer  la  proposition. 

Il  est  évident  que  le  point  C,  par  lequel  va  passer  la  résultante 
quand  M  n'est  pas  nul,  ne  dépend  que  des  rapports  mutuels  des 
coefficients  wz/.  En  mettant  à  profit  cette  remarque,  considérons 

les  iorces  m,  — —  »  fra2  — -r-  j   •••»  rnp~~j~"i  elles  auront  pour  resul- 

li  k  A" 

M  r\f- 
tante  —  UL 

ri 

Prenons  A  =  OA|,  et  supposons  que  le  point  O  s'éloigne  indé- 
finiment. Alors  — y=  i   •  •  •  •)  ——■  auront  pour  limite  l'unité.  Les  dif- 

c,  r  m,OA;  .,  , 

lerentes  lorces  — - — ?  que  1  on  peut  supposer  transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  de  manière  que  leurs  points  d'application 
coïncident  avec  les  points  A,-,  finiront  par  devenir  parallèles  et 
auront  pour  grandeurs  les  valeurs  absolues  de  /?/.,,  ///■>,  ....  ////;. 
deux  forces  correspondantes  à  des  coefficients  de  signes  contraires 
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a\anl  des  sens  opposés.  Quant  à  la  résultante  qui  passe  par  C  et 

,         M.ÔC  .,,,.. 

a  pour  valeur  — - — >  on  peut  transporter  son  point  cl  application 

en  C,  et  elle  aura  pour  valeur  limite  M.  Ainsi  la  résultante  des 
forces  parallèles  passera  par  un  point  fixe  et  sera  égale  à  leur 
somme  algébrique.  On  reconnaît  la  proposition  fondamentale  de 
la  théorie  des  forces  parallèles;  le  point  C  est  le  centre  des  forces 
parallèles  considérées,  ou.  si  l'on  veut,  le  centre  de  gravité  des 
masses  mi  appliquées  aux  points  A,,  et  l'on  voit  que  la  notion  et 
les  propriétés  de  ce  centre  se  déduisent  comme  cas  particuliers 
du  théorème  I. 

Ces  remarques  préliminaires  étant  faites,  nous  obtiendrons  sans 
peine  le  théorème  de  Lagrange  et  une  proposition  nouvelle.  Nous 
avons  appelé  OR  la  résultante  des  forces  w^OA/.  En  emplovant 
la  formule  connue  qui  donne  la  résultante  en  fonction  des  compo- 
santes, nous  aurons 

(  2  )  OR"  —  -  ni]  OAf  —  2  ^  m,  mAOAi  OA;,  cos  A,  OA/,. 

Or,  dans  le  triangle  A,  OAA,  on  a 


2  OA,  OA,,  cos  A,  OA*  =  OA,  +  OAA.  —  A,  AA   . 

En  se  servant  de  cette  relation  pour  éliminer  les  cosinus,  la  for- 
mule (2)  deviendra 


(  3  )  OR  =  M I  mt  OA,  —  II  /»,-  mk  A,  A*  . 

Si  l'on  remplace  OR.  par  AI.  OC,  on  aura  précisément  la  propo- 
sition de  Lagrange.  Sans  insister  sur  ce  cas  bien  connu,  je  vais 
examiner  spécialement  le  cas  où  l'on  a  M  =  o.  Alors  nous  savons 
que  la  résultante  OR  est  constante  en  grandeur  et  en  direction, 
et,  en  effet,  la  formule  (3)  nous  donne  pour  cette  résultante  la 
valeur 


(4)  OR  =  —  22mimk  Aé Ak, 

indépendante  de  la  position  du  point  O. 

apposons  maintenant  que,  considérant  un  certain  nombre  des 
points  A/,  on  les  supprime  et  on  les  remplace  par  un  seul  point, 
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leur  centre  de  gravité,  afleclé  d'une  masse  égale  à  la  somme  de 
leurs  masses,  je  dis  que  la  résultante  ne  sera  pas  changée.  En 
effet,  cela  revient  à  supprimer,  par  exemple,  deux  forces  m[  OA,, 
nz3  OA2,  et  à  ajouter  la  force  (m,  H-  m-2)  OA'  dirigée  vers  le  centre 
de  gravité  A'  des  points  A,,  A2.  Or,  d'après  le  théorème  I,  cette 
dernière  force  est  la  résultante  des  deux  premières.  L'opération 
indiquée  a  donc  pour  effet  de  substituer  à  deux  ou  à  plusieurs 
composantes  leur  résultante  partielle,  ce  qui  ne  changera  pas  évi- 
demment la  résultante  totale. 

Donc,  dans  l'équation  (4),  le  second  membre  conservera  sa 
valeur  quand  on  substituera  aux  points  A,  les  nouveaux  points,  en 
nombre  moindre,  que  l'on  aura  déduits  des  premiers  par  des  com- 
positions partielles.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  II.  —  Considérons  un  système  de  points  dont  la  niasse 
totale  est  nulle.  Remplaçons  un  ou  plusieurs  groupes  de  ces  points 
par  leurs  centres  de  gravité,  en  affectant  à  ces  centres  la  masse 
totale  des  points  qu'ils  remplacent.  Pour  un  (juelconcpte  des 
systèmes  de  points  ainsi  obtenus,  la  somme 


conservera  une  valeur  constante,  négative  ou  nulle. 

Il  serait  facile  de  prouver  que  ce  théorème  peut  donner  celui  de 
Lagrange;  je  me  contenterai  de  faire  remarquer  que  l'on  peut 
toujours  réduire  à  deux  le  nombre  total  des  points  du  système, 
par  exemple,  en  prenant  le  centre  de  gravité  de  tous  les  points  à 
masse  positive  d'une  part,  et,  d'autre  part,  celui  des  points  à 
masse  négative.  Soient  B,  B'  les  deux  points  ainsi  obtenus  de 
masses  jx,  — fi.  La  somme  précédente  sera  réduite  à  un  seul  terme 

ce  qui  permettra  de  la  construire  géométriquement.  Du  reste,  les 
points  B,  B'  donnent  aussi  la  direction  de  la  résultante  OR  ;  car, 
si  le  point  O  vient  en  B',  cette  résultante  se  réduit  à  la  seule  com- 
posante uB'B,  et,  comme  elle  est  constante  en  grandeur  et  en  di- 
rection, elle  sera  toujours  parallèle  à  BB'el  égale  à  u.B'B. 
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Le  théorème  II  peut  conduire  à  de  nombreuses  propositions 
de  polvgonométrie.  J'en  indiquerai  une  seule  application. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère,  et  soient  placées  les  masses  i,  — i, 
i .  —  i  aux  sommets  A,  B,  C,  D.  Si  nous  appelons  I,  K  les  milieux 
des  diagonales  BD,  AC,  on  aura 

BD2+  AC'—  AB2—  BC2—  CD2—  DÂ2=  —  4IK2. 


Sur  l'intégrale  f     z"e    2        dz;  par  M.  Laguerre. 

t/  n 


0 
(Séance  du  22  novembre  1878.) 


1 .   Je   suppose,  dans  tout  ce  qui  suit,   que  n  soit  un   nombre 
entier  positif.  On  a  évidemment 


(1)       f  z"e    i+SXdz=—e    *+ZXea  +  TJnf 


^3+Vn, 


0„  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  en  z,  UB  et  \  „  deux  po- 
lynômes  entiers  en  x.  Si,  pour  mettre  les  variables  en  évidence, 
on  écrit  pour  un  instant  On(z,  x)  au  lieu  de  0W,  on  a  d'ailleurs 

'  n  —  yjn  vu'       /" 

En  dérivant  l'équation  précédente,  on  a 

et  de  cette  relation,  pour  72  =  o,  n  =  1  et  n  =  2.  on  déduit  facile- 
ment les  systèmes  de  valeurs  suivants  : 

U0=i,      0o  =  o;      U,  =  .r,      0|  =  i;      Ui  =  xt-hl,      &i  =  z-t-x. 
En  général,  de  l'identité 

zn+l  =  —  nzn~l  -r-  z"  [z  —  x)  -f-  znx  4-  n  z"-1. 
on  déduit 

2  Ufl+l  =  j:Un+«Ufl_| 
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et 

(3)  0„+1  =  z"-f- *©„+/?»„_,. 

2.  La  relation  (2),  jointe  aux  valeurs  données  de  U0  et  de  U,. 
montre  immédiatement  que  les  polynômes  XJn  sont  précisément 
ceux  qui  ont  été  considérés  par  M.  Hermite,  au  sujet  du  dévelop- 

pement  de  e  2       2  en  série  ('),  dans  le  cas  particulier  où  l'on 

a  a  =  —  1  et  h  =  —  z. 

Ces  polynômes  peuvent  donc  être  définis  par  l'équation 

-s 

(4)  «t+**=u.+u1*  +  -5l«« 


1.9.  1  .  9. .  3  .  .  .  n 

3.  De  l'égalité 

on  déduit,  en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport 
à  x, 

—  e     2      "   H„+1  -H-UB+,    j      e     s+"dz-hVn+l 

=  —  ze  0„  —  e  ■ -f-  ■ I     <J     -         dz 

dx  dx     ! 


+.SX  -7+.-J:r/0 

0«— e  — 

<7.J 


d'où  les  relations  suivantes  : 

(5)  U„+1=xU„+^, 


(6)  Vn+1=  i-U». 


(')  iSwr  ///(  nouveau  développement  en  ^erie  des  fonctions  (Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  8  février  i86.{,  t.  LVIII). 
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A.   On  en  déduit  facilement  ces  équations 

TT  dV" 

d.r 


el 


r/*U„  ,/Un 

-JT  +  *  ~i "U"  =  °- 

dx-  dx 


qui  ont  été  données  par  M.  Hermite. 
Posons,  pour  abréger, 


®„  =  es      "H, 


on  aura  les  relations  suivantes  : 

— h  zx 

Hn+1  =  c  zn-+-x1in-{-nlln._1 


el 


r/ll„  -'--.-cr 

ll/,+)^.rH„+  — ^  +  U„*     2         . 
dx 


<7.r 


et 


Il   est  remarquable  que,  le  polynôme  U«  étant  une  solution  de 
l'équation  linéaire  du  second  ordre 

i  "  -f-  .T.y'  —  ny  =  o, 
la  fonction 

sal  isfasse  à  l'équation 

"'  +ZX  f  dl] 

xy  —  nr=e  [«"+»—  zVn—  2-f^ 

rt.r 

qui   ne   diffère  de  la  précédente  que   par  la  présence  du  second 
membre. 


5.   Les  fonctions  0  peuvent  s'exprimer  facilement  au  moyen  des 
fonctions  I   . 
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On  a,  en  effet, 

(9)  0fl+,  =  2Am,ttUm,      [m  =  o,  1,  2,  . . .,  n), 

où,  en  posant,  pour  abréger,  n  —  m  =  jx, 

m  -+-  *  ,  \   „    «        (m4-i)(m  +  2),  .  ,  _  . 

i  1.2 

(  i»  -+- 1  )  ( /»  H-  2  )  [m  H-  3  )  .  _  .  ,  ... 

1.9.6 

Le  terme  constant  de  cette  expression  est  nul  si  p.  est  impair,  et. 
si  fj.  est   pair,  égal  à 

(  m  -4-  1  )  (  m  -+-  •>.    .  .  .  (  m 


1.2.3..." 
2 


Par  suite,  en  faisant,  dans  la  relation  (9), 

z  —  o, 
il  vient 

(10)      V„+1  =  U,1+(«-,1U„_!+!«-2}|«-3)U„_1  +  .... 
6.   En  faisant  z  =  co  dans  l'équation  (1),  il  vient 

«/ 0  ■  » 


ou  encore 


Posons  z — x  =  £,  il  viendra 


r  .,._,»,,  *dt=Vni 


V„e     -■ 


1  -  a- 

e     2  -f-  V„  e     -  , 


formule  où  ligure   dans   le  premier  membre   l'intégrale  multiple 

x' 

d'ordre  //  de  la  fonction  e     - . 
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Ces  intégrales   multiples  donnent  donc  naissance  aux   mêmes 
polynômes  Un  qui,   dans  la  théorie  développée  par  M.   Hermite, 

proviennent  des  dérivées  successives  de  la  fonction  e'2 . 


Sur  la  résolution  de  trois  équations  du  second  degré  en  x,  y ,  z  ; 
par  M.  Lemonnier. 

(Séance  du  22  novembre  1878. ) 

Etant  données  les  trois  équations  du  second  degré 

/   A.r2   +,V)2    -4-  A"z2-f-2Bjz    +2B's.r+ïB",rr 

1-hoXx    +2C7  +2C";  +  D=o, 
A,  .r-  -+-  A',  j-  -+-  A"  z-  -h  2B1  rz  +  iB\  zx  -f-  aB"  xj 

-4-  2C(  x  -+-  2C',,r  +  2.C'[z  H-  D,  =  o, 
A,  x2  +-  Aj  .1  -  -f-  A"  ;3+2B2 yz  H-  2B'2  za:  -4-  2 B'^ xy 

-f-  2 C2  .r  +  2  C',  j-  -+-  2  C'iz  -f-  D2  =  o, 

elles  peuvent  ou  non  se  résoudre  par  rapport  aux  carrés  de  deux 
variables  et  de  leur  produit,  suivant  que  l'un  au  moins  des  trois 
déterminants 


A'      A"     B 
A',      A",      B, 

a;  a:  b. 


A"     A      B' 

A",     A,     b; 

k  Ai  b: 


A       A'      B" 

A,     A',      B", 
A2     A',     B" 


est  différent  de  zéro,  ou  qu'ils  sont  nuls  à  la  fois. 


Supposons  qu'on  ait 


K 


1. 


A'      A"     B     i 

A',      A",      B, 
A',     A';     B, 


En   résolvant  les  trois  équations  (1)  par  rapport  à  y-,  z2,  yz, 
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on  les  mettra  sous  la  forme 

l  y*  =  ay  H-  bz  +  c, 

(3)  z2  =  a'j  4- 6'z  4- c', 

rt,  Z>,  «',  &  ,  /,>,  #  désignant  des  fonctions  entières  de  x  du  premier 
degré,  c,  c  ,  c"  des  fonctions  du  second  degré. 

Déduisons  de  là  deux   expressions  du  produit  y-  z  =yyz,  en 
les  ramenant  à  être  du  premier  degré  en  y  et  z.  On  a 

y-  z  =  [a y  4-  b z  4-  c)  z  =  ayz  -+■  bz2  4-  cz 

=  a{py  -+-  q z  4-  r)  4-  &(«'j  4-  &'*  -h  c')  -4-  cz 
=  («/;  +  è«'  ))■  H-  (<?<7  H-  />£'  4-  c  )  z  4-  ar  4-  6c' 
et 

J:'-'  ~=y[py  +  g*  +  r)  =py*-h  qyz  4-  ry 

=  p  [ay  4-  bz  4-  c)  -+-  q  [py  -4-  7 z  4-  r)  4-  ry 
=  («/?  -h  /j<7  -4-  /■)  J  4-  (6/)  +  q2  )  z  4-  /?c  -4-  qr. 
Il  s'ensuit 

(/;<7  4-  /•  —  />«'  )  >  -4-  [q- -\-  bp  —  oq  —  bb'  —  r  )  z  -4-  /?c  4-  qr  —  ar  —  bc'=  o. 
On  trouve  d'une  façon  semblable 

z-y  =  [a' y  4-  b'z  4-  c')y  =  a  y*  4-  b'zy  4-  c'>- 

=  «'(«/  4-  6z  4-  c)  4-  6'(/;j  4-  «^z  4-  r)  4-  c'j 
=  [aa'  4-  £'/;>  4-  c')y  4-  (/;«'  4-  76'  )z  4-  «'c  4-  &V, 

zzy  =  z[py  -h  qz  4-  r)  =  pyz  4-  az2  4-  rz 

=  q[a'r  4-  6'z  4-  c')  4- p[py  -h  qz  -h  r)  4-  /-z 
=  (/>24-  <?«')j  4-  [pq  -h  b' q  -h  r)  z  -^  qc'  4-  pr, 
d'où 

(/?*-  4-  <7«'  —  b'p  —  aa'  —  c')y  4-  {pq  4-  r  —  6a') z 

4-  /?/"  4-  7c'  —  b'r  —  ca'  —  o  ; 
puis 

y2  z2  =  [py  4-  q  z  4-  r)2=p2y2  -\-  q2z2  -\-  ipqyz  4-  2/?rj  4-  2<7>z  4-  '2 
=  />2  [ay  4-  6z  4-  c)  4-  q2  [a'y  4-  è'z  4-  c') 

4-  2/37  (/7j  4-  qz  4-  /•_  4-  2/?rj  4-  2</rz  4-  r2 
=  [ap2  4-  a'q2  -\-  2p2q  4-  2pr)y 

4-  (fy;2  4-  6'fl2  4-  2/?<72  4-  2<7r)  z  H-  /)V  4-  <f8c'  4-  ipqr  4-  /- 

VII.  2 
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et 

y-  z-  =  (a  v  4-  i;  +  c]  [a'y  4-  b'z  4-  c'  ) 

—  aay'1-^  bb'zï-\-  [ab'-h  ba')yz-\-  [ac'+ca')y  +  [bc' 4-  cb')z  -\-cr' 
=  aa'[ay  -+-bz-\~c)  4-  bb'[a'y  4-  b'z  4-  c') 

4-  [ab'  —  ba')  [py  4-  qz  4-  r)  -H  (tfc'4-  ca')j  4-  (6c' -h  cô')c  —  ce' 
=  [«2  a'  4-  6a'ft'  H-  («6'  4-  &«'  )  p  4-  [ne'  +  ca')].r 
4-  [«6«'  4-  66'2  -+-  («6'  4-  ba' ) q  4-  bc'  4-  cb']z 
4-  aa'c  -Y-  bb'c'  4-  («//  -4-  ba'  ]  r  4-  ce', 
d'où 
[ajr  -h  «'<72  +  2//  7  4-  2/J/-  —  (a2  -+-  bb'  )  a'  —  [ab'  -+-  Art'  )  /a  —  [ac'  -f-  ca'  )  ]  y 
[£pi  _|_  b'qt+zpq*  -^iqr—  [b'*  +  aa')b  —  [ab'  +  ba')q—  [bc' -h  cb')]z 
4-  cp2  H-  c'a8  -f-  2/^z*  4-  r2  —  («6'  -+-  6n'  )  /•  —  aa'c  —  66V  —  ce'  : 

Nous  avons  ainsi  trois  équations  du  premier  degré  en  y  et  z, 

1  L.r    +M;    -f-  N  =  o, 

(4)  -    L^r^M^  +  N.^o, 
'  L, y  4-  M,  3  -+-  N2  =  o, 

qui  donnent,  à  l'égard  de  x,  l'équation 

L      M      N 

(5)  A=      L,     M,     N, 

L2     Ms     N, 

C'est,  en  général,  l'équation  résultante  en  x,  du  huitième  degré. 
Les  éléments  ont  pour  valeurs 

L    =pq-\-r — ba', 

M   =  <72  -\-  bp  —  aq  —  bb'  —  c. 

N    =  cp  -\-  qr  —  or  —  bc' , 

L,  =  /;2  -4- a'q —  b'p  —  aa'  —  c', 

M,  =/-"/  -f-  r  —  ba', 

,6)    (    Ni—pr-\-c'q — b'r — ca' , 

Ls  — -  <i/>>24-  a'qi-\-  r>.pl  q  4-  2/>r 

—  (r/2  -h  66'  )a' —  (c///  -1-  ba  \  p  —  [ac'  -f-  ca'), 

Mo  =  6p24-  b'q--\-  ipq*  4-  2flr 

_  [\r-  4-  art'  )  b  —    ab'  H-  6tf'  )  q  —  (6c'  +  cb'  ' , 

Ns  =  r/>-  -i-  c'as  4-  o/jry/'  4-  i- —  [flr6'4-  6a'  r —  aa'c —  bb'c  —  cà '. 
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On  voil  que  l'on  a  M,  =  L,  et  il  est  aisé  de  reconnaître  que  : 

j  L2  =L!rt  +  Mflr'-j-  2/7 L,  H  =  (?  —  a)L+/>M  —  6L„ 
^ 7  (  M,  =  L! 6  +  M 6'  -h  2 gr L,  N,  =  (/î  —  b')L  —  qLt  +  «'M, 
et 

Na=cL1-t-c'M  -4-/-L  -+-p[cb'  —  bc')  -f-  q[ac'—  en')  -+•  r[pq —  ab')  -\- ce  . 

Comme  exemple,  soit 

y-  =  bz-hc,      z2  =  b'z  +  c',     yz  =  qz  -f- /. 

L'équation  (5)  donne  là 

[r2  _!_  c'(ry2  _  ô6/  —c)]—  [b'q*  -{-iqr—  bb'*  —  bc'  -  cô'  ] 

X  \r[qc'  —  6'r)  -f-  c'(</r  —  bc'  )]  =  o, 

résultat  qui  s'obtient  aisément  d'autre  façon. 
Par  l'élimination  de  y,  on  obtient 

z*[bz-{-c)  =  (qz-+-r)*, 
par  suite, 

(bz  -+-  c)  [b'z  -+-  c' )  =  [q z  -f-  /)2; 
de  sorte  que 

(q2  —  bb'  )z-  -h  [iqr  —  bc  —  cb' )  z  +  r3  —  ce'  =  o, 
avec 

d'où 


—  c  [iqr —  bc1 —  cb')  -+-  b'[r- —  ce1)        r9 —  ce' -4-  c'('</2 —  bb' 

i 


—  ^'(?2—  ^)  —  iqr  -\-  bc'-t-  cb' 
et,  par  conséquent, 

[/•  4-  c'(q2  —  bb'  —  c)]2 —  [£'(7"  —  ^')  -+-  ?cir  —  bc  —  cb'] 

X  [c'[zqr—bc'—cb')  —  b'{r9-  —  ce')]  =  o, 
comme  plus  haut. 

Les  équations  ainsi  obtenues  se  prêtent  à  une  discussion  qui 
n'est  pas  sans  intérêt. 

Deux  circonstances  principales  sont  à  examiner  :  celle  où  le 
déterminant  A  n'est  pas  nul  identiquement,  et  celle  où  il  se  trouve 
nul  pour  toute  valeur  de  x. 

Soit  A  une  fonction  de  x  ou  une  constante  autre  que  zéro. 

2. 
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Si  A  ne  dépend  pas  de  x  sans  être  nul,  les  équations  (4)  sont 
incompatibles  pour  toute  valeur  finie  de  x.  Les  équations  (i)  n'ont 
pas  de  solution  finie. 

Si  A  dépend  de  x,  l'équation  (5),  du  huitième  degré  au  plus, 
aura  des  racines.  Attribuons  à  x  une  valeur  qui  annule  A.  Pour 
cette  valeur,  les  équations  (4)  se  réduiront  à  deux,  ou  se  trouve- 
ront incompatibles,  ou  se  réduiront  à  une  seule,  ou  encore  se 
trouveront  identiquement  vérifiées,  en  ce  que  la  valeur  de  x  annu- 
lera à  la  fois  les  coefficients  dey,  de  z,  et  les  termes  indépendants 
de  y  et  de  z. 

Dans  le  premier  de  ces  cas,  deux  équations  étant  distinctes,  les 
coefficients  de  y  et  de  z  ne  donneront  pas  un  déterminant  nul;  on 
en  pourra  déduire  des  valeurs  de  y  et  de  z.  De  là  une  solution  des 
équations  (i)  :  c'est  le  cas  général. 

Si,  dans  les  trois  équations  (4),  les  coefficients  de  y  et  de  z  se 
trouvent  proportionnels  sans  que  les  autres  termes  soient  dans  les 
mêmes  rapports,  le  système  de  ces  équations  n'aura  pas  de  solu- 
tion ;  il  en  sera  de  même  des  équations  (i). 

Si  les  équations  se  réduisent  à  une  seule  parla  proportionnalité 
des  coefficients  et  des  termes  connus,  il  y  aura  lieu  d'y  joindre 
Tune  des  équations  (3).  Comme  il  ne  peut  en  être  autrement 
lorsque  les  équations  (i)  présentent  deux  solutions  composées 
d'une  même  valeur  de  x  avec  des  valeurs  de  y  et  de  z  qui  ne 
sont  pas  les  mêmes,  l'équation  résultante  (5)  doit  alors  présenter, 
comme  racine  double,  au  moins  la  valeur  de  x  dont  il  s'agit. 

Nous  allons  reconnaître  par  une  analyse  directe  que  cela  a  bien 
lieu. 

Dans  les  conditions  dont  il  s'agit,  on  a,  pour  la  valeur  de  x 
considérée, 


L, 

M,  _N, 

La        M,        N, 

L2 

M,        M, 

L 

M         N  ' 

T  "  M  =~  n" ' 

Li 

_mt~n; 

Ku  égard  aux  relations  (7),  on  a 

A      Nî(L8—  VLLi) +-JHt[—  2?L8H-a'MM-  \ip  —  b')lM—  bh^-h  aMLt] 

+  JS  [_  ipl* h-  b L\  -+-  [1  q  —  a)  LL,  —  a' L!\l  +  b'  ML,  ]. 

Cherchons  ce  que  devient  la  dérivée  de  A  par  rapport  à  x  pour 
la  racine  dont  il  s'agit. 


Il  est  à  observer  que,  cette  racine  annulant  les  coefficients  de 
N,  N,,  N2  dans  û,  nous  pouvons  omettre  les  dérivées  de  ces  élé- 
ments. Nous  aurons  donc,  en  faisant  l'omission,  et  tenant  compte 
des  valeurs  de  N2  et  de  N,, 

«L,4-  n'M  4-  2/?L 
NDa  A  z=  — l ^—  (L*-  ML,)' 

4-  ~  y—iqV^a'W^-  [ip—  b')\M  —  &LL,4-0ML,  ' 

4-  (—  2j»L2  4-  6L*  4-  [27  —  0)  LL,  —  «'LM  -j-  6'ML,  ' 

=  2L'(rtL,  H-  a' M  4-  2/?L)  —  L',  —  («L,  +  a'M  4-  2/>L 

-M'^(flL,-f«'M+  apL) 

4-  -=M  —  4?LL'—  2Lsç'4-2fl'MM' 

4-  M2  [a')'  4-  L'  M {ip  —  b')-h  LM'(a/>  —  ft'  ) 

4-  LM  [9/?'  —  (//)']  —  L' L,  è  —  LL',  b  -  LL,  7;  '  4-  L',-  M  a 

4-L,M'0  4-L,M  g  '] 

—  4  LL'/j  —  2  Up'  —  2  ô  L,  L',  4-  L  ~   A  ' 

4-  L'  Lt  (2  q  —  0)  4-  LL',  [iq  —  a) 

4-  LL,  [iq'—  [a)'}  —  L'Ma'  —  LMV  —  LM  [a'  )' 

4-  L',  M  // 4-  L,  M'*'  4-  L,  M  (6'  )' 

,  LAI     , 
=  «L,  L  4-  «'ML  —  «LL,  —  a'  —  L, 

Lj 

—  2/7 ML',  --  2  ry  L,  L'  4-  [ip  —  6'  )  LL' 

—  b  -i  L'  4-  «LL'j  4-  &L,  L',  4-  (27  —  0]  LL',  4-  //  ML', . 

Mais  la  relation 

«  L,  4-  0'  M  4-  2/;L        A  L,  4-  b'  M  ■+-  1  q  L 
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,     L         M 

a  cause  de  —  =  —  1  donne 
L,        L 


ALT-,        b\A 

= =  «L,  H-  «'  M  4-  2/;L   -  b'  L  —  2  7  L,, 


et  la  relation 

aL,  +  fl'M4-  r>.p\,  _  éL,+  è'M  +  açL 
1^  L 

donne  de  même 

LM 

«' =  6LiH-  6'M  -+-  iql,  —  aL  —  ?./>M. 

En  substituant  ces  valeurs,  on  trouve 

NDX  4  =  0; 

la  racine  considérée  est  donc  racine  double  au  moins. 

Lorsqu'une  racine  de  A  =  o  annule  à  la  fois  L,  M,  L,,  N,  Nj, 
No,  les  équations  (4)  disparaissent.  C'est  alors  une  racine  triple 
de  A,  car  elle  annule  les  deux  premières  dérivées  de  A,  puisque 
les  termes  de  ce  déterminant  sont  du  troisième  degré  à  l'égard  de 
ces  éléments. 

Comme  on  a,  pour  lors, 

c  =  q-  -4-  bp  —  aq  - —  bb\ 
c'  —  p-  -f-  a'q  —  aa  —  b'p, 
r  =  pq —  ba' , 

les  équations  (3)  deviennent 

y*  =  ay  -+-  b  z  -f-  q-  -f-  bp  —  aq  —  bb\ 
z-  =  n'y  -f-  b'z-\-  p~  —  a'q  —  aa  —  b'p, 
yz=py  -i-qz  -+-  ba'  —pq, 

c  est-à-dire 

[y  —  q){y  +  q)  =  <*  [y  —  q)  +  à[z  +#»—*'), 

(a  —p)[z  +/>)  =  b'[z  —p)  -f- a' [y  ■+-  q  —  a), 

iz  —  p)  (  y  —  q)  = ha' 

ou 

(r  —  q)  [y  +  q  —  a)  —b[z  -hp  —  b' }, 

[z  —p)[z   -hp  —  b')  =  a'[y-+-q  —  a)t 

[z  —  p)[y  —  q)  =  ba'. 


De  là 


b, 
—  P=  — 


q 


,,       '>«'     ,  ,,      y  —  q)[*p  — h' \ 

p  —  b  —  — \-  2p  —  b  ==. 


.>     7  y 
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JHll 


>  —  qY[y-*-<l  —a)  =  b(x  —  q)[ap~  b')  -h  b'-a'. 


Ainsi,  y  est  donné  par  une  équation  du  troisième  degré;  trois 
couples  des  valeurs  de^  et  de  z  correspondent  à  la  valeur  de  x. 
Là,  si  b  devient  nul,  on  a 

[y —  q)-  =  o     ou     y  -+-  q  —  a  =  o. 

Pour  [y  —  ,y)-  =  o,  on  a 

(2  — p)[z  +  p  —  b')  =  a'[iq  —  a), 

et,  pour  j  -(-  (/  —  a  =  o,  on  a 


Les  équations  (3)  ne  comportent  pas  qu'il  y  ait  pour  une  valeur 
de  x  =  xt  quatre  couples  de  valeurs  correspondantes  de  y  et  de  z, 
que  par  suite  l'équation  résultante  ait  une  racine  quadruple. 

Car,  si  les  équations  (1) 

P  =  A.r2    -+-.  .  .4-  D  =0, 
Q  =  A,  r2+  .  .  .  4-Di=0, 

R  =  A,  j:2  -h  .  .  .  -+-  D,  =  o 

présentaient  quatre  solutions  pour  x  =  x,,  on  aurait,  pour  cette 

valeur  de  x, 

R  =  /.P  +  v.O; 


par  suite, 


et,  en  conséquence, 


A',  =  >A'  -+-  f*A',, 

a';  =  ).a"  +  y.  a", 

B2  =  ).B    -+-  u.Bn 

j  A'      A"     B 

o  =  |  A',     a';     B, 

I  A'      A",     B, 


ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Nous  avons  à  voir,  en  second  lieu,  ce  qui  concerne  les  équa- 
tions (3)  et  (4),  quand  le  déterminant  A  est  nid  pour  toute  valeur 
de  x. 
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Si  deux  des  équations  (4)  présentent  alors  pour  y  et  z  des  coef- 
ficients qui  ne  soient  pas  proportionnels  pour  toute  valeur  de  x, 
les  équations  (4),  x  restant  arbitraire,  reviennent  à  ces  deux 
équations.  Celles-ci  détermineront  alors  y  et  z  pour  toute  valeur 
attribuée  à  x  arbitrairement.  Il  y  aura  une  ligne  commune  sur  les 
surfaces  représentées  par  les  équations  (3),  mais  cette  ligne  ne 
présentera  qu'un  point,  en  général,  dans  un  plan  quelconque 
parallèle  au  plan  yz.  Comme,  d'ailleurs,  pour  toute  valeur  de  x 
d'un  module  fini,  les  équations  (3)  ne  peuvent  admettre  que  des 
valeurs  finies  de  y  et  de  z,  la  ligne  sera  une  ligne  droite. 

Cette  droite  pourra  analytiquement  se  fixer  par  deux  points 
particuliers.  Mais  les  trois  surfaces  n'auront-elles  pas  d'autres 
points  communs  que  ceux  de  la  droite?  Pour  étudier  la  question, 
considérons  le  cas  où  l'axe  des  x  est  une  droite  commune. 

Les  équations  (3)  sont  alors 

y2  =  a  y  -{-  b  z,      z8  =  a' y  -f-  b'z,     yz  =  py  -+-  qz, 

et  les  équations  (4)  deviennent 

(  pq  —  ha  ) y  -f-  [q2  -+-  bp  —  aq  —  bb'  )  z  =  O, 
[p2  +  a'q  —  b'p  —  aa'  \y  -\-    pq  —  ha'  \  z  =  o, 
[ap2  -f-  a'q-  -+-  ip-q  —  [a* -\-bb')a'  —  àb' -h  ba')p]y 

-h  [bp2  -t-  b'q-  -+-  2pq*  —  b'-  -t-  aa')  b  —   ab'  -t-  ba'  )  q]  z  =  o, 

Les  deux  premières  de  ces  dernières  équations  se  réduisent  à 
une  seule  pour  toute  valeur  de  x  satisfaisant  à  la  condition 

[pq  —  ba'  Y  —  [p~  -+-  a'q  —  b'p  —  aa']  [q-  -f-  bp  —  aq  —  bb')  =  o. 

C'est,  en  général,  une  équation  du  quatrième  degré  qui  donnera 
quatre  valeurs  de  x.  Pour  avoir  les  valeurs  de  j  et  de  z  corres- 
pondantes à  une  racine,  on  prendra 

(  P'i  —  b<i')y  -+-  (î2  -+-  bp  —  "<i  —  t'b'  )  z  =.  o, 

yz=py  -y  qz. 

Delà 


q-  -+-  bp  —  a<[  —  bb'         ba'  —  pq 
y[ba'  —pq)=p  [q2  -t-  bp  —  aq  —  bb1    +  q  ( ba'  —  pq), 

■  \q*--V-  bp  —  aq  —  bb')  =p(q2-+-  bp  —  aq  —  bb')  -f-  q  [ba'  —  pq 


Pour  que  l'équation  y-  =  ay  -+-  bz  soit  vérifiée  par  les   valeurs 
dey  et  de  ~  ainsi  obtenues,  il  faut  avoir 

y[q2  -+■  bp  —  <iq  —  bb'  )  =  a  [q~  -r  bp  —  aq  —  bb')  -\-  b  [ba   — pq), 

puis 

q2  '+'  bp  —  aq  —  bb'         a [q-  -\-  bp  —  aq  —  bb')  -+-  b  [ba'  —  pq 
ba'  —  pq  p  [q-  -h  bp  —  aq  —  bb'  )  -+-  q  [ba'  —  pq) 

h    bu'  —  pq  ba'  —  j>q 


—  abà  -t-  bp1 —  bb' p  -+-  a'  bq      /?*-+-  a' q  —  b' p  —  aa! 

ce  qui  est  la  relation  supposée. 

L'équation  z-  =  n'y  -+-  b' z  est  également  vérifiée. 

Ainsi,  outre  la  droite  commune,  il  y  a  quatre  points  communs 
sur  lesquels,  bien  entendu,  il  peut  s'en  trouver  de  coïncidents  ou 
passant  à  l'infini. 

Observons  toutefois  que,  si  l'on  avait  pour  toutes  valeurs  de  x 

[pq  — ■  ba')"1 —  (p*  -+-  a'q  —  b' p  —  aa'  )  [q-  -\-  bp  —  aq  —  bb'  )  =  o 

ou 

pq  — •  ba'  q-  -+-  bp  —  aq  —  bb' 

p2  -+-  a'q  —  b'p  —  aa'  pq  —  ba' 

on  satisferait  aux  équations  proposées,  sans  détermination  de  x, 
par  des  valeurs  de  y  et  de  z  déduites  de 

yz  =  py  -+-  q  z      et      [qp  —  ba'  ) y  -+-  [q2  +  bp  —  aq  —  bb'  )  z  =  o. 

Ces  valeurs,  étant 

p  [q-  H--  bp  —  aq  —  bb'  ) 

yz=q+-         —     , •> 

'  ba   — pq 

q  ba'  —  pq) 
*  q-  H-  bp  —  aq  —  bb 

1                          1                             -i                                    P'I  —  t'a' 
seraient  du  premier  degré  en  x.  si  le  rapport  — ,         ., ; 

1  l  L  p'  -f-  a  q  —  b'p  —  aa' 

était  constant.  Il  y  aurait  donc  alors  une  seconde  droite  commune. 
Mais  on  peut  voir  aisément  que 

(a.r2-f-  bx-i-cYz=    ax-  -(-  [b-+-  \J b'1  —  \ac)x-\- 


b2  —  2  ac  -+-  b  y  b'1  —  4  ac 


2  a 


[r —  \           b7  —  lac  —  /'  \J b-  —  4 ac 
a  x' -\'b  —  \  b'1  —  A<iCi.r-\- ; 
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de  sorte  que 


h, 


a.,-—    h  +^9  —  4«c    a 


eu- —    b  — y//;-  —  i|'"'     ' 


(V-  - 

-  lac  —  A  v  //- 

—  _|  ac 

1  a 

h1- 

—  iac.  ■ —  h  \  b- 

—  4"c 

(ir-  -T-  b  ./•  -t-  c 

identité  où  les  membres  varient  avec  x. 

C-     1  P'I     —     ba'  r  ■  ,  1  T      • 

ïn  le  rapport  ; était  donc  dansées  conditions, 

1  p-  -r-  a  <i  —  i>/>  —  aa 

les  expressions  précédentes  dej)  et  de  z  ne  seraient  plus  du  pre- 
mier degré  en  x.  Avec  la  droite  ox  commune,  les  trois  surfaces 
auraient  une  ligne  du  troisième  degré  commune,  une  cubique  com- 
mune, c'est-à-dire  que  l'intersection  complète  des  deux  premières 
appartiendrait  à  la  troisième.  Comme  la  forme  des  trois  équations 
ne  comporte  pas  ce  fait,  puisque  la  troisième  ne  saurait  être  une 
combinaison  linéaire  des  autres,  il  v  a  lieu  de  conclure  que  pa- 
reille circonstance  ne  peut  se  présenter. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  vu,  pour  en  revenir  aux  équa- 
tions (3),  lorsque  le  déterminant  <\  est  nul  identiquement  et  que 
celui  des  coefficients  dej  et  de  z  dans  deux  des  équations  (4)  ne 
l'est  pas,  on  trouvera  la  droite  commune  et  les  points  qui  sont  en 
outre  communs,  en  posant 

Kj  ./■  -+-  ptj  —  y,  z  -1-  By  =  u, 

«,./•  -f-  5,  y  -4-  y2r  —  ô\,  =  c, 

ou  plutôt 

y  —  aa  -J-  fiv  -~  yx  -f-  o, 

'  CI  ,  I  i       A/ 

z  =  a  u  —  p  v  -f-  y  c  -r-  o  , 

substituant  ces  expressions  de  y  et  de  -  dans  les  deux  équations  (4) 
à  considérer,  puis  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différentes 
puissances  de  x.  Les  constantes  pourront  se  déterminer  de  façon 
que  l'on  ait  ainsi  deux  équations  bomogènes  en  u  et  v.  La  droite 
commune  sera  donnée  par  u  =  o,  v  =  o,  par  suite,  y  =  yx  -h  d, 
z  =  y'x  -\-  o';  et  l'équation  relative  aux  valeurs  particulières  de  x 
s  obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  des  coefficients  de  u 
et  de  p»dans  les  résultats  de  la  substitution  ou  celui  des  coefficients 
dejyet  de  z  dans  les  premières  équations. 
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Prenons  pour  exemple  les  trois  équations 

y*  =  xz, 

z-  =  a'  -+-  b'  -f-  2  x)  y  -f-  (//  -+-  ./■)  3  -+-  a  x  -f-  2,r2, 

Les  deux  premières  équations  (4)  sont  alors 

[d  -4-  1/  -4-  ix)  xy  -4-  (//  +  ar)j;2  -h  «'x2  -f-  .z3  =  o, 
2  («'  +  x)  xy  -+-  [a'-+-  //  -f-  2 .r)  xz  H-  [a'  —  b')x-  =:  o. 

Si  l'on  pose 

y  =  a. u  -f-  Se  -+-  y.r  +  0, 

z  =  «'«  +  S'i'  -4-  y'.r  -f  o', 
on  devra  avoir 

[a'  -hb'+  2.r )  .r  (  7*  H-  <?)  +  (£'  -H  a?)  .r  ( y'.r  -4-  S'  )  -+-  a'x2  -4-  x:i  —  o, 

2  («'  4-  x) x[yx  -h  $)  +(«'-+-  //  H-  2 .r)  x  [  y' x  -4-  d"  )  -f-  [a'  -4-  1/  )  .r 2  = :  o, 

identiquement,  d'où 

2y  +7'+  I  =  O, 

(a'  -f-  £'  )  y  —  2. 0  +  ///  -4-  0'  -L-  a'  =  o, 

(a'  4-  b'  )  S  +  6'^  =  o, 

27  +  27'=  o, 

2a  -4-  in'y  -4-  [a   -4-  £»')'/'  +  20'  +  <?'  —  b'  =  0, 

1  a'S  -f-  (a'  -h  Z»' ) a'  =  o. 

Il  s'ensuit,  supposé  «'<£>',  qu'on  aura 

0  •=.  o,      0"  =  O,      puis      y  =  —  1 ,      y'  =  1 , 

et,  d'autre  part, 

[a'  -h  b'  -h  1x)x[ku  _|_  ^pj  -4-  (// .+-  .r]  x[a'u  +  (3V]  =  O, 
2  (ci'  -4--  x)x(att  -h  3  e)  -i-    a'  -4-  b'  -+-  2.x)  x  (k  u  +  j3'c)  =  o, 

OU 

[(<?'+//  +  2x)x+  (6'-f-.r)a'].zw  +[  a' ->r  b' -+-  ix\  (3  -f-  // -f- .r)  S'].rr  =  o, 
[2  («'  +  .r]  a  -f-  (a'  -f-  &'  -f-  2  .r)  '/.'  ]  k  // 
H-  [2  (a'  -f-  x)  j3  4-  [a'  -i-  b'  ■+■  '■'.■'■   >'  j  ■*<•'  —  o. 
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ce  qui  donne  l'équation 

a   —  b'  -f-  i.r  a  -h  [b'  -+-  x  y!\\i{a  -f-  as]  3  -f-  (a'—  b' -\-  ix)  3'].r? 
—  [[a   -fi'-f  IX  3  -H  [b'  +  r   V"  [2   «'-f-  .r  r  -+-  [et -\-  b'  -h  "2.x  k']x-  =  0, 

ce  qui  lait 

[{a'  +  xY  +  ib'  +  x  •]*»   v.?—y'ï  =0. 

C'est  bien 

(a'  H-  6'  -I-  2.r  3  —  2  a'  -+-  x)  //  H-  .r  ; 
de  là 

x1  =  o      et      r/ '  -i-  .r  =  zt    //  -f-  .r'  r, 
ar(i  zp/)=  —  a'  —  b'  i, 

a'  -J-  //         &'— «'  . 
2  2 

La  droile  commune  a  d'ailleurs  pour  équations 

j>'  =  —  .r      et     3  =  .r. 

Les  équations  (4)  pourront  être  incompatibles,  en  ce  que  les 
coefficients  de  y  et  de  z  y  soient  dans  des  rapports  constants  autres 
que  ceux  des  autres  termes.  Alors  les  équations  (3)  n'auront  pas 
de  solution. 

Soient  les  équations  (4)  se  réduisant  à  une  seule  par  la  propor- 
tionnalité des  termes. 

On  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  y  ou  de  ~  et  on  la  por- 
tera dans  l'une  des  équations  (3)  :  de  là,  une  équation  en  r  ou  c 
du  second  degré,  par  suite,  pour  toute  valeur  de  x,  deux  couples 
de  valeurs  dey  et  de  z,  ou,  pour  les  trois  surfaces,  deux  points 
communs  dans  tout  plan  parallèle  au  plan yz.  C'est  ce  qui  peut 
avoir  lieu  quand  les  surfaces  ont  deux  droites  communes,  et 
encore  quand  elles  ont  une  conique  commune. 

Or,  quand  deux  surfaces  du  second  degré  P  et  Q  ont  deux 
droites  communes  D  et  D'  du  même  svstème  sur  chacune,  leur 
intersection  se  complète  par  deux  autres  droites  analogues  Dt  et 
1)',  d'autre  système  qui  peuvent  se  confondre.  Qu'une  troisième 
surface  R  contienne  D  et  D',  elle  coupera  P  suivant  deux  autres 
droites  D2,  D'2  du  svstème  de  D,  et  D'(,  et  Q  suivant  les  droites 
analogues  D3,  D'3.  Les  trois  surfaces  n'auront  donc  de  points  com- 
muns que   sur  D  et  D'.  ou  bien  elles  auront  avec  ces  droites  une 
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troisième  droite  commune  les  rencontrant,  ou  bien  elles  auront 
avec  elles  deux  autres  droites  communes.  Dans  la  circonstance  qui 
nous  occupe,  le  premier  de  ces  cas  sera  le   seul  possible. 

Si  les  trois  surfaces  ont  une  conique  commune,  les  trois  équa- 
tions étant  susceptibles  d'être 

P  =  o,     Q  =  k P  +  uv  .=  o,     R  =  k'V  -t-  uw  =  o, 

il  y  aura,  outre  la  conique  commune,  deux  points  communs  don- 
nés par  P=  o,  v  =  o,  w  =  o.  Les  équations  (1)  et  (3)  seront  telles 
que,  deux  à  deux,  elles  donneront,  par  une  combinaison  linéaire 
convenable,  le  système  de  deux  plans,  et,  dans  les  combinaisons, 
il  y  aura  un  plan  commun.  Par  cette  voie,  ce  cas  se  distinguera 
immédiatement  du  précédent.  Il  est  d'ailleurs  à  observer  que,  pour 
chacune  des  valeurs  de  x  relatives  aux  points  communs  en  dehors 
de  la  conique  commune,  l'équation  du  premier  degré  en  y  et  z 
deviendra  identique,  en  sorte  que  ces  valeurs  résulteront  d'un 
facteur  en  x  commun  aux  termes  de  l'équation. 
C'est  ainsi  que,  pour 

Q  =  A  x-  H-  r2  -+-  A"z-  -t-  D  -+-  -2  [y  -4-  g-)  [z  -+-  k)  =  o, 
R  =  A.r2  -f  f-  -+-  A"z-  -t-  D  -+-  i  [z  ■+-  h)  [z  -+-  k)  =  o, 

on  trouve 

J=  =  —  *7  —  S'z  —  g*> 
z*  =  —  (h  +  k)z—hk, 
y-  =  A'  [h  -f-  k)z  —  A.2-  —  D  +  A"M. 

Les  trois  équations  du  premier  degré  sont 

oy  +  [g*  +  A" h2  +  D  +  A^2);  -r-  /-(Ax2+D  +  S"2+  A"/r  )  =  o, 

oy  +  oz  -f-  o  =  o, 

o  y  —  [h  +  /•)(g-*+A"#f-+-  D  +A.r2)  z  —  /  (A  +  />;  A.r2+  D  +A//Aî-h^s)  =  o. 

Il  n'y  a  bien  là  qu'une  seule  équation 

(  Ax2  -4-  D  -t-  g*  -+-  A'7<2  )  (3  H-  /•)  =  o, 

d'où  le  plan  de  la  conique  commune  par  z  -+-  A  =0,  cl,  pour  les 
deux  poinls  communs  par  ailleurs, 

\x;  +  l)+iîM-.V7r       o. 
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Une  dernière  circonstance  est  celle  où  les  équations  (4)  de- 
viennent identiques  pour  toute  valeur  de  x.  Cela  arrive  quand  on 
a,  quelque  valeur  qui  s'attribue  à  x, 


L  =  o,   Lj=  o,  M  =  o,  p[cb' —  bc  )-+-  q  ne 
Les  équations  (3)  peuvent  alors  s'écrire 

[y  —  9)  [y-t-q  —  a\  =  h  ~  ■ 

[z  —p)[z-hp  —  b')=a'{jr 

[z—p)[y  —  v)=  ba>- 


v\pi 


ab'\ 


*'). 


Les  surfaces  représentées  par  les  deux  premières  équations  ont 
une  droite  commune  que  déterminent 

J  4-  <7  —  «  =  o, 
z—  p—  b'  =  o, 

et  tout  point  appartenant  à  ces  mêmes  surfaces  en  dehors  de  la 
droite  appartient  à  la  troisième  surface.  Il  y  a  donc  là  une  cu- 
bique commune  avant  pour  équations 


Y 


n    -       v 

7      -1 


—  b  [(2/1  —  //  )  [y  —  q\  +  ba'], 
ba' 


IL 


Nous  avons  encore  à  traiter  les  équations  (1)  lorsque  les  trois 
déterminants 


A' 

A" 

B  ! 

A" 

A 

B' 

A 

A' 

B" 

A', 

A", 

B,     • 

A  " 

Al 

A, 

b;  . 

A, 

A', 

B", 

A'2 

A* 

B* 

A* 

Ai 

B'2 

A  a 

Aj 

B'2 

sont  nuls  à  la  fois,  de  sorte  que  ces  équations  ne  peuvent  alors  se 
résoudre  par  rapport  aux  carrés  et  aux  produits  de  deux  des  in- 
connues x,j,  z. 

Nous  écarterons  d'abord  le  cas  où,  les  termes  du  second  degré 
ayant  leurs  coefficients  proportionnels,  à  prendre  les  équations 
deux  à  deux,  on  pourra  immédiatement,  par  l'élimination  de  ces 
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termes,  obtenir  deux  équations  du  premier  degré  en  x,  y,  z;  cela 
a  lieu  en  particulier  pour  trois  sphères.  11  en  est  ainsi  quand  les 
déterminants  mineurs  relatifs  aux  déterminants  B  sont  tons  nuls. 
Si.  dans  le  déterminant  §,  les  éléments  sont  tous  nuls,  les 
équations,  étant 

A.r2  -h  2B'.n  -f-  2B'>)  -4-  2C  r  -4-  iC'v  -4-  -xC'z  -4-  D  =  o, 
A,.r2  -f-  ?.B\.rz  -4-  lB'[.ry  -+-  2C,.r  +  ?.C',.f  -4-  iC'[z  +  D,  =  O, 
A,.v-  -4-  2B'2i'3  -T-  2B".fl    -+-  2C,x  H-  2C',  )    -+-  2C"z  -4-  D2=  o, 

sont  du  premier  degré  enj'et  z;  il  s'ensuit  alors 

B".r  -4-  C      B'.r  -f-  C"      A./2   -4-  2C.r    -h  D     \ 

B".r  +  C'j      B'r'-  -H  C"       A!  .r3  +  iCyX  -4-  D,    I  =  o. 

B',.r  -4-  C',      tfji  +  Cj      A2.r  +  2C2.i'  +  D2   j 

On  aurait  une  équation  analogue  pour  y  si  les  éléments  de  d' 
étaient  nuls,  une  équation  en  z  si  ceux  de  o"  l'étaient. 

Au  cas  où  les  trois  coefficients  de  j  2,  ceux  de  z'2,  mais  non  ceux 
deyz,  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  les  équations  étant 

Ax2  -f-  2B  yz  -f-  iB'z.r  +  iB".rv  +  2Cx  +  îCV  -4-  2C":  4-  D  =  o, 
Ai-t.2  -4-  2BK)-;  -r-  2.B\zx  -4-  iB'\.vy  -\-  iClx  -\-  iCl y  +  2C":-t-D,  =  o, 
A2.r2-4-  2B2)Z  —  2B'23.r  -I-  2B'2.7M'  -4-  2C2.r  -+-  lC,Y  -h  2  C"  Z  -4-  D,  =  O, 

on  pourra,  par  deux  éliminations  de  yz,  obtenir  deux  équations 
du  premier  degré  en  y  et  z;  en  y  joignant  l'une  des  premières 
équations  contenant  yz,  on  aura  un  système  équivalent,  et  une 
équation  résultante  en  x  s'ensuivra  immédiatement.  Pour  l'ob- 
tenir sous  forme  d'un  déterminant,  observons  que,  en  désignai! I 
les  trois  équations  par 

ayz  4-  l>  v  —  cz  -+- p  =  o, 

«y  -4-  S  z  +  r/  =  o, 
y.'i  -4-  ^' z  +  r  =  o, 


el  \  joignanl 


ai  -  +  fiyz  -4-  7„v  =  o, 
k'j  -'  -H  /'r2  -+-  fy  =  o, 

KJ  3  -4-  (3  ..2     4-  f/2    :-Z  O, 
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équation  du  sixième  degré  en  .r. 

Si  les  coefficients  de  yz  sont  nuls,  ainsi  que  ceux  de  j  •  ou  de 
z-,  ceux  de  z-  par  exemple,  les  équations  étant 

Ajt  -+-  AV  -4-  -iB'.rs  +  2B".rr  -+-  2Cr  -4-  2CV  +  2C"z  +  D  =  o, 
A,.r24-  .  .  .  -f-  Di  =  o, 

A2.r2-+-  ...  +  D2=o, 

on  pourra  en  déduire  deux  équations  ne  contenant  pas  j  -,  et  l'on 

aura  ainsi 

A'j--h  a  y  -+-  bz  -h  p  =  o, 

a.  y  H-  |3z  +  q  =  O, 

k'v  +  P'a  -f-  r  =  o, 
d'où 

KJ  "2   -f-   S  )  Z    -f-   </  V  =  O, 

«') 2  +  S't  ^  -+-  rr  =  o. 
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k.'{Pr—p'q)  —  a[pK—*F)      —  b(p«?—  K/3') 
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Ces  premiers  cas  particuliers  ainsi  traités,  soient  les  équa- 
tions (i)  au  cas  où  les  trois  déterminants  d  sont  nuls,  sans  que 
deux  colonnes  y  aient  leurs  éléments  nuls;  par  exemple,  à  étant 

A'      A"     B 
nul,      A',     A"      Bj   i=o;   nous   supposerons  que   dans   deux   co- 

A'2  a';  Bs  j 
lonnes  au  moins  les  éléments  ne  sont  pas  nuls.  Si  cela  est  pour 
les  deux  dernières  colonnes,  les  trois  déterminants  A"  B2  —  A'^B,, 
A"B2 — A"B,  A"B,  —  A",  B  pourront  ne  pas  être  nuls  à  la  fois. 
Si  Ton  multiplie  les  équations  (î)  respectivement  par  ces  mineurs, 
et  qu'on  ajoute,  les  termes  enj2,jz,  z-  disparaîtront,  et  l'on  aura 
une  équation  telle,  que 

ax-  ■+■  1  b'.rz  -+-  1  b"xy  -+-  ici:  +  ic'y  -+-  2c"z  -+-  d=  o. 

Il  en  sera  de  même  si  l'on  multiplie  par  A^Bo — A'0B,,  A'B2 — A'0B, 
A'B, — A',  B,  au  cas  où  ces  mineurs  ne  seront  pas  nuls  à  la  fois, 
les  équations  (i)  supposées  distinctes. 

Si  ces  deux  suites  de  déterminants  mineurs  sont  nulles  à  la  fois 
vu.  i 
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avec  B     <>.  on  aura 

a-  =  a'|,     a;  =  4-|,     A',=  A'§,     a',  =  a«|. 

Qu'on  multiplie  alors  la  première  équation  par  —  et  qu'on  sous- 

trave  la  seconde,  les  termes  en  y2,  z*,yz  disparaîtront,  et  l'on 
aura  une  équation  de  la  forme  indiquée  ci-dessus. 

Dans  les  conditions  supposées,  on  obtiendra  de  même  les  équa- 
tions 

"',.1 2  -4-  2  h^yz  -+-  i  b\xy  -f-  ictx  -f-  ic\  y  -f-  2  c",;  -f-  dt=  o, 
a,  32  H-  2  Jg  V3  -+-  i  b'riz  -t-  ac2ar  -4-  2c'2  r  -f-  2 c'^s  -4-  d2  =  o. 

Si  les  trois  équations  sont  distinctes,  qu'aucune  d'elles  ne  puisse 
se  déduire  des  autres,  elles  pourront  remplacer  les  premières. 
C'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  les  coefficients  en  d{ .  a"n  sont  chacun 
différents  de  zéro,  même  lorsqu'un  seul  d'entre  eux  est  nul. 

Les  trois  équations  peuvent  s'écrire 

y.  y  -f-  y.'z  -h p  =  o, 
a\  i 2  —  ■?.  bi  rz  -f-  S  v  -f-  p'z  H-  q  =  o, 
«",  c2  -r-  2  68J"Z  -f-  y  )  -f-  y'z  -+-  r  =  o. 
Si  l'on  avait 

<i '  =  o     et     r/"  =r  o, 

les  deux  dernières  équations  pourraient  devenir  équivalentes;  il 
\  aurait  alors  à  prendre  à  la  place  de  l'une  d'elles  l'une  des  équa- 
i ions  (i). 

C'esl  pourquoi  il  convient  de  considérer  d'abord  les  trois  équa- 
tions 

kx*  -f-  M  y1  -4-  AV  -f-  oB'zx  -+-  2B".n-  -f-  2(>  -4-  2C'.)-  H-  iC'z  -h  D  =  o, 
■>.  //'./•  h-  e'    v  -+-  2  //./•  -i-  c"  )  z  •+  a  .f2  +  îc,r  +  f/=  o, 

2  &,   13  -f-  2<?',   V  -f-ac'z+2  C,  #  -f-  <•/]  =  O, 

Z»,  supposé  différent  de  zéro,  et  le  terme  yz  pouvant,  par  suite, 
avoir  été  éliminé  de  la  première  équation.  Sous  une  désignation 
plus  simple,  les  équations  sont 

A'  r2  -4-  A"z-  -i-  v.y  -+-  c/.'z  -+-  p  =  o, 

Py  +  P'z+  y  =  o, 

2  A,   )  S  -r-  r/J  -t-  y'3  -(-/•—(>. 
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.Multiplions  la  seconde  par  Z>,  y  et  b{  z,  nous  aurons 

$bxy*  H-  p'biyz  -4-  qbxy  =  o, 
5/>,  yz  —  /3'6,  z2  -4-  brqz  =  o, 

ce  qui  donne,  eu  égard  à  la  troisième. 

$bxyi  —  y  yy  +  -/z  +  r)  -+-  qbxy  =  o, 

—  5  y  v  -f-  y'z  -h  r)  -f-  S7;,  z2  -f-  6,  qz  =  o, 
ou  bien 

â  /;,  .v2  +  (çô,  —  3'y\>  -  (3'y'z  -  S'r  =  o, 

Vbx  *  -  fyy  +  [bxq-  fo')z  -  5r=  o. 

D'autre  part,  en  multipliant  la  première  équation  par  fiy,  on  a 
A'5  v3  -f-  k"Qyz*  -f-  «3  r2  -+-  «'5j3  -+-p$y  =  o, 

ce  qui  se  change  en 

—  A'/2  (  |3'z  +  q)  —  A"  7-  [yy  +  y'z  -f-  r)  -4-  «5  r2  +  K'S>z  -4-  /,5y  =  o , 

puis 

I  k"r'sj  B«v'  A"  5;- 

^  £  Irr  +  /.  +  ^  -  4W  -  L&  ,,  -  a»  %  *  _  MT3 

-4-  «3j-2  H-  a'Qjz  -+-  pfiy  =  o , 


ou 


^-a'(  +  *)a-^+(a'Ç-*$4.,, 


+ 

et  par  suite 


IK'P'i  \  A"lr 


A' S'y  —  A'qby  -4-  «|3  bx  )  r2  -  A"3y'~ 

-I-  (V,SV  +  ,,/,,  5  -  V  S'y' y  ±  -f-  A"Sy2  I   -  *>,  )  y 

-  Ta"5a  +  ^  [A'Sy  —  A"5y  -  k'^Ô,  1  c 

—  —  (  A ''S'y'  —  A"Sy  -(-  k'(3  6t  )  =  o. 

Les  cinq  équations  que  nous  venons  d'obtenir  en  1-,  z2,  i   et  z 

1. 


-  3C> 


donnent  f 

Inalement 

A' 

A" 

o 

o 

P*i 

o 

o 

P'b 

// 

-A" 

en  posant 

|3  P' 

-ftp  Vy-fV 


—  p'r 

—  pr 
u'" 


=  o, 


a  -A'^'y-^H-a^, 

«'  =A'j3'(r-  ^)  +  A'j3/1  +  p(blP-«>7), 

„"  =  _  A>-  -  £  (A'PY  -  A"fr  +  «'Pè,  ), 

«-=  -  j  (  A'^y  -  A>/  4-  «'JSA,), 

équation  du  huitième  degré,  en  général,  où  le  coefficient  de  x%  est 

è«  j  —  A' 'A' V  +  4  (A"  B'7/'  +  A'  B7/  )  «3 
-  4[A(A'£'2+  A'7//s)  +  4^7/'B'B,/]  «2 
+  16b' !/'(//  B"  -f-  i"B'  )aA  —  166'2  ô"!  A2  J . 

On  peut  obtenir  l'équation  avec  des  éléments  simples  sous  la 
forme  d'un  déterminant  du  neuvième  ordre. 

Le  cas  particulier  de  a\  =  o  mérite  encore  d'être  traité  à  part. 
Les  équations  étant 

2.(!/'x  -f-  c  )y  H-  2  [b'x  -+-  c")ï+   <7.*'2   -+-  2c.r  -f-  d  =  o, 

ib^yz  +  i{b\  x -\-c\) y -+-  2c":  -+-2cta:  -4-rf,=  o, 

«'j  ;2+î  ^»  J2  4-  2  (//2 .»'  4-  Cg)  z  -f-  2  c',  j  -f-  2c2.r  H-  <72  =  o, 

désignons-les  par 

a.  y  +«2+j)  =  o, 

2  b\yz  -h  py  4-  (3'z  -f-  g  =  o, 
c/2  32  -+-  2  /;2  Jz  -+-  TtX  4-  '/' z  4-  r  =  o. 
On  en  déduit 

«j2  +  «'  jz  +  />j  =  o, 

k/z  -f-  a'zs  -\-  p  z  =  o. 

« _>-2s  -f-  k')-32  -\-pyz  =  O, 
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et,  d'autre  part, 

2  bY  yz- -f-  pyz  -+-  3'z2  -f-  q z  =  o, 

<  a2r  +ipi  j2  z  -+-  y  y-  -+-  t'y*  -t-ry  =  o, 

d'où 

—  2  /ji"ib2j2z  —  2blyy-  -f-  «2  3'z2-f-  («*  3  —  i  bvy')yz  —  2  6,  ry  -f-  a\q  z  =  o, 

—  ib^b^yz-  —  2&33j-z —  2&23'z2 —  ib.2qz  =  o, 

par  suite, 

2  6j  2  b2pyz  —  2  6,  ayj2  -f-  («^  a3'  —  ib.2  a'3'  )  z2 

+  («'2  Sa  —  2.bl-/(x.  —  2&2  Sa')  j-z  —  2&,  ray  -+■  [a'qa.  —  zbt  q«.')z  =  o, 

ou 

—  2  bt  uyy*  -h  [a\  «  —  i  b2  «'  )  S'z2 

H-  («^  «3  —  ibxa.y'  —  2  &2  «'3  -f-  lbiibip\  yz 

—  iby  ry.y  4-  (a*  a  —  9.b,«.')qz  =  o. 

Il  y  a  là  six  équations  d'où  résulte 
o  o 

O  2&i 

d\  2  b2 


a 

a' 

P 

P 

P* 

n 

7 

7' 

r 

^ 

o 

o 

o 

P 

o 

=  »! 


r    (aÇa —  2^2y-')f''     («^P  —  ib]-/)x  —  %b2y.'r{>-)-?.biib-2p     — ib{ry.     [a"2y. —  ib2y')q     o 
ce  qui  peut  se  réduire,  suppression  faite  du  facteur  a,  à 

o  o  y.  a.'  p 

o  ibi  S  p'  q 

a"?  2^2  7  '/'  '" 

a'  a  o  /;  o 

—  ibi'j!)^)'     o'^up  —  2  b  ixr/ -h  •!  b  iy.'y  —  ■±b2y.'Ç)-h,zbiib1/j     lbip~f —  -ibyt-y.     [tt"/s.  —  'ib-2y.')(/     o 

Les  termes  du  degré  le  plus  élevé  sont  là  du  septième  et  pro- 
viennent de 

(<7%3  —  2  b{  y.-/  —  2  b.2  y.'i  -f-  2  />,  2  6S  //  «'  Sy'/;, 

ce  qui  donne 

.r7(aj  W,  —  2  A,  &"£',  —  2é,  />'//;  +  2  6,  2  &,  a)  b'b\  b\  a. 
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En  cas  de  as  =  o,  cette  équation  peut  se  réduire,  suppression 
faite  de  «',  à 

o  a  a' 

:>.  &,  jS  ,3' 

2*s  V  y' 

ib^y.y'- — 2/j,y.y  — ?./;,a'y  —  lb.2v.'rj -{-■2.bi').bip      %btpy  —  2.blra      ib^/'Jp —  ib^v.'q 

'  »  1 1  a 

O  a  z'  /; 

lb.2                                                                 y                                      -/  ;• 

2^|    f/y  —  y.y'     -f-  2.b.2  '  v.r1>   —  k'|3     -+-  2  &j  2  &,/?       lbvpr/  —  /a)       2  &,  (  5 '/> Ot'^)       O 

le  terme  du  plus  haut  degré  y  est 

ûZ/j  //.,  —  2&!  &"è'a  —  2^,,  b ' b'\  —  iblibîn   x  . 

Remarque.  —  Quand  on  fait  Z»,  =  o  dans  l'équation  due,  plu- 
haut,  à  l'élimination  dej'Z  eljz-,  on  obtient 

d\y.  —  1  b,y.'     $yz  +  3';2  —  qz )  =  o  ; 

or,  l'équation  résultante  pour  les  équations 

v.y  —  y.'z—p  =  0. 

py  —  rj'z  -f?  =  0, 

'/,  î*  +  2  ^oJ>'^  -f-  y.)'  —  y'-  -+-  T  =  o 

peut  s'obtenir  en  v  joignant 

avz  -i-  v.'  z~  -\-  pz  =  o 


o; 


el 


?ra 


?2    =  O. 


L'équation  précédente,  sauf  à  en  dégager  le  facteur  a",y.  —  ib2^ '• 
peul  donc,  quand  on  5  fail  />,  — :  o,  s'appliquer  ;'i  cette  circon- 
stance. 
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Mais,  plus  simplement,  l'équation  résultante  est  alors 


o 

o 

O 

y. 

y! 

P 

o 

o 

O 

r. 

J 

<L 

o 

11  ■■> 

2&2 

y 

f 

y 

r 

y. 

o 

y. 

p 

o 

o 

O 

y. 

y. 

0 

p 

o 

o 

ai 

j 

3 

o 

V 

o 

c'est,  en  écartant  le  facteur  a, 


0 

O 

a 

y. 

P 

o 

o 

J 

f3' 

<1 

7., 

ib. 

y 

y' 

r 

y. 

y. 

o 

/' 

o 

ai 

j 

8 

() 

7 

o 

En  prenant  l'équation 


qua 


;u  d( 


&*-+-  r?'y~-  -+-  <v=  ° 

3/2+  (3'zs  4-  <73  =  o, 


d'oi 


O 

f) 

o 

y. 

y. 

/' 

O 

0 

o 

8 

5' 

1 

a 

0 

y. 

p 

o 

o 

=  o, 

o 

y.' 

y. 

û 

P 

o 

S 

o 

.5 

? 

o 

o 

0 

a2 

2  b2 

y 

y' 

/• 

O 

o 

y. 

K'    J 

P 

O 

o 

5 

y 

7 

O 

ai  - 

a'S 

y.'q 

c 

/> 

o 

o 

o, 

a! 

« 

o 

/; 

0 

«2 

2 

6 

3 

y 

y 

r 

o 

y. 

y. 

y 

o 

B 

5' 

'/ 

y.'j    —  y. 

6 

«7 

~  ?P 

o 

o 

n\ 

X  -+-   1 

b 

j  '/.' 

y.' y 

-  '/ 

P-+- 

y. 

y 

y'; 

=  o, 


-    H)  — 


puis 

'/.  U.'  p 

[aq  —  pp)\ct'ta--*bia!)  +  a't{*p'—a!p)      (—  a\p -h  n'y' ){<$'—  a'|3)      a'r(a/3'—  a'/3) 

déterminant  qui  s'annule  pour  a'=  o,  de  sorte  que  a'j-  est  encore 
un  l'acteur  à  supprimer. 

Le  résultat  qui  s'ensuit  s'obtient  plus  simplement  en  résolvant, 
par  rapport  à  y  et  à  z,  les  deux  premières  équations  de  la  question 
et  substituant  leurs  valeurs  dans  la  troisième.  De  même,  au  cas  de 
b2=  o,  l'équation  résultante  devient 


o 
o 


o 

2  6, 
O 


«  K             p 

P  P'        7 

y  v'       >• 

«'                                      «                                                     o  /j           o 

«S«P      °î«P  —  2 :i,ay'  4-  2.bïu.'y      lbxpy —  ibïru.  ((".2vq      " 

équation  où  le  terme  du  septième  degré  est 

^  (a*&*^  —  2  /;,  //7/2  )  b'b\  b\a. 

Si  &,  et  b2  sont  nuls,  suppression  opérée  de  a"  a,  on  a 


=  o, 


o, 


o 

o 

K 

K 

p 

o 

o 

3 

(S' 
■J 

7 

a", 

0 

V 

t 

y 

r 

u' 

K 

o 

p 

o 

a' 

0 

j 

o 

? 

o 

ce  qui  peut  se  réduire  à 


P'  g 

—  y  («S'-  pa'  ]       -  y' «5'—  K'|3)  +  «'I  ;-/^3  4-  q  a)      —  r(aj3'—  3a') 

Soient  enfin  les  trois  équations 

u.y  -+-  k's  -f-  /?  =  o. 
a,  >  -  -t-  2  J^z  H-  £r  -+-  p'z  -\-  q  =  o, 

a",  z-  -+-  2//ji;  +  y.)   -4-  y'c  -4-  /'  =  o, 


au  cas  de  a  a",  ^  o. 
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Multiplions  la  première  par  a't y,  et  dans  le  produit  remplaçons 
<i\y-  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde;  nous  aurons 

( —  2 &i «  -\-  a\u.')yz  -+-  ( —  c/.p  +  pal ) y  —  v.p'z  —  a. q  =  o. 

En  multipliant  la  même  équation  par  a"„z,  et  tenant  compte  de 
la  valeur  de  a".,z2,  on  a 

( —  2  62a'  +  «"  a)j"3  —  «'yj"  H-  ( —  «'y'  -+-  «"  p)  z  —  c// 1=  o. 

En  prenant yz  pour  facteur,  on  obtient  d'abord 

v.y-z  +  «' J-2  ■+■  pjz  =  o. 

Mais  on  a,  par  les  deux  autres  équations, 

a\y2z    -\-lbtyz9  -+-  Sjz-h  fi'z-   -hqz  =  o, 
2  b.2  y'2  z  -+-  flj  yz*    H-  y/2  -+-  y' jz  -f-  ry  =  o, 
d'où  l'on  tire 

(r/,a*  —  2^,  2Ôa)jr22+  (P«j  —  2  61y')jz —  ïôjyj* 

+  «,p;-    — ib^y -h  a.,qz    =  o, 

(«>';  —  2  &t  2  &,)  yz2  +  (a, y'  —  2  6S  5)  jz  +  «', y  j2 

—  2  &,  S'z2  H-  a'j  rj    —  ib^qz—  o. 

L'élimination  de  j^2.z  et  j^z2  conduit  à 
|«K/3  — aftl7')  +  «'(«;/—  ai,/}')  —  (^4-2/^  2Ô,)/> 

—  -1  y  (—  2  &,  «  +  *\  a'  )  -  ^-2  .3' (—  2  &,  a'  4-  a, «  )1  jz 
-4-     (—  ibxy.  -h  a'jK'Jr Vy  (—  2Ô1«  +  a'ja') 

-|y(-2^.a'+<a)J.r 


[ 


5' 
—  2  b±  k' H-  a"2v. }q  —  tL y  ( —  2  />i  a 


-  2i2a'+  a,v.) 


y  ^ 

r?( —  ?•/;,;/  H-  rtja  )  —  -^  ;•( —  ■>./;.,  y.'  -f  e/',-/.    =  o. 

Par  les  quatre  équations  en  yz,  y  et  z  ainsi  obtenues,   on  a  pour 


équation  résultante 


=  o, 
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O         «         v.'  p 

a  y       u  j       iîl  u 

«'l         M,         (',  f'2 

Wg  il'.,  il'"  (1™ 

en  posant 

"i  =  —  2  £ ,  «  -4-  a',  «',      «i  =  —  a|3 -h  «', /?,  u\  =  —  Kp' ,  u.  =—  v.q, 

V\  =—  2Ô8a'-ha*a,      c'j  = —  «'y,  r.,  = —  k'7#+«j/»,     «'',  = —  a'r, 

(,,2  =  —  («',  «g  —  2t,2J,)j9+  («j  S  —  2  6j  y'  )  a 


il'      7=Z    U,  J 


y    —  ,3  +  —  p 


a. 


"*2  =  ''i 7  -  f5'  —  y  -+-—'/'  * 
y/  — »-.3  r- 


a 


(I 


Les  termes  en  x8  dans  l'équation  ne  proviennent  que  de  j>u2  f2w2; 
leur  ensemble  est 

x»a{—  \b"b\  -4-  ««',)  (  —  4^'^'2  +  ««;) 

X  I  —  a [a'ta"s  —  9.bl  ib^) 

-f-  lb'[a\  ob',  —  2.bt%b\)  -4-  ib"[a",ib'\  —  ib{  ib'2) 

rîc'    —  2  &,  2  //'  +  a.  2  £')  —  — ~  ic".  [—  zb.  ib'  -+-  a",  2 4')    • 

«,  *         '         «.,  J 

On  aura  y  et  z,  en  général  du  moins,  par 

a  >   -4-  a'-;  -4-  /;  =  O, 

—  oc/pj  -I-  a'/-//,  =  o. 

Les  circonstances  de  discussion  seraient  analogues  à  celles  que 
nous  avons  présentées  dans  la  première  Partie,  mais  avec  plus  de 
complication. 
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Détermination  du  nombre  des  arrangements  complets  ou  les 
éléments  consécutifs  satisfont  à  des  coîiditions  données-,  par 
M.  Désiré  André. 

(Séance  du  i3  décembre  1878.) 


I.  —  Introduction. 

1.  Les  arrangements  complets  de  m  objets  n  à  n  sont,  comme 
on  le  sait,  les  groupes  qu'on  obtient  en  plaçant  sur  une  même 
ligne,  les  uns  à  la  suite  des  autres  et  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, n  des  m  objets  donnés,  un  même  objet  pouvant  entrer  plu- 
sieurs fois  dans  un  même  groupe,  et  deux  groupes  différant  entre 
eux  soit  par  les  objets  qu'ils  contiennent,  soit  par  l'ordre  où  ces 
objets  s'y  succèdent. 

Les  objets  dont  nous  parlons  constituent  les  éléments  des  groupes 
et  sont  de  nature  quelconque.  Ils  peuvent  être,  par  exemple,  des 
lettres  de  l'alphabet.  Quels  qu'ils  soient,  le  nombre  des  arrange- 
ments complets  de  m  lettres  n  à.  n  est  égal  à  m". 

Nous  ne  rappellerons  point  ici  le  procédé  très-simple  et  très- 
connu  qui  conduit  à  ce  résultat,  le  présent  Mémoire  ayant  uni- 
quement pour  but  la  résolution  des  problèmes  particuliers  contenus 
dans  l'énoncé  général  suivant  : 

Parmi  les  m'1  arrangements  complets  de  m  objets  n  à  n,  combien 
y  en  a-t-il  oit  les  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions 
données? 

2.  Ces  problèmes  particuliers  sont  eu  nombre  infini,  car  les 
conditions  données  peuvent  présenter  une  variété  inépuisable.  Ils 
sont  difficiles,  ou,  du  moins,  réputés  tels.  Nous  exposons  d'abord 
une  méthode  générale  qui  permet  de  les  résoudre  tous,  quelque 
compliqués  qu'en  soient  les  énoncés,  dune  manière  uniforme  el 
simple. 

A  cause  même  de  sa  pleine  généralité,  celte  méthode,  pour  tin 
bien  comprise,  demande  à  être  appliquée  à  de  nombreux  exemples. 


—  u  - 
Le  premier  problème  auquel  nous  rappliquions  est  celui-ci  : 

Avec  un  alphabet  contenant  v  voyelles  et  c  consonnes,  combien 
peut-on  former  de  mots  de  n  lettres  où  il  n'y  ait  jamais  consécu- 
tivement plus  de  deux  voyelles  ni  de  deux  consonnes? 

Ce  problème  rentre  évidemment  dans  notre  énoncé  général.  Il 
en  est  de  même  du  suivant  : 

Avec  v  notes  distinctes,  combien  peut-on  former  de  phrases 
musicales  différentes  présentant  une  durée  déterminée  et  dans 
lesquelles  chaque  temps  ne  subisse  que  des  divisions  d'un  certain 
ordre? 

Le  troisième  problème  considéré  par  nous  ne  rentre  point  aussi 
visiblement  dans  notre  énoncé  général  [i~\.  Au  fond,  toutefois,  il 
s'y  ramène,  et  notre  méthode  lui  est  parfaitement  applicable.  C'est 
le  problème  que  voici  : 

Sur  un  damier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une  pro- 
fondeur indéfinie,  par  combien  de  chemins  différents  un  pion 
qui  ne  recule  jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il  arriver 
à  une  autre  case  donnée  ? 

On  connaît  la  difficulté  proverbiale  des  problèmes  sur  le  cava- 
lier du  jeu  d'échecs.  Notre  méthode  néanmoins  s'applique  très- 
bien  à  celui-ci  : 

Sur  un  échiquier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une  pro- 
fondeur indéfinie,  par  combien  de  chemins  différents  un  cavalier 
qui  ne  recule  jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il  arriver 
à  une  autre  case  donnée  ? 

Ces  quatre  problèmes,  résolus  facilement  par  notre  méthode 
générale,  suffisent,  croyons-nous,  à  en  montrer  la  commodité  et 
l'importance.  Nous  nous  bornons  donc  à  ces  quatre  applications, 
et  nous  terminons  par  quelques  réflexions  sur  la  méthode  en  ana- 
lvse  combinatoire. 
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II.  —  Méthode  générale  de  résolution  des  problèmes  considérés. 

3.  Rappelons  d'abord  notre  énoncé  général  [1]  : 

Parmi  les  mn  arrangements  complets  de  m  objets  n  à  n,  com- 
bien y  en  a-t-il  où  les  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  condi- 
tions données? 

Puis,  supposons  formés  tous  ces  arrangements  dont  on  demande 
le  nombre,  et  désignons  ce  nombre  lui-même  par  XH. 

4.  Evidemment,  les  conditions  données  nous  fournissent  le 
moyen  de  classer  en  différentes  espèces  les  parties  terminales  de 
nos  Xrt  arrangements,  et,  par  conséquent,  ces  X„  arrangements 
eux-mêmes.  Cette  classification  est  le  premier  fondement  de  notre 
méthode. 

Supposons  qu'elle  soit  effectuée,  c'est-à-dire  que  nos  Xrt  arran- 
gements soient  ainsi  distribués  en  différentes  espèces,  et  désignons 
par  A„  le  nombre  des  arrangements  de  la  première  espèce,  par  B„ 
le  nombre  de  ceux  de  la  deuxième,  par  Cn  le  nombre  de  ceux  de 
la  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons 

X„  =  A„  H-  Bra  +  C„  +  .  .  . , 
et  le  calcul  du  nombre  Xn  sera  ramené  à  celui  des  nombres  A„, 

Brt,  C„,    .... 

5.  Pour  déterminer  ceux-ci,  revenons  aux  conditions  données. 
Quelles  qu'elles  soient,  elles  fournissent,  pour  les  nombres  Aw, 
B«,  Cn,  . . . ,  des  équations  liant  chacun  d'eux  aux  nombres  A„_, , 

i>«_!  ,  (jn—i  f    •  •  •>  A/,_2,  D,i_2,   C„_2,    •  •  •  ,  Art_3,   BH_3,   C«_3,    .  .  .  ,  CtC. 

Dans  la  presque  totalité  des  cas,  ces  équations  ne  contiennent, 
outre  A„,Bn,Cn,  ...,  que  les  nombres  A„_,,BW_,,  C„_,,  .... 
Dans  des  cas  exceptionnels,  comme  le  problème  [2]  sur  le  ca- 
valier du  jeu  d'échecs,  on  est  obligé  de  prendre  aussi  An_2, 
B„_2,  C„_2,  ...  ;  mais  il  n'arrive  pour  ainsi  dire  jamais  qu'il  faille 
aller  jusqu'aux  nombres  A„_:1,  B„_:),  C„_:t,  . . . ,  ni,  a  fortiori,  aux 
nombres  antérieurs. 

Quoi  qu'il  cn  soit,  si  nous  appelons  /.  le  nombre  des  espèces  <!<• 
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nos  arrangements,  les  conditions  données  entre  les  éléments  con- 
sécutifs nous  fournissent  À  équations  reliant  les  nombres  cherchés 
\n,  Bn,  C„,  ...  aux  nombres  analogues  correspondant  aux  précé- 
dentes valeurs  de  n. 

6.  Entre  ces  À  équations  et  celles  qu'on  en  peut  déduire  en 
faisant  varier  n,  séparons  les  nombres  A,  B,  C,  ...,  c'est-à-dire 
effectuons  les  éliminations  nécessaires  pour  obtenir,  à  la  place  de 
ces  équations,  des  équations  nouvelles,  telles  que  chacune  d'elles 
ne  renferme  que  des  nombres  A,  ou  des  nombres  B,  ou  des  nom- 
bres C,  etc. 

L'équation  ne  contenant  que  des  nombres  A  exprime  la  loi 
d'une  suite  récurrente  dont  A„  constitue  le  terme  général.  De 
même  pour  celles  qui  ne  renferment  que  des  nombres  B,  que  des 
nombres  C,  et  ainsi  de  suite. 

7.  Ainsi  A„  est  le  terme  général  d'une  certaine  suite  récurrente 
dont  on  connaît  la  loi.  Comme  on  peut  toujours  calculer  direc- 
tement les  premiers  termes  de  cette  suite,  on  peut,  en  se  fondant 
sur  la  théorie  des  suites  récurrentes,  parvenir  à  l'expression  géné- 
rale de  A„.  Par  des  procédés  identiques,  on  arrivera  à  celle  deB„, 
à  celle  de  C,n  etc. 

Il  va  sans  dire  que,  dans  le  cours  de  ces  calculs,  on  profitera  de 
toutes  les  simplifications  qui  se  pourront  présenter,  et  que,  les 
expressions  de  Aw,  B„,  C,n  ...  une  fois  obtenues,  il  suffira  de  les 
ajouter  pour  avoir  X„,  c'est-à-dire  pour  obtenir  la  solution  même 
du  problème  considéré. 

8.  En  résumé,  notre  méthode  se  réduit  aux  quatre  opérations 
suivantes,  dont  les  deux  premières  sont  purement  combinatoires 
et  les  deux  dernières  purement  algébriques  : 

Tirer  des  conditions  relatives  aux  éléments  consécutifs  un 
mode  de  classification  des  arrangements  dont  on  cherche  le 
nombre; 

Déduire  de  ces  mêmes  conditions  les  équations  qui  donnent 
A„,  B,2,  C«,  ...  en  fonction  des  nombres  analogues  correspondant 
aux  précédentes  valeurs  de  n  ; 

Entre  ces  équations  et  celles  qu'on  en  déduit  en  faisant  varier 


//,  séparer,  par  une  suite  d'éliminations,  les  nombres  inconnus  \. 
B,  C,  ♦ . .; 

Enfin,  déterminer  les  expressions  respectives  de  A„,  B„,  Cn,  ... 
et  les  ajouter. 

9.  Nous  allons  appliquer,  et  d'une  façon  absolument  littérale, 
cette  méthode  générale  à  la  résolution  des  quatre  problèmes  que 
nous  avons  déjà  énoncés  [2]. 


III.  —  Problème  sur  l'alphabet. 

10.  Avec  un  alphabet  contenant  v  voyelles  et  c  consonnes, 
combien  peut-on  former  de  mots  de  n  lettres  où  Un  y  eut  jamais 
consécutivement  plus  de  deux  voyelles  ni  de  deux  consonnes? 

Tel  est  le  premier  problème  énoncé  par  nous.  Il  rentre  évidem- 
ment dans  notre  énoncé  général  [1],  et,  par  suite,  notre  méthode 
générale  lui  est  applicable.  Cette  application,  comme  nous  Talions 
voir,  présente  une  simplification  remarquable  qui,  d'ailleurs,  se 
rencontre  très-fréquemment  et  que  l'on  peut,  pour  ainsi  dire,  faire 
naître  à  volonté. 

11.  Supposons  formés  tous  les  mots  de  n  lettres  dont  nous 
cherchons  le  nombre,  et,  par  la  considération  des  conditions  don- 
nées, d'une  part,  des  lettres  qui  terminent  ces  mots  d'autre  part, 
tâchons  de  les  classer. 

Nous  trouvons  que  ces  mots  sont  de  quatre  espèces  différentes  : 

i°  Ceux  qui  finissent  par  une  voyelle  unique; 

2°  Ceux  qui  finissent  par  deux  voyelles  consécutives  ; 

3°  Ceux  qui  finissent  par  une  consonne  unique  ; 

4°  Ceux  qui  finissent  par  deux  consonnes  consécutives. 

Appelons  V'n,  \"n,  C'n,  C"n  les  nombres  de  mots  respectivemenl 
compris  dans  ces  quatre  espèces;  désignons  par  XH  le  nombre 
total  des  mots  cherchés.  Nous  avons 

et  nous  serions  conduits  à  calculer  \'„,  V^,  C'n,  C",f  n'était  la  sim- 
plification annoncée. 
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12.  Continuant  à  appliquer  notre  méthode  générale,  cherchons 
les  équations  qui  lient  les  nombres  V'/;,  \'fl,  Gn,  C"/t  aux  nombres 
V'       V"       C       G" 

Les  mots  de  /7  lettres  finissant  par  une  vovelle  unique  se  dé- 
duisent évidemment  des  mots  de  n —  i  lettres  finissant  soit  par 
une,  soit  par  deux  consonnes.  Il  suffit,  pour  obtenir  ceux-là, 
d'écrire  à  la  suite  de  ceux-ci,  successivement,  une  à  une,  les 
v  voyelles  données.  De  là  cette  relation 

Chaque  mot  de  n  lettres  finissant  par  deux  voyelles  s'obtient 
évidemment  par  l'adjonction  d'une  des  v  voyelles  données  à  la 
suite  d'un  mot  de  n —  i  lettres  finissant  par  une  voyelle  unique. 

Donc 

V"  =  V'      v 

En  raisonnant  de  la  même  façon  sur  les  mots  terminés  par  une 
ou  par  deux  consonnes,  on  trouve  les  deux  nouvelles  relations 

qui,  jointes  aux  précédentes,  forment  un  nombre  d'équations  égal 
au  nombre  des  espèces  de  notre  classification. 

13.  A  l'aide  d'un  calcul  fort  aisé,  nous  tirons  de  ces  quatre 
équations  les  quatre  relations  nouvelles 

Vn=vcYn_t  +  k(p  +  c)  V'„_3  +  (**)'V'„_41 

v'^^+^'  +  ^I-s  +  WC 

C'„  =  (>cC'„_2  H-  vc[v-hc)C^3  +  M2C'„_;, 

c;  =  vc(fn_s  +  »c[v -+- r) c:_,  -+-  {»cyen  v. 

Ces  relations,  où  V',  V",  C,  C"  sont  séparés,  montrent  que 
ces  nombres  sont  chacun  le  terme  général  d'une  série  récurrente 
proprement  dite. 

11  se  trouve  que  ces  quatre  séries  récurrentes  ont  des  lois  iden- 
tiques, et  cette  particularité,  origine  de  la  simplification  annoncée 
[10],  nous  dispense  de  calculer  isolément  V'„,  V"7.  C'w,  C",  el  nous 
permet  d'obtenir  immédiatement  X„. 
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14.  En  effet,  ajoutons  membre  à  membre  nos  quatre  dernières 
équations,  en  nous  rappelant  l'égalité  fondamentale 

x„=v„+v;  +  c'„  +  c';; 

nous  trouvons  aussitôt 

X„  =  fcX„_2-4-P'c(f  +  c)Xn_3-t-  (vc)2X„_4. 

Le  nombre  X„  est  donc  le  terme  général  d'une  série  récurrente 
proprement  dite,  dont  l'équation  génératrice  est  l'équation  du 
quatrième  degré 

.r4  —  vcx1  —  vc[v  -+-  c)x  —  (<>c)2  =:  O. 

Comme  nous  ne  connaissons  point  les  racines  de  cette  équation, 
nous  ne  pouvons  appliquer,  pour  écrire  l'expression  générale  de 
X„,  les  règles  de  Lagrange,  lesquelles  supposeraient  cette  équation 
résolue.  Nous  recourrons  donc  aux  règles  que  nous  avons  précé- 
demment données  pour  écrire  le  terme  général  d'une  série  récur- 
rente en  fonction,  non  plus  des  racines,  mais,  ce  qui  est  infiniment 
plus  commode,  des  coefficients  de  l'équation  génératrice. 

Ces  règles  pourraient  nous  conduire  à  plusieurs  expressions 
de  X„;  nous  n'en  donnerons  qu'une. 

15.  Posons,  conformément  à  ces  règles, 

Xi  =  xu 

A2  =:  d?2i 

X3  =  .^3+  I'CX|, 

X4:=  .r4H-  irX2-l-  vc[v  -+-  f)Xj. 

Le  nombre  cherché  X„  sera  donné  par  la  formule 

Xn  =  .vlV(n,  i)-+- *,*(»,»)  +  .r3Mf(«,  3)  +  x^[n,  4), 

dans  laquelle  xt,  x2,  x3,  or,,  qu'on  peut  aisément  calculer,  ont 
pour  valeurs  respectives  v  -f-  c,  (e-bc)2,  2yc(V-f-c)  et  i(vc)2, 
et  où  ¥(n,  i)  est  fourni,  pour  chaque  valeur  de  î,  par  l'égalité 

le  signe  \  s'étendant,  pour  les  entiers  (3,  y,  5,  à  tous  les  systèmes 

vu.  a 
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de  valeurs  positives  ou  nulles  qui  satisfont  à  la  condition 

Telle  est  l'expression  générale  de  X„. 

IV.  —  Problème  sur  la  musique. 

46.  Avec  v  notes  distinctes,  combien  peut-on  former  de  phrases 
musicales  différentes  présentant  une  durée  déterminée  et  dans 
lesquelles  chaque  temps  ne  subisse  que  des  divisions  d'un  certain 
ordre  ? 

Avant  d'aborder  la  résolution  de  ce  très-intéressant  problème, 
nous  ferons  remarquer  que  l'on  peut  toujours  le  ramener  au  cas 
où  les  temps  ne  sont  point  divisés.  Si  les  temps  étaient  partagés, 
par  exemple,  en  moitiés,  en  tiers  ou  en  quarts,  on  pourrait  prendre 
une  moitié,  un  tiers  ou  un  quart  de  temps  pour  unité  de  durée. 
En  d'autres  termes,  nous  pouvons  toujours  supposer  la  durée  to- 
tale de  la  phrase  partagée  en  un  certain  nombre  de  petites  durées, 
toutes  égales  entre  elles,  et  remplir  chacune  entièrement  par  un 
élément  musical  unique  ;  rien  ne  nous  empêche  d'appeler  chacune 
de  ces  petites  durées  un  temps. 

En  conséquence,  nous  pouvons,  sans  restreindre  la  généralité 
de  notre  présent  problème,  en  mettre  l'énoncé  sous  cette  nouvelle 
forme  : 

Avec  v  notes  distinctes,  combien  peut-on  former  de  phrases 
musicales  différentes,  de  n  temps  non  divisés? 

17.  A  chacun  de  ces  nouveaux  temps  correspondra,  comme 
nous  venons  de  le  dire,  un  élément  unique.  Donc  chacune  de  nos 
phrases  sera  un  groupe  de  n  éléments. 

Ces  éléments,  d'ailleurs,  seront  évidemment  de  trois  sortes  : 
note  articulée,  silence,  prolongation. 

La  note  articulée  sera  l'une  quelconque  des  v  notes  données; 
elle  pourra  se  placer  après  un  élément  quelconque. 

Le  silence  pourra  aussi  se  mettre  après  tout  élément. 

La  prolongation  pourra  suivre  une  note  articulée  ou  une  pro- 
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longation,  mais  ne  devra  jamais  suivre  un  silence,  un  silence  pro- 
longé ne  différant  point,  en  effet,  d'un  silence  répété;  il  y  aurait 
double  emploi. 

18.  Ces  explications  données,  supposons  formées  toutes  les 
phrases  musicales  qu'on  nous  demande  et  désignons-en  le  nombre 
par  X„. 

Ces  phrases  sont  de  trois  sortes,  puisque  leur  dernier  élément, 
qui  occupe  par  hypothèse  le  nièmo  rang,  est  une  note  articulée,  un 
silence  ou  une  prolongation. 

Nous  désignerons  par  AH  le  nombre  des  phrases  de  n  éléments 
qui  finissent  par  une  note  articulée  ;  nous  appellerons  Sn  le  nombre 
de  celles  qui  finissent  par  un  silence,  et  Pw  le  nombre  de  celles  qui 
finissent  par  une  prolongation. 

19.  Conformément  à  notre  méthode  générale,  nous  venons  de 
classer  nos  phrases  de  n  éléments.  11  nous  reste,  pour  transformer 
notre  problème  en  une  simple  question  de  calcul,  à  trouver  les 
équations  qui  relient  les  nombres  An,  Sn,  P«,  dont  la  somme  est 
X„,  aux  nombres  précédents  An_{,  Sn_i}  P„_|. 

Évidemment,  on  obtiendra  toutes  les  phrases  de  n  éléments 
terminées  par  une  note  articulée  en  faisant  suivre  successivement 
de  chacune  des  v  notes  données  toutes  les  phrases  de  n  —  i  élé- 
ments. De  là  cette  première  équation 

A„  =  (  Aw_,  -f-  SB_,  +  PB_,  )  w. 

De  même,  on  obtiendra  toutes  les  phrases  de  n  éléments  finis- 
sant par  un  silence  en  plaçant  un  silence  après  toutes  les  phrases 
de  n  —  i  éléments.  De  là  cette  deuxième  équation 

S»  —  A„_!  +  B„_!  -t-  C„_! . 

Enfin,  pour  former  toutes  les  phrases  de  n  éléments  terminées 
par  une  prolongation,  il  suffira  d'écrire  une  prolongation  à  la  suite 
de  chacune  des  phrases  de  n  —  i  éléments  finissant  soit  par  une 
note  articulée,   soit   par  une  prolongation.  De  là  celte  troisième 

équation 

P„  =  A„_4  +  P„-  ,  • 
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Nous  possédons  ainsi  trois  relations  entre  les  nombres  A„,  S„, 
P„  et  les  nombres  A„_,,  Sw_,,  P„_,. 

20.  De  ces  relations  et  de  celles  qu'on  en  déduit  en  faisant 
varier  //  on  tire,  par  un  calcul  facile,  les  trois  relations  nouvelles 

A„  —  (  v  -+- 1 }  A„_,  -4-  A„_2  =  o, 
S»  —  (v  -+-  2)  S„_,  H-  S„_,  =  o, 

P„  —  (v  +  2)  P„_t  +  P„_2  =  O, 

qui  nous  permettraient  de  déterminer  les  expressions  respectives 
des  nombres  Aw,  Sn,  Pw. 

Grâce  à  l'identité  de  ces  relations,  nous  sommes  dispensés  de 
cette  détermination.  En  les  ajoutant  membre  à  membre,  nous 
trouvons  immédiatement 

X„-(v  +  î)  XB_,  +  X„_2  =  o, 

et  nous  voyons  que  X„  est  le  terme  général  d'une  série  récurrente 
proprement  dite,  dont  l'équation  génératrice  est  évidemment 


21.   En  appliquant  à  ces  derniers  résultats  le  procédé  de  La- 
grange,  nous  trouvons,  pour  l'expression  générale  de  X„, 

R,  et  R2  étant  les  racines  de  l'équation  génératrice  qui  précède  [20], 
et  £,  et  t2  des  coefficients  indépendants  de  n,  satisfaisant  aux  équa- 
tions 

rftR1  +  fiR|  =  Xt1     f,R* +^Rl  =  Xj, 

dans  lesquelles  on  a,  comme  on  peut  le  voir  directement, 

X,  =  ï  +  i,     X8  =  vs-f-3v-M. 

Si  l'on  effectue  les  calculs,  on  trouve  finalement 


Xj_    i(t,  C>  +  -  ,  If  +  bX 


2  \       v'v-+-4vV    2  2 

I    /  v  \   /'v  +  2  v/v2  -+-  4v\l 
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22.   Si,  au  lieu  du  procédé  de  Lagrange,  on  emploie  le  premier 
de  ceux  que  j'ai  fait  connaître,  on  trouve 

X„=(v-m)T(/m)-Y(#i,  2), 

^(n,  i)  étant  donné  par  l'égalité 

V  f  a  4-  8  )  ! 

'("■''  =Z-^jr{''  +  ^'["]>' 

dans  laquelle  le  \  s'étend  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles 
des  entiers  non  négatifs  a.  et  [6  qui  satisfont  à  la  condition 


23.  On  peut  remarquer  que,  si,  négligeant  absolument  les  effets 
d'intonation,  on  veut  ne  tenir  compte  que  des  effets  de  mesure, 
notre  problème  se  réduit  à  celui-ci  : 

Parmi  les  phrases  musicales  composées  de  ti  temps  non  divisés, 
combien  s'en  trouve-l-il  qui  diffèrent  par  la  mesure? 

Ce  problème  est  évidemment  un  cas  particulier  du  précédent; 
il  suffit,  pour  en  obtenir  la  solution,  de  remplacer,  dans  les  ré- 
sultats qu'on  vient  d'écrire,  la  lettre  v  par  l'unité. 

V.  —  Problème  sur  le  jeu  de  dames. 

24.  Sur  un  damier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une 
profondeur  indéfinie,  par  combien  de  chemins  un  pion  qui  ne 
recule  jamais  et  qui  part  d  une  case  donnée  peut-il  arriver  à  une 
autre  case  donnée? 

Pour  abréger  les  éliminations  auxquelles  conduit  notre  méthode, 
nous  supposerons  c  égal  à  6.  Cette  hypothèse  n'aura  d'autre  effet 
que  d'abréger  les  calculs;  notre  méthode  générale  n'en  sera  ni 
restreinte  ni  altérée. 

2<").  Nous  supposons  donc  notre  damier  formé  par  une  suite  de 
rangées  de  six  cases  chacune.  Nous  supposerons  de  plus  que,  dans 
la  première  rangée,  la  première  case  à  gauche  soit  blanche,  et  que 
notre  pion  parle  d'une  case  blanche  de  cette  première  rangée. 
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Nous  distinguerons  d'ailleurs  deux,  sortes  de  rangées  :  celles  de 
rang  impair,  qui  commencent  par  une  case  blanche  et  que  nous 
nommerons  rangées  impaires  ;  celles  de  rang  pair,  qui  commen- 
cent par  une  case  noire  et  que  nous  nommerons  rangées  paires. 

La  case  de  départ  de  notre  pion  appartenant  toujours  à  la  pre- 
mière rangée  impaire,  la  case  d'arrivée  pourra  appartenir  soit  à 
la  7iième  rangée  impaire,  soit  à  la  niime  rangée  paire.  De  là,  dans  le 
problème  actuel,  deux  cas  différents  que  nous  traiterons  l'un  après 
l'autre. 

26.  Supposons  d'abord  que  notre  pion  ait  sa  case  d'arrivée  sur 
la  nlècae  rangée  impaire. 

Tous  les  chemins  par  lesquels  ce  pion  peut  arriver  sur  une  case 
de  cette  7z,ème  rangée  impaire  peuvent  se  classer  en  trois  espèces  : 
ceux  qui  se  terminent  sur  la  première  case  blanche  de  cette 
rangée,  ceux  qui  se  terminent  sur  la  deuxième,  ceux  qui  se  ter- 
minent sur  la  troisième,  les  cases  étant  comptées  à  partir  de  la 
gauche. 

Nous  appellerons  Prt,  Qw,  Rrt  les  nombres  respectifs  de  ces  trois 
sortes  de  chemins. 

27.  La  /ilème  rangée  impaire  est  précédée  par  la  (n — i)lème  rangée 
paire.  Si  nous  appelons  S„_,,  Tn_t,  XJn_f  les  nombres  respectifs 
des  chemins  qui  se  terminent,  à  partir  de  la  gauche,  sur  la  pre- 
mière, la  deuxième  ou  la  troisième  case  blanche  de  cette  rangée 
paire,  nous  avons,  d'après  la  marche  bien  connue  du  pion  du  jeu 
de  dames,  les  six  égalités  suivantes  : 

Qn=:  ^n—l  ~+~  *-n—  li        J/z—l  =—  V«— 1  "+"  R/i  —  li 

R«—  T„_j  H-  L„_(,     U„_i  =  R„_j, 
d'où  nous  tirons  immédiatement 

Q^P^  +  sQ^  +  R,^,, 

28.  Une   suite   d'éliminations   faciles,  effectuées  sur  ces   der- 
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nières  égalités,  nous  donne  les  relations  suivantes  : 

"il  ==  3  "il  —  1  t>P„_ 2   ~*~  P«— 3i 

Q«  =  o  Q«-i  —  6Q„_2  -i-  Q„_3, 

lesquelles  nous  montrent  que  chacun  des  nombres  Pw,  Q„,  R„  est 
le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite,  admettant 
l'équation  génératrice  du  troisième  degré 

t?  —  5.c2  -+-  6.z  —  i  =  o. 

29.   Par  suite,  si  nous  posons 

Pi=*>i, 
P,=ft+5P„ 
P3=/>3  +  5P2— 6P15 

la  valeur  de  P„  nous  est  donnée  par  la  formule 

P»  =  /»i*(".  i) +/»,*(«,  a) +/>,*(*,  3), 

l'expression  ¥(«,  i)  étant  définie  par  l'égalité 

dans  laquelle  le\  s'étend  à  tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs 
des  entiers  non  négatifs  a,  /3,  y  qui  satisfont  à  la  condition 
a  -+-  -2  p  H-  3  y  =  a  —  i. 

Les  expressions  de  Q/7  et  R/;  sont  identiques;  il  suffirait,  poul- 
ies obtenir,  de  remplacer  dans  tout  ce  que  nous  venons  d'écrire  P 
et  p  soit  par  Q  et  q,  soit  par  R  et  r. 

30.  En  raisonnant  de  même  pour  le  cas  où  la  case  d'arrivée 
appartient  à  une  rangée  paire,  on  trouverait 

S/»  —  JS„_,        oS„_2  H-  S,j_3, 

ï|*  ==  5^«  —  1  Ol„_ ,  ~+~    '■II— 3) 

UJ,=  5UJI^1-6U«^1+U_. 

Pour  obtenir  le?  expressions  de  S/?,  U„3  Tn,  il  suffirait  de  prendre 
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celles  de  P„,  Q„,  Rn  et  d'y  remplacer  les  lettres  P  et  p,  Q  et  q,  R 
et  /'  respectivement  par  les  lettres  S  et  s,  T  et  t,  U  et  u. 

31.  Il  est  bien  clair  que,  par  les  résultats  qui  précèdent,  notre 
problème  sur  le  pion  du  jeu  de  dames  se  trouve  complètement 
résolu.  Pour  le  bien  montrer,  considérons-en  un  cas  particulier 
quelconque,  celui,  par  exemple,  où,  la  case  de  départ  étant  la  se- 
conde case  blanche  de  la  première  rangée  impaire,  la  case  d'ar- 
rivée est  la  troisième  de  la  nième  rangée  paire. 

Le  nombre  cherché  est  U«.  Nous  trouvons,  par  un  calcul  direct, 

u,  =  o,    u,  =  i,    u3  =  4, 

et,  par  suite, 

«!  =  O,        «2=3  1,        U3z= —  I. 

Donc  nous  avons,  pour  toutes  valeurs  de  n,  et  en  conservant  aux 
expressions  ¥  les  significations  [29]  que  nous  leur  avons  assignées, 

UB=T(/ït3)-y(«,3). 

VI.  —  Problème  sur  le  jeu  d'échecs. 

32.  Sur  un  échiquier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une 
profondeur  indéfinie,  par  combien  de  chemins  différents  un  ca- 
valier qui  ne  recule  jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il 
arriver  à  une  autre  case  donnée  ? 

Tel  est  le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre. 
Pour  en  abréger  les  calculs,  nous  prendrons  c  égal  à  4-  Mais  nous 
ferons  observer  que  cette  valeur  particulière  attribuée  à  c  n'enlève 
rien  à  la  généralité  de  la  méthode  que  nous  allons  suivre;  elle  n'a 
d'autre  effet  que  de  rendre  moins  longues  les  éliminations  aux- 
quelles se  réduit  la  troisième  partie  [6]  de  notre  méthode  gé- 
nérale. 

33.  Dans  cette  hypothèse,  notre  échiquier  aura  une  largeur  de 
quatre  cases  et  une  profondeur  indéfinie.  Nous  pourrons  le  re- 
garder comme  formé  par  une  suite  de  rangées  de  quatre  cases 
chacune.  Nous  supposerons  que  notre  cavalier  ait  pour  point  de 
départ  une  case  de  la  première  rangée  cl  pour  point  d'arrivée 
une  case  de  la  n{èm*. 
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34.  Les  chemins  différents  que  peut  suivre  un  cavalier  partant 
d'une  case  de  la  première  rangée  et  arrivant,  sans  jamais  reculer, 
à  une  case  de  la  n,eme  peuvent  se  classer  en  quatre  espèces,  suivant 
qu'ils  aboutissent,  finalement  à  telle  ou  telle  des  quatre  cases  de 
cette  rangée.  Prenons  ces  cases  de  gauche  à  droite,  et  appelons  P„ 
le  nombre  des  chemins  aboutissant  à  la  première  case,  Qrt  celui 
des  chemins  aboutissant  à  la  deuxième,  Rn  et  S„  ceux  des  chemins 
qui  aboutissent  respectivement  à  la  troisième  et  à  la  quatrième. 
Si  nous  donnons  un  moyen  de  calculer  chacun  de  ces  nombres, 
notre  problème  sera  résolu. 

35.  Pour  trouver  ce  moyen,  cherchons  les  relations  qui  existent 
entre  les  nombres  P„,  Q„,  R„,  Sw  et  les  nombres  analogues  d'in- 
dices moindres. 

La  marche  connue  du  cavalier  et  la  figure  formée  par  les  trois 
rangées  correspondant  sur  notre  échiquier  aux  trois  indices  n, 
n —  i,  n —  i  nous  donnent  immédiatement  les  égalités  suivantes  : 

P„=Qtt_2+R„_1, 

Q„  =  P„_,4-R„_2+S„_„ 

et,  amenée  à  ce  point,  la  solution  de  la  question  n'est  plus  qu'un 
calcul  ordinaire. 

36.  Par  une  suite  d'éliminations,  que  des  remarques  assez 
simples  peuvent  rendre  faciles,  nous  déduisons  des  quatre  rela- 
tions qui  précèdent  les  quatre  relations  suivantes  : 

P„  =  2.P,J_Î  +  2P„_.   +  4P„_5  +  2Pfl_s  -   P„_8, 

Q„  =  2  Q„_2  -+-  2  Q„_v  +  4  Q„_3  -h  2  Q„_0  —  Q„_8, 
R„=  2R„_24-  2R„_.  +  4R„_5-+-  2R„_6—  R„_8, 

S„  =  2  S„_2  -+-  2S;)_i  -+-  4^«— 5  "+"  2"»— 6  —  ^n—»i 

qui  nous  montrent  d'abord  que  les  nombres  Pn,  Q„,  R„,  S„  con- 
stituent chacun  le  terme  général  d'une  série  récurrente  propre- 
ment dite,  ensuite  que  chacune  de  ces  séries  admet  l'équation 
génératrice 

X9  —  2.vr'  —  2 a:'  —  4''3  ~~  ~x~  +  1  =  0, 
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laquelle  peul  s'écrire  aussi 

(x  -+•  i)  [x*  —  X1  —  X  —  i)  [Xi  -i-   -XX  —  i)  =  O. 

37.  Or,  les  procédés  que  nous  avons  fait  connaître  nous  don- 
nent immédiatement  l'expression  générale  de  P„,  Q„,  R„,  Sn.  Con- 
sidérons, en  effet,  P„  ;  nous  savons  que,  si  l'on  pose 

V.2=p2. 

P3=P»4-3Pj, 

P»=/»*-+-2P», 

P(,=^C+2P44-  iP,  -4P,. 

P,  =/>7H-  2P5+  2P3+  4P2+  2P,. 
P8=/78^-  aPG4-  2P4+  4Pa^  2P,. 

on  a  identiquement 

8 


¥(/*,  /)  étant  donné  par  l'égalité 
Y(/ï,z)=Y(-i  J- 


9   ! 


(3  !  <?!  e  !  Ç  !  0  î 

dans  laquelle  le  signe  \  s'étend  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des 

entiers  non  négatifs  /3,  3,  6,  £,  5  qui  satisfont  à  la  condition 

a£  -h  4*  -t-  5e  -+-  6Ç  ■+•  89  ==  n  —  /. 

Les  expressions  de  Q„,R„,  Sn  se  déduiraient  d'ailleurs  instan- 
tanément des  relations  qui  précèdent;  il  suffirait  de  remplacer, 
dans  toutes  celles-ci,  P  et  p  par  Q  et  q,  ou  R  et  r,  ou  S  et  .v. 

38.  Nous  voyons  ainsi  que  Pn,  Q„,  R„,  Sn  seront  connus  dès 
que  l'on  connaîtra  l'indice  n,  ainsi  que  les  valeurs  numériques  des 
nombres  p,  <j .  r,  s,  qui  sont,  dans  chaque  espèce,  au  nombre  de 
huit.  Or,  ces  dernières  valeurs  pourront  se   calculer  directement 
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dès  que  l'on  connailra  la  case  de  départ;  donc  notre  problème  est 
complètement  résolu. 

39.  Pour  en  bien  faire  comprendre  la  solution,  prenons  un 
exemple  particulier.  Supposons  que  la  case  de  départ  soit  la  se- 
conde de  la  première  rangée  et  la  case  d'arrivée  la  quatrième  de 
la  nieme  rangée.  Il  s'agira  de  calculer  S„. 

Or,  dans  ce  cas  particulier,  on  voit  directement  que  les  huit 
nombres  s{,  s2,  s3,  s^,  s$,  sG,  s-;,  s8  sont  respectivement  o,  i.  o,  —  j  , 
i,  i ,  o,  o.  Donc  on  a 

Sn=W[n,  2)  —  V(n,  4)  H-  «F(«,  5)  +  ^(«,6), 

les  quantités  ¥  gardant  les  significations  qu'on  leur  a  données  [37] 
plus  haut. 

VII.  —  Sur  la  méthode  en  analyse  combinatoire. 

40.  Les  problèmes  de  l'analyse  combinatoire  sont  de  telle  na- 
ture, que  la  résolution  s'en  réduit  presque  toujours  à  la  recherche 
du  nombre  Xw  „  des  groupes  que  l'on  peut  former,  suivant  cer- 
taines lois  données,  avec  m  objets  pris  n  à  n.  La  détermination 
de  ce  nombre  dépend  évidemment  des  lois  données;  d'ordinaire, 
elle  présente  des  difficultés  réelles  d'autant  plus  grandes,  qu'on 
ne  trouve,  dans  les  Livres  et  Mémoires,  pour  ainsi  dire  aucune 
indication  sur  la  manière  de  les  surmonter. 

Evidemment  d'ailleurs,  ces  difficultés  sont  de  deux  sortes,  les 
unes  de  raisonnement,  les  autres  de  calcul;  car  la  détermination 
du  nombre  XTO)„,  comme  la  résolution  des  problèmes  de  l'analyse 
ordinaire,  comprend  deux  parties  successives  :  une  partie  de  rai- 
sonnement, analogue  à  la  mise  en  équations  des  problèmes  d'Al- 
gèbre ;  une  partie  de  calcul,  analogue  à  la  résolution  de  ces  équa- 
tions. 

41.  C'est  dans  la  première  partie  que  se  présentent  les  difficultés 
les  plus  sérieuses.  On  s'y  propose,  non  pas,  certes,  de  trouver  l'ex- 
pression même  de  Xw>„  en  fonction  de  ///.  de  //  et  des  paramètres 
introduits  par  les  lois  dont  nous  avons  parlé  :  une  détermination 
aussi  immédiate  ne  pourrait  convenir  qu'à  des  cas  tellement  simples, 


-  60  - 

que  leur  extrême  simplicité  leur  enlèverait  toute  espèce  d'intérêt; 
on  s'y  propose,  disons-nous,  de  découvrir  des  relations  où  entre 
l'inconnue  X,„  „  ;  la  grande  difficulté,  c'est  d'arriver  à  de  pareilles 
relations. 

Si  l'on  étudie  les  procédés,  si  nombreux  et  en  apparence  si 
divers,  employés  jusqu'à  présent  dans  cette  recherche,  on  voit 
qu'ils  consistent  tous  à  comparer  les  groupes  dont  on  cherche  le 
nombre  XWj„  soit  à  des  groupes  dont  les  nombres  sont  connus, 
soit  à  des  groupes  dont  les  nombres  sont  inconnus. 

Avec  quels  groupes  doit-on  comparer  les  groupes  étudiés?  De 
quelle  manière  doit  s'effectuer  cette  comparaison?  La  réponse  à 
cette  double  question  ne  peut  être  donnée  pour  tous  les  cas  pos- 
sibles. La  formuler  pour  une  série  de  cas  déterminés,  c'est-à-dire 
pour  un  ensemble  déterminé  de  problèmes,  ce  serait  donner  la 
méthode  générale  permettant  de  résoudre  tous  ces  problèmes,  ce 
serait  faire  pour  eux  ce  que  nous  venons  de  faire  pour  ceux  qui 
rentrent  dans  l'énoncé  général  [1]  donné  au  commencement  du 
présent  Mémoire. 

Nous  pouvons  dire  seulement,  d'une  façon  assez  vague,  et  en 
nous  fondant  bien  moins  sur  le  raisonnement  que  sur  notre  expé- 
rience, que  le  plus  difficile  n'est  pas  d'effectuer  la  comparaison 
des  groupes  étudiés  avec  d'autres  groupes,  mais  de  choisir  ces 
autres  groupes.  Nous  serions  même  tenté  d'énoncer  cette  règle 
empirique  :  toutes  les  fois  que  la  comparaison  des  groupes  étudiés 
avec  les  autres  groupes  ne  s'effectue  pas  très-facilement,  toutes  les 
fois,  en  d'autres  termes,  qu'elle  ne  conduit  pas,  d'une  façon  presque 
immédiate,  à  une  ou  plusieurs  équations,  c'est  que  les  autres 
groupes  sont  mal  choisis;  il  faut  procéder  à  un  choix  nouveau. 

42.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  groupes  étudiés,  comme  ceux  avec 
lesquels  on  les  compare,  n'entrent  que  par  leurs  nombres  dans  les 
relations  auxquelles  on  parvient.  Les  groupes  dont  les  nombres 
sont  connus  n'apportent,  dans  ces  relations,  que  des  quantités 
connues,  dont  il  est  pour  ainsi  dire  inutile  de  s'occuper.  Les 
groupes  dont  les  nombres  sont  inconnus  y  apportent  des  quantités 
inconnues,  et  ces  quantités  inconnues,  qu'il  est  indispensable  de 
considérer,  se  partagent  en  trois  classes  parfaitement  distinctes  : 

D'abord,  le  nombre  XTO  n  des  groupes  étudiés; 
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Ensuite,  les  nombres  X,^/,  ~X.mi^ni,,  ...,  qui  correspondent  à 
«les  groupes  formés  suivant  les  mêmes  lois  que  les  groupes  étudiés, 
mais  différant  de  ceux-ci  par  les  valeurs  numériques  des  indices  m 
et  n,  ou  de  l'un  seulement  de  ces  indices; 

Enfin,  les  nombres  ^p,(j,  \ pr^r,  .  .  .,  Zr>5,  Z,-/^,  .  .  .,  etc.,  qui 
correspondent  à  des  groupes  différant  de  ceux  qu'on  étudie,  non 
point  par  des  valeurs  numériques  d'indices,  mais  par  les  lois 
mêmes  qui  président  à  leur  formation. 

L'inconnue  X,„;„  entre  forcément  dans  une  ou  plusieurs  des  re- 
lations qu'on  obtient;  les  inconnues  Xw/)7,/,  Xw/,;/2//,  .  .  .,  jointes  à 
XOT  n,  donnent  lieu  à  des  lois  de  récurrence  simples  ou  doubles, 
suivant  qu'elles  présentent  des  variations  d'un  seul  ou  des  deux 
indices;  les  inconnues  YP}q,Yptiq>,  ...,  Zr^,  Z^^,  ...,  etc.,  peuvent 
presque  toujours  être  regardées  comme  des  inconnues  auxiliaires 
qu'il  faut  éliminer. 

43.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  achevé  la  partie  de  rai- 
sonnement, c'est-à-dire  qu'on  ait  réussi  à  former  une  ou  plusieurs 
équations  entre  les  inconnues.  Il  faut  passer  à  la  partie  de  calcul, 
qui,  comme  nous  l'avons  dit,  est  de  beaucoup  la  moins  difficile 
des  deux. 

Les  difficultés  qu'elle  présente  ne  consistent,  en  effet,  que  dans 
des  calculs  à  effectuer,  et  ceux-ci  s'effectuent  par  les  seuls  pro- 
cédés de  l'Analyse  ordinaire,  non  pas  prise  dans  toute  sa  généra- 
lité, mais  réduite  aux  trois  théories  de  la  résolution  des  équations, 
des  séries  récurrentes  et  de  l'élimination. 

Si  l'on  n'a  introduit  dans  les  calculs  que  la  seule  inconnue  X„v,, 
auquel  cas  il  a  suffi  de  former  une  seule  équation,  on  n'a  qu'à  ré- 
soudre cette  équation. 

Si,  outre  X„v,,  on  a  considéré  encore  les  inconnues  analogues 
X,„/  nr,  Xw//jn//,  .  .  .,  correspondant  à  des  groupes  de  même  nature 
que  les  groupes  étudiés,  l'équation  ou  les  équations  reliant  ces 
inconnues  expriment  des  lois  récurrentes  d'où  l'on  pourra,  dans 
la  plupart  des  cas,  déduire  l'expression  de  XTOj„. 

Si  enfin  l'on  considère  à  la  fois  l'inconnue  X,,^,,,  les  inconnues 
analogues  X^r/,  X„,^„„,  ...  et  les  inconnues  non  analogues  Yy,j7, 
^  pttçt,  ...,  Zrj„  7jrrfSr,  ...,  etc.,  il  faudra  d'abord,  par  des  éliminations 
convenables,  séparer  les  inconnues,  c'est-à-dire  obtenir  des  équa- 
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tions  ne  contenant  plus  que  des  quantités  X,  ou  des  quantités  Y, 
ou  des  quantités  Z,  etc.;  il  faudra  ensuite,  cette  séparation  une 
fois  effectuée,  étudier  les  lois  récurrentes  données  par  les  équa- 
tions obtenues.  Comme  dans  le  cas  précédent,  on  en  pourra  géné- 
ralement conclure  l'expression  même  de  X,„  n. 

44.  A  cet  avantage  de  se  traiter  par  les  procédés  de  l'Analyse 
ordinaire,  la  partie  de  calcul  joint  celui,  non  moins  appréciable, 
de  se  traiter  dans  tous  les  cas  possibles  d'une  manière  uniforme. 
La  partie  de  raisonnement  ne  participe  point  à  cette  uniformité  : 
elle  varie  toutes  les  fois  que  l'on  passe  d'un  genre  de  problèmes  à 
un  autre. 

45.  En  résumé,  pour  calculer  XWi  „,  la  marche  à  suivre,  tant 
dans  le  raisonnement  que  dans  le  calcul,  dépend  surtout  de  ce  que 
la  comparaison  des  groupes  donnés  avec  d'autres  groupes  porte 
sur  des  groupes  dont  le  nombre  est  connu,  ou  sur  des  groupes 
dont  le  nombre  est  inconnu  et  qui  sont  de  même  nature  que  les 
groupes  étudiés,  ou  enfin  sur  des  groupes  dont  le  nombre  est  en- 
core inconnu,  mais  qui  diffèrent  des  groupes  étudiés  par  la  loi 
même  de  formation. 

Le  cas  où  la  comparaison  embrasse  à  la  fois  ces  trois  sortes  de 
groupes  comprend  évidemment  tous  les  autres.  Nous  plaçant  dans 
cette  hypothèse,  nous  pouvons  esquisser  de  la  manière  suivante  la 
marche  à  suivre  pour  arriver  à  X„v,  : 

i°  Choisir  les  groupes  auxquels  on  comparera  les  groupes  à 
étudier  ; 

2°  Comparer  les  groupes  étudiés  aux  groupes  qu'on  vient  de 
choisir,  pour  relier  par  des  équations  les  nombres  qui  leur  cor- 
respondent; 

3°  Séparer  les  inconnues,  de  façon  à  n'avoir  plus  que  des  équa- 
tions dans  chacune  desquelles  les  inconnues  correspondent  toutes 
à  des  groupes  d'une  même  nature; 

4°  Résoudre,  par  la  méthode  des  séries  récurrentes,  celle  de 
ces  nouvelles  équations  qui  répond  aux  groupes  étudiés. 

46.  Si  en  regard  de  cette  esquisse  un  peu  vague,  dans  ses  deux 
premières  parties  surtout,  on  place  la  méthode  [8]  qui  fait  l'objet 
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du  présent  Mémoire,  on  voit  que  cette  dernière  comprend  aussi 
quatre  opérations  successives,  rentrant  tout  à  fait  dans  celles  que 
nous  venons  d'indiquer,  et  il  s'ensuit  immédiatement  que  cette 
dernière  méthode  [8],  qui  nous  permet  de  résoudre  toute  une  série 
de  problèmes,  peut  être  regardée  comme  un  type  pour  les  méthodes 
qui  permettraient  d'en  résoudre  d'autres  séries. 

On  voit  par  là  l'importance  extrême  de  cette  méthode  [8]; 
mais,  niât-on  ce  rôle  de  type  qu'elle  peut,  selon  nous,  remplir, 
elle  n'en  serait  pas  moins  très -importante,  puisqu'elle  permet  de 
résoudre  une  infinité  de  problèmes,  et  que  ces  problèmes  appar- 
tiennent à  l'Analyse  combinatoire,  c'est-à-dire  à  une  partie  des 
Mathématiques  où  les  méthodes  générales  étaient  jusqu'à  présent 
fort  rares,  pour  ne  pas  dire  inconnues. 


EXTRAITS  DES   PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  8  NOVEMBRE   1878. 

PRÉSIDENCE    DE    M.   DARBOUX. 

M.  le  Président  rappelle  la  perte  que  la  Société  a  faite  dans  la 
personne  de  M.  Bienaymé  ;  la  Société  s'associe  aux  regrets  expri- 
més par  son  Président. 

Communications  : 

M.  Darboux  :  Sur  la  description  mécanique  de  la  courbe  géné- 
rale d'un  degré  quelconque. 

M.  Halphen  :  Sur  la  réduction  de  certaines  équations  diffé- 
rentielles. 


SÉANCE  DU  22  NOVEMBRE  1878. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DARBOUX. 

Communications  : 

M.  Lemonnier  :  Sur  la  résolution  d'un  système  de  trois  équa- 
tions du  second  degré  à  trois  inconnues. 
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M.  Lasruerre  :  Sur  l'intégrale  I     z1le    2         dz, 
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M.  Jordan  :  Sur  la  série  de  Fourier. 

M.  Darboux  :  Sur  V extension  de  la  théorie  des  mouvements 
plans  aux  transformations  les  plus  générales ,  en  particulier 
sur  la  déformation  d'une  figure  qui  demeure  semblable  à  elle- 
même. 

M.  Darboux  :  Sur  le  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle. 

M.  Halphen  :  Sur  les  polygones  de  Poncelet. 


SÉANCE  DU   13  DÉCEMBRE  1878. 

PRÉSIDENCE    DE    SI.    LES10NNIER. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  les  normales  aux  coniques. 

M.  Halphen  présente,  de  la  part  de  M.  D.  André,  un  Mémoire 
intitulé  Détermination  du  nombre  des  arrangements  complets 
où  les  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions  données. 

M.  Halphen  :  Sur  l'absence  de  points  isolés  dans  les  courbes 
unicursales. 


SÉANCE  DU  27  DÉCEMBRE  1878. 

PRÉSIDENCE    DE    SI.    DARBOUX. 


Communication  : 

M.  Darboux  :  Sur  les  systèmes  articulés. 


SÉANCE  DU   10  JANVIER  1879. 

PRÉSIDENCE    DE    SI.    DARBOUX. 

Elections  :  Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés,   comme 
L'indique  Tétai  qui  est  au  commencement  du  Volume. 
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Communication  : 

!\f.  Laguerre  :  Sur  les  coniques  homqfocales 


SEANCE  DU  24  JANVIER  1879. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    O.    BONNET. 


Communication  : 

M.  Laguerre  :  Sur  les  coniques  homqfocales. 


SÉANCE   DU   14  FÉVRIER   1879. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    O.    BONNET. 


Communications  : 
M.  Laguerre  :  Sur  l 
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M.  Halphen  :  Sur  la  formation  de  l'équation  différentielle  des 
coniques. 

M.  Stephanos  :  Sur  une  propriété  remarquable  des  nombres 
incommensurables. 

M.  Fouret  :  Sur  le  mouvement  d'un  corps  qui  reste  homothé- 
tique  à  lui-même. 

Présentation  d'un  nouveau  Membre  :  M.  E.  Picard  est  présenté 
par  MM.  Lemonnier  et  PJcquet. 


Supplément  à  l'état  de  la  Société  mathématique  de  France, 
pour  l'année  1879. 


..      ,         ,     r         ..  ...  \    M.  AOUST  (l'abbé) 

Membres  du  Conseil  non  résidents.    .      .   1 

)    M.  CLAVI  I  \. 


M.  ANDRÉ  (Désiré). 
M.  AOUST  "(l'abbé). 
H.  CLAYt.l  V 
M.  WEYR  (Emile). 


VII. 
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Sur  quelques  propriétés  des  coîiiques  homofocales ; 

par  M.   Laguekue. 

(Séances  des  10  et  24  janvier  1879. 

I. 

1.  Je  considère,  dans  un  plan,  un  système  de  coniques  homo- 
focales; soient  Ox  et  O)  les  axes  de  ces  coniques,  F  et  F'  leurs 
foyers  réels  communs,  que  je  supposerai  situés  sur  l'axe  Ox;  les 
deux  foyers  imaginaires  communs  <J>  et  <£'  seront,  par  suite,  situés 
sur  l'axe  Or.  Pour  abréger,  j'appellerai  simplement  conique  du 
système  une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  F,  F',  $  et  <£'. 

Étant  donné  un  point  quelconque  AI  du  plan,  deux  coniques  du 
svstème  se  croisent  en  ce  point;  désignons  par  N  et  N'  les  centres 
des  deux  cercles  qui  osculent  respectivement  ces  deux  coniques 
au  point  AI,  et  par  fz  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  Cette 
droite  est  parfaitement  déterminée  quand  on  se  donne  le  point  M 
et  les  deux  foyers  F  et  F';  je  dirai  que  c'est  l'axe  du  point  M. 

2.  Réciproquement,  étant  donnée  une  droite  [x  du  plan,  il  existe 
trois  points  M,  M'  et  M"  pour  lesquels  cette  droite  est  un  axe. 

Si  l'on  considère  la  conique  du  système  qui  touche  la  droite  p, 
et  que  l' on  désigne  respectivement  par  a.  et  fi  les  points  où  la  nor- 
male menée  au  point  de  contact  rencontre  les  axes  Ox  et  Oy,  les 
trois  points  AI,  Al'  et  AI",  qui  ont  pour  axe  la  droite  p,  sont  situés 
sur  le  cercle  A  passant  par  les  points  a,  fi  et  le  centre  O  commiui 
aux  coniques  du  système. 

3.  On  sait  que  toutes  les  propriétés  des  normales  et  des  centres 
de  courbure  d'une  conique  sont  triples  ;  les  normales  à  une  conique 
demeurent,  en  effet,  normales  à  la  transformée  de  cette  conique 
quand  on  effectue  une  transformation  homographique  qui,  aux 
deux  ombilics  du  plan  ('  ),  fait  correspondre  deux  des  foyers  indé- 
pendants de  cette  conique. 

, ■  ■ 

(')  Je  désigne  ainsi  les  points  imaginaires  situés  à  l'infini  et  communs  à  tous  les 
.cercles  tracés  dans  le  plan. 
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De  la  proposition  précédente,  on  déduit  donc  immédiatement 
les  théorèmes  qui  suivent  : 

La  conique  qui,  passant  par  le  point  ,3  et  les  deux  foyers  F  et  F', 
a  pour  asymptotes  l'axe  Oy  et  la  droite  <xfi  contient  les  trois 
points  M,  M'  et  M". 

La  conique  qui,  passant  par  le  point  y.  et  les  deux  foyers  3* 
et  <£',  a  pour  asymptotes  l'axe  Ox  et  la  droite  aj3  contient  éga- 
lement les  trois  points  M,  M'  et  M". 

4.  Les  trois  points  qui  ont  pour  axe  la  droite  y.  sont,  comme  on 
le  voit,  les  trois  points  communs  aux  deux  coniques  dont  je  viens 
de  parler  et  au  cercle  A  défini  précédemment  [2]. 

Mais  on  peut  aussi  les  déterminer  par  l'intersection  de  ce  cercle 
et  d'une  conique  avec  une  conique  ayant  pour  axes  les  droites  Ox 
et  Oy. 

Désignons,  en  effet,  par  C  la  conique  du  système  qui  touche  la 
droite  [x  et  par  K  la  conique  dont  les  sommets  coïncident  avec  les» 
points  de  rebroussement  de  la  développée  de  C;  nous  pourrons 
énoncer  la  propriété  suivante  : 

Les  points  M,  M'  et  M",  qui  ont  pour  axe  la  droite  p,  sont 
situés  sur  la  conique  K;  le  quatrième  point  de  rencontre  de  celte 
conique  et  du  cercle  A  est  le  point  O'  qui,  sur  le  cercle,  est  dia- 
métralement opposé  au  centre  O  commun  aux  coniques  du  sys- 
tème. 

5.  Le  point  O',  diamétralement  opposé  au  point  O  sur  le 
cercle  A,  est  le  conjugué  harmonique  du  point  O  relativement 
aux  points  M,  M'  et  M". 

6.  Le  triangle  M  M' M"  est  circonscrit  à  la  conique  C  du  système 
qui  touche  la  droite  (j.. 

7.  Considérons  l'hyperbole  équilatère  H,  qui  a  pour  centre  le 
point  O  et  dont  l'axe  transverse,  dirigé  suivant  Oy,  a  pour  lon- 
gueur FF';  nous  pourrons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  triangle  M  M7  M  "est  autopolaire  relativement  à  l'hyper- 
bole H. 

.    4- 
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8.  Soit  M'M"  un  coté  quelconque  du  triangle  MM'M";  du 
point  O  abaissons  une  perpendiculaire  sur  ce  côté,  et  désignons 
par  M0  le  point  symétrique,  par  rapport  au  point  O,  du  pied  de 
cette  perpendiculaire. 

Le  point  M0  est  situé  sur  i axe  [i.  du  point  M,  et  la  droite  MM0 
est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

0.  Etant  donnée  une  conique  C  du  système,  on  voit  que,  si  la 
droite  p  roule  sur  cette  conique,  les  points  correspondants  M, 
M'  et  M"  décrivent  la  conique  K,  tandis  que  les  côtés  du  triangle 
MM'M"  roulent  tangentiellement  à  C  elle-même. 

D'où  les  propositions  suivantes  : 

Etant  donnée  une  conique  quelconque  C  du  système,  désignons 
par  R  la  conique  dont  les  sommets  coïncident  avec  les  points  de 
rebroussement  de  la  développée  de  C. 

Cela  posé,  en  appelant  O'  un  point  quelconque  de  R  et  O  le 
centre  commun  aux  courbes  du  système,  si,  sur  00'  comme  dia- 
mètre, on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  rencontre  les  axes  en  deux 
points;  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  normale  à  laco- 
nique G. 

Ce  cercle  rencontre  de  nouveau  R  en  trois  autres  points;  chacun 
de  ces  points  a  pour  axe  une  même  droite  tange/ite  à  C. 

Les  côtés  du  triangle  formé  par  ces  points  sont  circonscrits  à  C. 

Ce  triangle  est  autopolaire  relativement  à  l'hyperbole  équi- 
latère  H. 

10.  Les  coniques  C  et  R,  qui  figurent  dans  l'énoncé  des  propo- 
sitions qui  précèdent,  ont  entre  elles  des  relations  qui  méritent 
d'être  étudiées. 

Entre  autres  propositions,  je  rappellerai  la  suivante,  que  j'ai 
déjà  fait  connaître,  il  y  a  quelques  années,  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'académie  des  Sciences  (  '  )  : 

Si  d'un  point  de  la  conique  R  on  mène  des  tangentes  à  la 
développée  de  la  conique  G,  les  quatre  points  de  contact  sont 


'')   Sur  la  développée  de  l'ellipse  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  jan- 
vier 187.5). 
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en  ligne  droite,  et  la  droite  qui  joint  ces  points  de  contact   est 
normale  à  la  courbe  C. 


II. 


11.  Soit  AI  un  point  quelconque  du  plan;  par  ce  point  passent 
deux  coniques  du  système.  En  désignant  par  N  et  N'  les  centres 
des  cercles  qui  osculent  ces  coniques  au  point  donné,  je  dirai  que 
N  et  N'  correspondent  au  point  M. 

Réciproquement,  étant  donné  un  point  N  du  plan,  on  peut 
chercher  combien  de  points  M  lui  correspondent,  c'est-à-dire 
combien  existent  de  cercles  ayant  le  point  M  pour  centre  et  oscil- 
lateurs d'une  conique  du  système. 

12.  Pour  résoudre  cette  question,  je  m'appuierai  sur  les  consi- 
dérations suivantes. 

Etant  donné  un  point  N  du  plan .  si  de  ce  point  on  mène  les 
normales  à  une  conique  du  système,  les  tangentes  aux  points  de 
contact  touchent  une  parabole  P  tangente  aux  axes  de  la  conique. 
Cette  parabole  est  la  même  quelle  que  soit  la  conique  du  système 
que  l'on  considère  ;  elle  est  l'enveloppe  des  polaires  du  point  N 
relativement  aux  diverses  coniques  qui  ont  pour  foyers  les  points  F 
et  F'. 

13.  Pour  le  démontrer,  je  m'appuierai  sur  cette  importante  pro- 
position, due  à  M.  Chasles  : 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  relativement  aux  coniques  qui 
forment  un  système  homofocal  est  une  droite  qui  rencontre  la 
droite  donnée  au  point  où  elle  touche  la  conique  du  sy  sterne  qui 
lui  est  tangente. 

Soient  P  l'enveloppe  des  polaires  dont  je  viens  de  parler  (on 
voit  immédiatement  que  c'est  une  parabole  tangente  aux  axes), 
G  une  conique  du  système,  et  T  une  tangente  commune  à  G  et  à  P. 
En  désignant  par  M  le  point  où  rllc  touche  C,  on  voit  que  le  lieu 
des  pôles  de  T  relativement  aux  coniques  du  système  e>t  la  droite 
menée  par  M  normalement  à  C;  en  vertu  du  théorème  de  AI.  Chasles 
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que  je  viens  de  rappeler,  cette  droite  passe  par  le  point  N;  dune 
NM  est  normale  à  la  conique  C. 

Réciproquement,  abaissons  du  point  N  une  normale  à  la  co- 
nique C,  et  soit  M  le  pied  de  cette  normale.  En  désignant  par  T 
la  tangente  menée  en  ce  point,  on  voit  que  le  lieu  des  pôles  de  T 
relativement  aux  coniques  du  système  est  la  droite  MN.  Il  y  existe 
donc  une  conique  du  système  pour  laquelle  le  pôle  de  T  se  con- 
fond avec  le  point  N;  par  suite,  la  droite  T  est  tangente  à  la  para- 
bole P. 

La  proposition  que  j'ai  énoncée  est  donc  entièrement  établie  ('). 

1 I.  Le  fover  de  la  parabole  P  peut  se  déterminer  aisément.  On 
peut,  en  effet,  la  définir  de  la  façon  suivante  : 

Si  autour  du  point  N  on  fait  tourner  une  transversale,  et  que 
par  son  pôle  on  mène  une  perpendiculaire  à  cette  droite,  l'enve- 
loppe de  ces  perpendiculaires  est  la  parabole  P  (2). 

Pour  avoir  le  foyer  de  la  parabole,  il  faut  chercher  les  droites 
isotropes  tangentes  à  cette  courbe.  On  les  obtiendra  si  l'on  consi- 
dère les  transversales  isotropes  passant  par  le  point  N.  En  dési- 
gnant par  I  l'un  des  ombilics  du  plan,  soit  NI  l'une  de  ces  trans- 
versales ;  menons  par  les  foyers  F  et  F'  des  parallèles  à  cette  droite. 
Le  foyer  ip  de  la  parabole  se  trouve  sur  la  droite  isotrope  conjuguée 
harmonique  de  NI  relativement  aux  deux  droites  dont  je  viens  de 
parler;  des  conséquences  analogues  se  déduiraient  de  la  considé- 
ration de  la  transversale  isotrope  passant  par  le  second  ombilic  J. 

On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Le  foyer  de  la  parabole  P  est  le  conjugué  harmonique  du 
point  N  relativement  aux  deux  foyers  F  et  F'  communs  à  toutes 
les  courbes  du  système. 


(l)  On  démontrerait  de  même  que  : 

Si  d'un  point  N  de  l'espace  on  mène  les  normales  à  une  surface  du  second  ordre, 
les  pieds  des  normales  sont  les  points  de  contact  des  plans  qui  touchent  la  surface  et 
sont  osculateurs  de  la  cubique  gauche  enveloppée  par  les  plans  polaires  de  N,  relati- 
vement aux  diverses  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  les  mêmes  focales  que  la  surface 
donnée. 

(s)  Ciiasles,  Traité  des  sections  coniques,  p.  \!fi. 
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J'ajouterai  que  : 

La  directrice  de  cette  parabole  est  la  droite  ON  qui  joint  le 
point  N  au  centre  commun  des  coniques  du  système. 

15.  Du  théorème  précédent  résultent  immédiatement  les  consé- 
quences suivantes  : 

Si  l'on  imagine,  dans  le  plan  des  deux  axes  Ox  et  Oy,  deux 

droites  quelconques  D  et  D',  le  foyer  de  la  parabole  qui  touche 

ces  quatre  droites  a  pour  conjugué  harmonique,  relativement  aux 

foyers  F  et  F',  le  point  de  rencontre  des  normales  menées  aux 

deux  courbes  du  système  qui  touchent  D  et  D'. 

Et,  si  l'on  suppose  que  les  droites  D  et  D'  viennent  se  con- 
fondre : 

Si  en  un  point  M  d'une  conique  on  mène  la  tangente ,  et  si 
l'on  imagine  la  parabole  qui  touche  cette  tangente  au  point  M 
et  en  outre  est  tangente  aux  axes  de  la  conique ,  le  conjugué 
harmonique  du  foyer  de  cette  parabole,  relativement  aux  deux 
foyers  de  la  courbe,  est  le  centre  du  cercle  qui  oscule  cette  courbe 
au  point  M. 

16.  Cela  posé,  pour  trouver  les  points  M  correspondant  à  un 
point  donné  M,  construisons  le  point  M0,  conjugué  harmonique 
de  M  relativement  aux  deux  foyers  F  et  F',  et  imaginons  la  para- 
bole P,  qui  a  pour  foyer  le  point  M0  et  pour  directrice  la  droite  OM. 

Il  est  clair,  par  ce  qui  précède,  que  : 

Les  points  N  correspondant  au  point  M  sont  les  pieds  des  nor- 
males abaissées  de  ce  dernier  point  sur  la  parabole  P. 

Ces  points  sont  donc  au  nombre  de  trois,  et,  si  l'on  désigne  par  I 
le  milieu  du  segment  M0  M,  ils  s'obtiendront  en  cherchant  l'inter- 
section de  P  avec  le  cercle  décrit  sur  M0  I  comme  diamètre. 

17.  Le  triangle  formé  par  ces  trois  points  jouit  de  diverses  pro- 
priétés intéressantes,  parmi  lesquelles  je  me  bornerai  à  mentionner 
la  suivante  : 

Le  triangle  formé  par  les  trois  points  correspondant  à  un 
point  donné  du  plan  est.  circonscrit  à  une  conique  du  système. 
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Je  me  réserve  de  revenir  sur  ce  sujet  et  d'étendre  aux  surfaces 
homofocales  du  second  ordre  les  résultats  contenus  dans  cette 
Note. 


/     c — ***  /■/./> 
Sur  l'intégrale  I     :  par  M.  La  guerre. 

(Séances  des  i4  et  28  février   1879.} 
I. 

1.   L'intégration  par  parties  donne,  en  posant 

1  1  1.2  1 . 2 . 3 . . . [ n  —  il 


F    . 

x 


la  relation  suivante  : 


Jr<°er~xdx              „,    ,                         C*  c  xdx 
-  =e~xF [x    4:1.2.  .  .n  / 


La  série  que  l'on  obtient  en  faisant  croître  indéfiniment  n  dans  le 
polynôme  F(a?)  est  nécessairement  divergente  pour  toute  valeur 
dex,  quelque  grande  qu'on  la  suppose.  Néanmoins,  pour  de  grandes 
valeurs  de  la  variable,  elle  peut,  en  ne  tenant  compte  que  des  pre- 
miers termes,  fournir  une  valeur  très-approchée  de  l'intégrale  con- 
sidérée (  '  ). 

Je  rne  propose,  dans  la  Note  qui  suit,  d'obtenir  le  développe- 
ment en  fractions  continues  du  polynôme  F(x). 

2.   En  posant,  pour  abréger,  N  =  ±  1  .a. 3. . .  «,  on  a 

(')  Relativement  à  ces  séries  demi-convergentes,  voir  la  Note  de  M.  Herniite  Sur 

l'intégrale    I      dz.  insérée   dans   les    Actes   de   V Académie  royale  de   Turin 

J  '  —  z 

! \~  novembre  i8*/8  . 
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d'où 

(■2)  F'tx)  =  F(y .  -  - — îL. 

Soit  7T — -  une  réduite  du  polynôme  F(x)  dont  le  dénominateur 
f[x)  r    "  K    ' 

soit  d'un  degré  m^-  •  On  a 
1    J       /(*) 

*w-        P ,.        -  + 

ou  encore,  en  vertu  de  la  relation  (2),  et  en  remarquant  que  2.111 
est  au  plus  égal  à  /?, 

?>(x)f(x)-f'(x)?(x)  =?{.v)  1     t    /      I      \ 

/*(■■'■)  /H 

ou  encore 


(*M 


(3)  .rW(x)f(x)-/'ix)?(x)-?(x)f(x)}+r-(x)  =  A, 

A  désignant  une  quantité  constante. 

3.  Formons   maintenant   l'équation    linéaire   du   second    ordre 
Mj" — Njx'h-  Vj  =  o,  qui  a  pour  solutions 

-,     ,  -    ,  -,    .    Cxe-Xdx 

jr%=f[x)     et     y%  =  <t{.T)e-x  —  }[x)-l      — — -  ; 

on  a,  en  vertu  d'une  formule  bien  connue, 

N  d  , 

—  =  -r-  loerli,       ou      il—  I  ,   )'.,  —  )".,  )',. 
M        dx     &     '  •    '  '  2       J  lJi 

Or  un  calcul  facile  donne,  en  tenant  compte  de  la  relation  (3), 

Ae~x 
£1=  ; 


(')  Je  désigne  généralement,  et  en  taisant  abstraction  des  valeurs  des  coefficients, 
par  I        )  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  coinincii- 

1 
vaut  par  un  terme  en   — • 
1  xf 
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on  a  donc 


H  =  -(,  +  i) 


d'où  il  suit  que  le  polynôme  f{oc)  satisfait  à  l'équation  différen- 
tielle du  second  ordre 

( 4 )  XJ"  +  (a:  -+-  l)  y  —  m  v  =  o, 

dont  une  seconde  solution  est 

,,     ,    rxe-xdx 

u  =  f[.T)e-x—f[.r)J      ■ 

Le  développement  en  série  donne  aisément 

m^  l  tn  —  il* 
f[x)=  -r"1  -f-  m%xm-x  H 


i  .2 

m3  (m  —  \Y(m  —  2Ï2 


H-..  .H-!.  2.  3. .  .m. 


1.2.3 
4.   En  dérivant  ira  fois  de  suite  l'équation  (4),  il  vient 

d'où,  en  désignant  par  B  une  quantité  constante, 

e~x 

v("'+i)  — B -, 

J  c«i-+-i 

et,  par  suite, 


1 . 2 . 3 .  . .  m 


f 


e~s[ z  -.ri"1 

: dz\ 


c'est  une  solution  particulière  de  l'équation  (4),  et,  comme  elle 
ne  renferme  pas  de  termes  entiers  en  x,  sa  valeur  est  précisément 
la  fonction  que  j'ai  désignée  précédemment  par  u. 

On  a  donc,  en  modifiant  un  peu  les  notations  déjà  employées 
et  en  mettant  en  évidence  le  degré  du  polynôme  f  ( x ), 


'»i  —  Ym\ 


e-z[z  —  x)m 

: dz\ 


en  y  faisant  x  =  o,  on  en  déduit 
R 


1.2.3 


—  —  fm[o)  =—  1 .2.3.  ...m  =  —  ml, 


—   /o  — 


et  la  formule  précédente  devient 

(5)  um=ym{x)e-*— fm[x) j     e—J-L=-mij  {Zz„ZiT      dz- 

5.  En  dérivant  l'équation  précédente,  on  a 

C°e-Z[z  —  a:)"1-1  mlm  C'erHz  —  x\m-^\[z  —  x)  —  al 

u'=  m  !  m  /      i / =  —  ■ /      ! ! L-j ! J  dz 

m  !  m    f**  e~z  (  z  —  x  )  '" 

mlm    rxe~z(z  —  x}"1-1   ,         oui,,, —  mtum_. 

H /         ! ! dz  = T-l  ; 

x    Jx 

en  combinant  cette  valeur  de  u'm  avec  l'équation  (4)  à  laquelle  sa- 
tisfait umi  on  obtient  la  relation 

(  6  )  um+l  =  (  x  -+-  2  ot  H-  I  ]  um  —  m2  «m_t, 

d'où  l'on  déduit  les  deux  suivantes  : 

(  7  )  /»«+!  (*)  =  (*-+-  2'«  + 1 )  /,«  (  « )  —  »*VJ»-i  ( *  ) 

et 

(8)  T«+i(*-)  =  (*  +  2/»  +  0  ft»(*)  —  m*  fm-l[*)' 

6.  Ayant,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

rTe-xdx  ,  .    ("*erxd.T 

«o  =  —   I      ■ — ■      et     H^r^-f.r  +  i)  , 

on  déduit  de  la  formule  (6)  le  développement  suivant  : 

Jrme-*iix  _  i 


X  -+-  I 


+  3- 


i 

,r  -f  5  4 


9  ! 

■r-4-9  16 

dont  la  loi  est  évidente. 
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Les  diverses  réduites  de  celte  expression  sont 

I  .r^3  .*:*  -+-8.T-J-I1 

e~x 5      er~ x 


/\.r.  -+-  2  a?  -+-  g./:2  -+-  1 8 x  -4-  6 

l'expression  générale  de  la  77jieme  réduite  étant  e~x^— {:  les  for- 

mules  (7)  et  (8)  permettent  d'ailleurs  de  calculer  successivement 
les  valeurs  des  polynômes  <pm(x)  etfm(x). 

7.   Comme  la  fraction  continue  précédente  provient  d'une  série 
divergente,  il  est  nécessaire  de  prouver  qu'elle  est  convergente  et 

Jf        €    x  dx 
•  A  cet  effet,  je  remarque  que  de  l'équa- 
x              œ 

tion  (o)  on  déduit 

f* e~*dx         _x  fm  x  ml       f°e-z(z  —  x)™ 

I      =  e  x  -r-, — ;  H :    /       ! . — —  dx. 

Jx      *  /«(*)     M*)J* 

De  là  résulte  immédiatement  que  les  diverses  réduites  dont  lex- 

pression  générale  est  e~x  Vi — ï  vont  toujours  en  croissant  en  res- 

tant  inférieures  à  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée.  Pour  démontrer 
qu'elles  ont  cette  intégrale  pour  limite,  il  suffit  de  faire  voir  que 

la  limite  de  -. — '—.    / ; est  nulle  quand  m  croît  indé- 

finiment. 

m  ! 
Je  ferai  observer  d'abord  crue  le  facteur  - — '-—  tend  vers  zéro; 

1  /*»(*) 

puis,  en  désignant  par  A  une  quantité  très-grande  et  arbitraire- 

—     t  sous  la  forme 

z 
suivante  : 

'  e~z  [z  —  x)'" dz 


r  e-z(z  —  .r)mdz      r~ 

Jjl-  *  A 


Relativement  à  la  première   intégrale,  comme  dans  l'intervalle 

nsidéré   —  est  toujours  plus  petit  que  î  —  —■>  cette  intégrale 

/          x\'n   {"*'e~xdx 
I  plus  petite  que  I  î  —      J      /      -;  donc,  quelque  grand  que 
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soit  A,  elle  tend  vers  zéro  quand  m  augmente   indéfiniment.  La 

seconde  intégrale  est  évidemment  plus  petite  que  /      e~zdz,  c'est- 

à-dire  que  e~A;  donc,  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  A, 
elle  est  aussi  petite  que  Ion  veut.  Ainsi,  la  fraction  continue, 
quoique  provenant  d'une  série  essentiellement  divergente,  est  elle- 

.  i.      .         /""  e~x (l.r 

même  convergente  et  a  pour  limite  /      • 

8.  Comme  application,  faisons  x  =  i  ;  les  réduites  suivantes  : 

4         20  1-24  9^°  794° 

7e        3^e        209e"        i546e        13327e 

/"  e~xdx 
— -  -,  en  les  ré- 
duisant en  décimales,  on  obtient  les  expressions  suivantes  : 
0,21;     0,216;     0,218;     0,2189;     0,2192. 

La  véritable  valeur  est  0,2193839. 

En  faisant  X  —  4?  la  deuxième  réduite  donne  pour  valeur  appro- 

Jf*e-Xdx 
la  valeur  -^j   ou,   en    décimales, 

0,00377,  dont  les  trois  premiers  chiffres  significatifs  sont  exacts. 

9.  Dans  sa  Mécanique  céleste  (t.  IV,  Livre  X),  Laplace  a  donné 
le  développement  en  fraction  continue  de  l'intégrale  /      e~xidx. 

Sa  démonstration,  reposant  sur  l'emploi  d'une  série  divergente, 
est,  comme  l'a  fait  remarquer  Jacobi,  entièrement  inadmissible; 
ses  résultats  sont  néanmoins  exacts  et  ont  été  démontrés  direc- 
tement par  l'illustre  géomètre  (')  allemand. 

La  méthode  que  j'ai  développée  ci-dessus,  relativement  à  l'inté- 
grale  /      j   s'applique  entièrement  à   l'intégrale   considérée 

(1)  De  fractione  continua,  in  quant  intégrale  j       e~x* dx  cvolvere  licet  {Journal  de 

Celle,    t.    [2,    p.  346    . 
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par  Laplace,  et  elle  montre  d'une  façon  très-nette  comment,  tout 
en  partant  d'une  série  divergente,  on  peut  néanmoins  arriver  à 
une  fraction  continue  donnant  la  valeur  de  la  fonction  qu'il  s'agis- 
sait de  développer. 

II. 

1 .  J'ai  montré  que  les  diverses  réduites  ~~—  de  la  série  semi- 
convergente 

„,     ,  I  I  1.2  1.2.3  I  .2.3.A 

F [x )= ;H : 1 r— *   ■+-... 

x         x-  x*  x*  x* 

J**  x  e~Xidx 

X 

On  a  d'ailleurs,  en  représentant  par  ÏI(tz)  le  produit  i.2...(u  —  i)n, 

i   \   s  i   \  ,   \  T  n'n  —  x)-       n  [n  —  i)  [n  —  3  | 

(,)  /„(*)  =  n(n)  ^l  -4-  nx  -+-       |8   a,      *2  +      l     ^  ^ *»-+-..  .J  , 

(2)  xf'n[x)z=nfn[x)  —  nsfm-i(x) 

et 

(3)  /„_,(.r)  =  (.r  +  ?.«-+-i)/7l(x)  —  n*fn^{x). 

La  série  F(.r)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

t/  —  00  «^—00  t/ — 00  «/ — oc 

Des  principes  posés  par  M.  Heine,  il  résulte  immédiatement 
que,  ^J\x)  désignant  un  polynôme  quelconque  d'un  degré  inférieur 
à  77,  on  a 

(4)  y  ^/«(*)+(*)**=o, 

d'où  l'on  conclut,  puisque  e2"  est  toujours  positif,  que  l'équation 

fn[x)  =  ° 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales;  elles  sont  d'ailleurs  évi- 
demment négatives. 

2.  En  particulier,  on  déduit   de  l'équation  (4)  la  relation  sui- 


—  79  — 

vante,  où  n  et  n'  désignent  deux  nombres  entiers  différents  : 

(5)  f    e*fn[x)fn,[x)dx  =  o. 

Pour  évaluer  /  exf'*(Kx)dx,  je  remarque  que,  en  intégrant  par 
parties,  on  a 

f    *t/*[x)dx  =  [é*fi{x)]lm-*f    e*fn[x)f'n{x)dx-y 

l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  cette  identité 
est  nulle,  en  vertu  de  la  relation  (4)ï  on  déduit  donc  de  la  rela- 
tion (1) 


f_fm 


dx=n2{n). 


Des  formules  précédentes  résulte,  comme  on  sait,  le  développe- 
ment d'une  fonction  quelconque  <P{x)  au  moyen  des  polynômes 

Si  l'on  pose,  en  effet, 

*(x)  =  A0  -+-  Ai  ft  [as]  -f-  A,/,(ar)  +  .  .  .  -f-  A„fa(x)  -(-..., 


on  a 


A„  = 


f     «*  *(*)/»! 


n*(/?) 

3.   Soit,  comme  application, 

*(.r)  =  e/r. 
On  aura 


f    e-(^)fn[x)dx 

r°  r  nln  —  i).       ntn  —  t)[n  —  2)    ,  *1 

=  n(«)jf    c*c^I  +  „*  +  _L_ri**-f-  ^_7_ÏÏL__,;3+  ..J 

r    1  n  nln—i)        1  "1  .  .         «" 
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d'où  le  développement  suivant  : 


7/l       ' 


1  -+-  ?        1  —  /  -  [1  -+-  ty    1.2 

r  li  +  O"*1  n(") 

z 

ou  encore,  en  posant  /  =  ? 

1  1  —  z 

développement  qui  subsiste  évidemment  pour  toute  valeur  de  z 
dont  le  module  est  plus  petit  que  l'unité. 

Les  diverses  propriétés  des  polvnomes^(x)  se  déduiraient  du 
reste  très-facilement  de  l'équation  précédente  en  employant  les 
méthodes  données  par  Legendre  relativement  aux  fonctions  X„. 

On  a,  par  exemple,  l'identité 

e  Zé     \\{n\     2*~T\X 


\m)  t1-2)!1-')  I-'      '~z,' 


d'où,  en  intégrant. 


../    _      *à     Tin)     -i 


nfn[-r)^t"'fm[x)  1  , 

rfx  r= —  I  -I-  /Z  4-  t-Z*  —  .  .  ., 


—    n(«)    -i-    n(wj  i  —  t 

et  de  là  résultent  immédiatement  les  formules  (5)  et  (6 

A.   De  la  formule 


/ 


4*(M)fm[x)dx  =  IL[n}  - 


on  déduit,  en  dérivant  m  fois  par  rapport  à  t, 

t'1 


L 


exV+t)xmfn[x)flxz=T\[n)Ty 


d'où 

jf  «**»/„(*)  a  =  "„  [d-  tt^îï],,  ; 
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et.  en  supposant  m  =  n, 


/ 


e*xmfH(x)dx  =  [-i 


m  —  n 


II  [  m  —  n  J 
d'où  le  développement  suivant  : 

*m=    -■)*n(i».)[/,(x)-«/1(x)-i-m(i7~l)/1(*) 

m(m—  i)(m  —  'z)j,t 

~~727^P        Al^J— •••]■ 

Cette  formule,  on  le  voit,  se  déduit  de  la  formule  (i)  (où  d'ail- 
leurs se  trouve  le  nombre  entier  n  au  lieu  du  nombre  ni)  en  chan- 
geant^ [x]  en  ( — x)n  et  xn  en  ( — i)"f„(x). 

De  là  résulte  que,  si  une  fonction  quelconque  0(x),  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  s'exprime  au  moven  des 
polvnômes^(x)  par  la  formule  symbolique  suivante  : 

*(*)  =  ©(/), 

où,  dans  le  second  membre,  la  puissance  raieine  de  y  doit  être  rem- 
placée par  f'n,  on  a  aussi  symboliquement 

©(—  x)  =  $(—/). 


Sur  une  propriété  remarquable  des  nombres  incommensurables  ; 
par  M.  Stéphanos. 

(Séance  du  <4   février  1879.) 

1 .  Nous  allons  faire  connaître  un  mode  de  développement  des 
nombres  en  série  dont  on  peut  tirer  une  propriété  caractéristique 
des  nombres  incommensurables. 

2.  Pour  évaluer  un  nombre  quelconque,  on  peut  employer  un 
système  de  numération  complexe  qui  se  présente  très-naturelle- 
ment et  qui  admet  pour  unités  successives 

(  \  '  '  '  ' 

II)  —  J       ■>       ô'       5 — 7'       •••• 

v   '  1         1.2        1  .  ->. .  3         1.2.3.4 

vir.  6 
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3.   Suivant  ce  système  de  numération,  tout   nombre  A  sera  re- 
présenté par  une  expression  de  la  forme 


«, 


I  I  .  2  1.2.3  I  .  .'.  .  3 . 4 

où  aK,  a-,,  r/.i.  a.,.  ...  seront  des  entiers  non  négatifs  déterminés 
par  les  conditions 

a,  rt,  fl:  1  _        ,  . 

3     A--1 --... '—.  <  ;  1  =  1,2,3,4,...)- 

I  I  .  -1  1.2.../  1.2...? 

4.  Il  est  ('vident  que  tout  nombre  A  ne  peut  être  représenté  de 
eette  façon  que  d'une  seule  manière. 

On  aperçoit  de  plus,  aisément,  que  : 

L'expression  (2),  qui  représente,  d'après  le  système  de  numé- 
ration (1),  un  nombre  quelconque  A,  a  un  nombre  limité  ou 
illimité  de  termes,  suivant  que  le  nombre.  A  est  eommensurable 
ou  non. 

5.  Les  nombres  entiers  a/,  qui  figurent  dans  l'expression  (2)  du 
nombre  A.  satisfont,  en  vertu  des  inégalités  |  3  .  aux  conditions 

(4)  ai<'    (''  =  2' 3-  4 

Etant  donnée  maintenant  une  expression  indéfiniment  prolongée 
5  ^+-2! 


1  1.2        1  .  1 .  3         1.2.3.4 

satisfaisant  aux  conditions  (4)-  on  peut  se  demander  si  le  nombre  A 
qu'elle  représente  est  incommensurable  ou  non,  question  qui  re- 
vient à  savoir  si  les  nombres  at  satisfont  ou  non  aux  conditions  (3) 
ou   bien  aux  suivantes  : 

1  fl:  "■ 


i'-f- 1 


G.   Avant  de  répondre  à  cette  question,  on  peut  remarquer  que 
le  nombre  représenté  par  l'expression  particulière 

A-  —  1  A- 

7  -   7 K  .  .  *  >  I  ), 

1 . 2 ...  A         1 . 2  ...    A  —  1 
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étant  le  plus  grand  nombre  représentable  par  une  expression  de 
la  forme 

"/,  ,  ak+i 


i  .  2 .  .  .  k         i .  2 .  .  .  (  k  +  i 
où  a,-<^i,  est  précisément  égal  à  


*>i, 


7.   Cela  étant,  on  peut  conclure  que  : 

Une  expression  indéfiniment  prolongée  de  la  forme 


i  .2.3        1.2.3.4 


ou  ai  <^  i,  représente  un  nombre  commensurable  ou  non,  suivant 
que  les  nombres  ai  sont,  à  partir  d' un  certain  rang  k,  égaux 
toujours  à  i  —  i  ou  ne  le  sont  pas. 


Sur  V équation  différentielle  des  coniques  ;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  i3  février  1879.) 

Dans  une  Note  insérée  au  Tome  IV  de  ce  Bulletin,  j'ai  indiqué 
un  moyen  de  former  immédiatement  l'équation  différentielle  du 
cinquième  ordre  des  coniques  dans  le  plan.  Je  m'y  fondais  sur 
cette  propriété,  facile  à  reconnaître  a  priori,  que  l'équation  ne 
doit  contenir  ni  la  variable  indépendante,  ni  la  fonction,  ni  sa  dé- 
rivée première.  Voici  maintenant  un  nouveau  procédé  pour  par- 
venir très-rapidement  aussi  à  cette  même  équation.  Soit 


y  =  ax  H-  b  -+-  ^A..*.2  +  iBx  -+-  C 

l'équation  d'une  conique.  Par  deux  dérivations,  on  obtient 

_  2. 
y={AC  —  B2){Ax--+-2Bx-hC)    -. 

On  en  peut  conclure  que  y",  élevé  à  la  puissance  — ^5  est  un 

polynôme  du  second  degré  arbitraire.  Par  suite,  l'équation  cher- 
chée est  la  suivante  : 

(,"-')"=o, 

6. 
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ou,  développée, 
(i)  9j'*f-  45fyy"+  4oj"3=o. 

Remarquons,  en  passant,  que  l'équation  [y  "  3 )  =  o  serait  l'équa- 
tion différentielle  des  paraboles. 

L'intégration  de  l'équation  (i)  n'est  pas  sans  intérêt  ;  on  y  trouve 
l'application  de  plusieurs  procédés  d'abaissement  classiques.  Si 
l'on  prend  y"  pour  variable  et  y'"  pour  fonction,  on  obtient  la 
transformée 

v"=l.       r'"=r„      9Ç8(îj>j"  +  tj's)— 45ÇW+4ou8=0. 

Cette  dernière  est  homogène  en  £,  y*;  elle  l'est  aussi  en  r,,  *)',  r/'. 
On  a  donc  deux  procédés  pour  l'abaisser  au  premier  ordre.  Pre- 
nons, par  exemple,  celui  qui  découle  de  la  deuxième  homogénéité. 
Il  consiste  à  prendre  une  nouvelle  fonction  u  en  posant  yj=  e-f"rf;. 
La  transformée  est  alors 

g;2  («'  -!-  2  H2    —  4^w  +  4°  =  °- 

Cette  dernière  est  une  de  celles  qui  s'intègrent  au  moyen  d'une 
intégrale  particulière.  Or  il  existe  manifestement  deux  intégrales 
de  la  forme  u=  A£-',  et  l'on  trouve  effectivement,  par  substi- 
tution, 

ç)  A2  —  27  A  -4-  20  =  o, 

5        4 
équation  dont  les  racines  sont  —  et  -•  En  achevant  l'intégration, 

on  obtient 


d~x 


c?3-t-i 
Par  une  quadrature,  on  a  ensuite 


Séparant  les   variables  et  effectuant   la   nouvelle   quadrature ,  on 
parvient  à  cette  nouvelle  équation,  en  modifiant  la  constante  c', 


i(ar-f-a)*-  ?-tîl 
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On  retrouve  ainsi  la  seconde  des  équations  ci-dessus,  exprimant 

3 
que  y"  est  la  puissance d'un  polynôme  du  second  degré  arbi- 
traire. Deux  quadratures  ramènent  ensuite  l'équation  finie  qui  a 
servi  de  point  de  départ. 


Note  sur  la  Géométrie  des  quinconces  ;  par  M.  Laquilkf.. 

(Séance  du  28  mars  1879.) 

Le  Bulletin  de  1878  contient  divers  articles  fort  intéressants  de 
MM.  Lucas,  Laisant  et  de  Polignac  sur  cette  Géométrie,  qui  n'est 
autre,  à  proprement  parler,  que  la  peinture  graphique  de  la  théorie 
des  nombres,  à  laquelle  elle  semble  appelée  à  rendre  les  mêmes  ser- 
vices que  la  Géométrie  pure,  ou  le  raisonnement  sur  les  figures, 
rend  à  l'Algèbre  ordinaire. 

Cette  Note,  sans  rien  apprendre  de  nouveau  sur  la  question,  a 
pour  objet  de  relier  entre  eux  les  travaux  précités,  en  montrant 
que  les  résultats  obtenus  découlent  d'une  sorte  de  principe  unique, 
qui,  simplifiant  les  démonstrations,  en  rend  à  peu  près  le  tout 
évident.  En  dégageant  la  démonstration  des  élégantes  vérités  dues 
à  nos  savants  confrères  de  tout  élément  emprunté  au  calcul,  quelle 
qu'en  soit  d'ailleurs  la  simplicité,  nous  croyons  la  mettre  mieux 
en  harmonie  avec  le  sujet,  qui  n'est  autre,  nous  le  répétons,  qu'une 
question  particulière  de  la  Géométrie  pure  (ou  loi  des  formes 
concrètes  et  visibles),  la  branche  représentative  de  la  théorie  des 
nombres,  question  particulière  correspondante  dans  la  théorie  des 
grandeurs  abstraites  ou  numériques. 

En  prenant  comme  unité  de  longueur  le  coté  a  d'une  case  dans 
l'échiquier  indéfini,  et  la  direction  des  deux  côtés  d'une  case  dé- 
terminée comme  axes  coordonnés,  les  sommets  des  diverses  cases 
seront  tous  les  points  à  coordonnées  entières.  Par  suite,  les  couples 
de  solutions  entières  de  l'équation  indéterminée^^,  y)  =  o  seront 
les  coordonnées  des  point-  de  rencontre  de  la  courbe /  — o  avec 
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les  sommets  de  l'échiquier  (ou  des  quinconces).  Il  est  tout  d'abord 
évident  que  les  inclinaisons  sur  les  axes  de  toute  droite  inscrite 
dans  l'échiquier  (c'est-à-dire  joignant  deux  sommets  de  quin- 
conces) seront  commensurables,  et,  réciproquement,  que  toute  in- 
clinaison commensurable  sera  parallèle  à  une  droite  inscriptible 
dans  les  quinconces.  Il  en  est  de  même,  ainsi  que  l'ont  démontré 
les  articles  précités,  et  qu'il  va  être  appliqué  d'ailleurs  ci-après, 
de  l'inclinaison  de  deux  telles  droites  l'une  sur  l'autre.  On  peut 
d'ailleurs  substituer  aux  sommets  de  cases  leurs  centres,  ou  encore 
considérer  à  la  fois  centres  et  sommets  comme  les  points  ou  som- 
mels  d'un  même  système  de  quinconces,  en  diminuant  de  moitié 
l'unité  de  longueur. 

Observons  en  premier  lieu  que  toute  droite  à  inclinaison  com- 
mensurable sur  les  axes  coordonnés,  partant  d'un  sommet  de 
quinconce,  passe  par  une  série  de  sommets  ayant  pour  coordon- 
nées, par  rapport  au  premier  pris  pour  origine,  les  équimulliples 
du  numérateur  et  du  dénominateur  de  la  fraction  irréductible  ex- 
primant l'inclinaison. 

Complétons  cette  observation  en  remarquant  que,  une  droite 
étant  inscrite  dans  les  quinconces,  si  on  la  prolonge  de  segments 
égaux  à  elle-même,  tous  les  segments  successifs  seront  également 
inscrits  dans  les  quinconces;  qu'enfin  une  droite  de  même  lon- 
gueur que  la  droite  inscrite,  et  qui  lui  sera  menée  normalement 
par  un  des  sommets,  sera  également  inscrite  dans  les  quinconces, 
puisque  ses  projections  sur  les  axes,  étant  simplement  permutées 
de  longueur,  aboutissent  également  à  des  sommets  de  quinconces. 
Il  en  résultera  que  les  quinconces  nouveaux  construits  sur  un  côté 
inscrit  dans  les  premiers  quinconces  ont  tous  leurs  sommets  en 
des  sommets  du  premier  svstème. 

Toute  droite  à  inclinaison  commensurable  sur  une  droite  in- 
scrite dans  le  premier  svstème  de  quinconces  passe  elle-même  par 
une  série  de  sommets  des  quinconces  construits  sur  celle-ci,  et  par 
suite  de  sommets  des  quinconces  du  système  primitif. 

Soit  un  système  A  de  quinconces  dont  la  base  a,  dirigée  suivant 
la  droite  A,  est  prise  pour  unité  de  longueur.  Une  droite  B,  d'in- 
clinaison commensurable  irréductible  —  >  est  l'alignement  de  som- 

n 


mets   distants  entre    eux    de   h  =  à\im1-\- ri1.   Le   svstème  B  de 
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quinconces  construits  sur  la  base  b,  en  grandeur  et  position,  a 
tous  ses  sommets  faisant  partie  des  sommets  du  système  A,  les 
surfaces  des  cases  ou  quinconces  étant  a-  et  a2[m2-\-  n2)  dans  les 
deux  systèmes.  De  même,  si  l'on  considère  une  troisième  droite  C, 

d'inclinaison  commensurable  irréductible  —  sur  B,  une  longueur 

1  ° 

c  =  b  \J p2  -f-  q2  dirigée  suivante,  ayant  un  sommet  commun  avec 

a  et  b,  sera  la  base  d'un  système  de  quinconces  de  surface 

b-{p--±-  q-  )  =  a-  ( m*  +  ir  ){p2-h  g2), 

dont  les  sommets  font  partie  de  ceux  du  système  B,  et  par  suite 
de  ceux  du  système  A.  Par  conséquent,  la  droite  C  a  sur  la  droite  A 
une  inclinaison  commensurable,  et  l'on  retrouve  par  le  raisonne- 
ment géométrique  cette  base  de  la  théorie  des  quinconces  que  :  Si 
deux  angles  ont  leurs  tangentes  commensurables ,  il  en  est  de 
même  de  V angle  égal  à  leur  somme  ou  à  leur  différence.  La 
valeur  de  l'inclinaison  du  second  côté  du  deuxième  angle  sur  le 
premier  du  premier  angle  s'obtient  du  reste,  sans  intermédiaire, 
par  l'évaluation  des  projections  sur  les  deux  axes  des  quinconces 

du  premier  système  a,  de  la  droite  d'inclinaison  -  sur  le  côté  b  du 

q 

second  système  de  quinconces  incliné  de  —  sur  le  côté  a. 
j  i  n 

D'après  la  construction  ci-dessus  expliquée,  le  côté  b.  inscrit 
dans  les  quinconces  a,  c'est-à-dire  ayant  ses  deux  extrémités  en 
deux  sommets  de  ces  quinconces,  le  plus  court  possible,  s'obtiendra 
si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  comme  hypoténuse  du  triangle 
rectangle  des  coordonnées  égales  à  na  et  ma.  De  même  le  coté  c, 
inscrit  dans  les  quinconces  b,  aura  qb  et  pb  pour  projections  sur 
la  droite  B  et  sa  perpendiculaire.  On  a  donc  pour  projections, 
sur  les  axes  des  quinconces  primitifs  a,  les  valeurs 

rptn   —  pina, 
qma  +  pua, 

<!>))  -+■  /;// 


Inclinaison 


f//i  —  pin 


Nous  dirons  que  les  systèmes  de  quinconces  b  et  c  (c'est-à-dire 
construits  sur  les  côtés  b  et  c  en  grandeur  et  position)  sont  dérivés 
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successifs  du  système  «,  et  le  système  c  est  dérivé  du  système  b. 
Les  diverses  propriétés  mises  en  lumière  dans  les  articles  que 
nous  avons  cités  au  début   de  cette  Note  deviennent  désormais 
évidentes  : 

i°  Le  carré  d'une  droite  quelconque  inscrite  dans  l'échiquier 
est  conimensurable,  puisque  chacune  des  projections  de  la  droite 
est  elle-même  commensurable,  par  suite  également  leurs  carrés  et 
la  somme  de  ces  derniers. 

2°  Le  produit  d'une  somme  de  deux  carrés  par  une  somme 
de  deux  autres  carrés  est  toujours  une  somme  exacte  de  deux 
carrés  : 

(m«  +  n»  )  (p* +  ?•)  =  **  4- «". 

On  peut  toujours  supposer  m  et  n  d'une  part,  p  et  q  de  l'autre, 
premiers  entre  eux,  en  faisant  au  préalable  disparaître  de  l'équa- 
tion les  carrés  des  diviseurs  communs  qui  affecteraient  également 
comme  coefficients  les  deux  membres.  Cela  posé,  b  =.  aJm^-t-n2 
est  inscrit  dans  l'échiquier  de  base  a;  de  même,  c=b\Jp-~hq- 
est  inscrit  dans  l'échiquier  b  dérivé  de  a.  Par  conséquent, 

c  =  a  dm?  -+-  n*  y//2  -I-  q- 

est  inscrit  dans  l'échiquier  a,  et  ses  projections  s'  et  t'  sur  les  axes 
(!<■  celui-ci  sont  des  multiples  entiers  as  et  at  de  la  base  fl,  ce  qui 
démontre  le  théorème. 

Nous  terminerons  en  montrant  que  la  considération  pure  de 
l'échiquier  permet  d'arriver  aux  conclusions  de  M.  de  Polignac 
sur  les  solutions  entières  de  l'équation  indéterminée  ax-hbj  =  c, 
sans  l'emploi  de  la  mosaïque  à  dalles  rectangulaires,  qui  complique 
la  question  plutôt  qu'il  ne  la  simplifie.  Faisons  auparavant  quel- 
ques remarques,  évidentes  d'ailleurs  sur  simple  énoncé,  qui  com- 
pléteront les  éléments  de  la  Géométrie  de  l'échiquier  dans  l'ordre 
d'idées  que  nous  avons  adopté. 

Toute  droite  inscrite  dans  les  quinconces  est,  au  point  de  vue 
de  sa  direction  seule  (abstraction  faite  de  sa  longueur),  inscriptible 
dans  tout  système  de  quinconces  dérivé  du  premier. 

Deux  droites  inscrites  dans  un  système  de  quinconces  ont  entre 
elles  une  inclinaison  commensurable,  l'une   d'elles  pouvant  être 
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prise  comme  base  d'un  système  dérivé  du  premier  dans  lequel  la 
seconde  serait  inscriptible.  En  effet,  de  même  que  les  sommets  de 
tous  les  systèmes  de  quinconces  dérivés  successifs  d'un  système 
primitif  font  partie  des  somme Is  de  ce  dernier,  de  même,  si  pour 
un  instant,  laissant  de  côté  la  dimension  des  côtés,  on  ne  se  préoc- 
cupe que  de  leur  direction,  on  pourra  dire  que  le  système  primitif 
fait  également  partie  d'un  quelconque  de  ceux  qui  en  sont  dérivés; 
un  renversement  d'échelles  entre  les  bases  des  deux  systèmes 
permettrait,  en  effet,  de  déduire  la  construction  du  système  pri- 
mitif du  système  dérivé  supposé  construit,  en  montrant  que  sur 
l'alignement  de  ses  sommets  sur  le  côté  issu  d'un  sommet  commun 
se  trouve  une  série  de  sommets  des  quinconces  primitifs  consi- 
dérés. 

Deux  côtés  inscrits  dans  un  système  de  quinconces  peuvent 
donc,  au  point  de  vue  de  leurs  directions,  être  considérés  comme 
inscriptibles  dans  un  système  quelconque  de  quinconces  dérivés 
du  premier,  et  en  particulier  de  celui  qui  a  l'un  des  deux  côtés 
pour  base. 

Si  l'on  mène  par  l'un  des  sommets  de  quinconces  une  droite 

quelconque  à   inclinaison    commensurable   irréductible  —   sur  la 


base  a,  une  longueur  a  y 'm-  -h  ri*   de   cette  oblique  sera  la  base 
d'un  système  dérivé  de  quinconces  dont  tous  les  sommets  feront 

partie  du  svstème  primitif,  mais  avec  un  groupement  — fois 

1  J  1  O  L  nr   _j_    n- 

moins  serré. 

De  même  que  le   second  système  dérive  du  premier  en  multi- 
pliant l'unité  de  surface  par  (m2-f-7z2)  et  variant  l'orientation  de 

—  ■>  de  même  le  système  primitif  peut  être  considéré  comme  déri- 

vant  du  second  parla  variation d'orientation,  et  la  réduction 

1  n 

de  l'unité  de  longueur,  base,  dans  le  rapport  de  -- 


De  l'équation  indéterminée  ax  ■+-  by  =  c. 

Résoudre  graphiquement  L'équation  ax -\- by  =  c  en  nombres 
entiers  revient  uniquement  à  chercher  les  sommets  des  quinconce- 
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ù  base  unité  situés  sur  la  droite  représentée  en  coordonnées  carté- 
siennes par  l'équation  ci-dessus,  deux  cotés  de  quinconces  étant 
pris  pour  axes. 

Il  n'y  a  donc  qu'à  construire  la  droite  par  ses  coordonnées  à 

C  C 

l'origine  -  et  -  et  à  rechercher  sur  la  droite  ainsi  posée  les  som- 
a         b  L 

mets  de  cases  de  l'échiquier  indéfini,  à  cotés  pris  pour  unité,  qui 

s'j    trouvent. 

Et  d'abord,  si  a  =  Da',  b  =  Db',  D  étant  le  plus  grand  commun 

diviseur  de   a  et    b,    les   projections  de   la  longueur    inscrite  de 

cette  droite,  ou  distance  de  deux  sommets  consécutifs  solutions. 

sont  b'  sur  l'axe  des  X   et  a'  sur  l'axe    des  Y,   l'inclinaison   sur 

r  i      ^-   ,  a        a 

1  axe  des  X  étant  -  =  —  ■ 
b        b 

Si  donc  x{  et  j  ,  représentent  un  couple  de  valeurs  correspon- 
dantes de  x  et  de  yt  solutions  entières,  la  série  des  couples  de 
valeurs  solutions  sera  évidemment,  en  montant  pour  y, 


xlf      xl  —  //, 

et  de  même,  en  descendant  pour  i  . 

Xi  —  fl/»     Xt  —  2d',      .  .  .,     Xi  —  'ta  , 
■r-l  -+    b' .      .r,  ■ —  •_>.//,        ....      .ri  —  nb' . 

Le  tout  est  ramené  à  trouver  un  couple  de  solutions,  par  exemple, 
rumine  M.  de  Polignac,  la  plus  petite  valeur  entière  de  r,  qui  sera, 
je  suppose,  y,,  la  valeur  de  xK  étant  du  reste  positive  ou  négative 
suivant  les  valeurs  relatives  des  coefficients  de  l'équation. 

La  construction  géométrique  de  la  droite  d'appui  des  sommets 
solutions  nous  donnera,  sans  observations  préalables,  la  règle 
trouvée  par  M.  de  Polignac. 

Les  segments  sous-tendus  sur  l'axe  des  X  et  celui  des  1  pur  la 
droite  ax  -f-  by  —  c  sont 

OA^-      et      OB  =  y- 

a  b 

Soient  S  et  T  les  sommets  de  quinconces  successifs  sur  L'axe 
des   \   entre   lesquels  tombe   le  point  A;    la  longueur  SA  sera  la 


Xf 

—  la  , 

Xi 

—  3a',       .. 

•  i     Xi  "*"  na  - 

■rl  ' 

-2*', 

.r, 

-3//,       .., 

, ,     xx  —  nh\ 
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fraction  qui   complète  la  valeur  de  -  en  l'ajoutant  au   plus  grand 

entier  OS  qu'elle  contienne.  C'est  ce  que  nous  appellerons,  avec 

M.  de  Polignac,  f»  (  -  )  5  le  reste  de  la  division  de  c  par  a. 

Soient  I  l'un  quelconque  des  sommets  solutions  et  H  la  pro- 
jection de  I  sur  OA.  La  similitude  des  triangles   IHA   et   BOA 

donne 

b  h 

a  a 

en  désignant  par  [i  le  nombre  entier  valeur  de  y  correspondante. 
Il  en  résulte  que 

•(£)=»(=). 

d'où  la  règle  générale  suivante  : 

Diviser  par  a  les  multiples  successifs  entiers  de  b.  Ceux  qui 
donneront  un  reste  égal  à  celui  de  la  division  de  c  par  a  auront 
pour  coefficient  de  multiplicité  |3  les  valeurs  entières  de  y  solu- 
tions de  l'équation.  Les  valeurs  a.  correspondantes  de  x  s'en  dé- 
duiront sans  peine. 

Soit  j',  xt  le  couple  des  valeurs  correspondant  à  la  plus  petite 
valeur  positive  j",  de  j  ;  le  nombre  des  solutions  positives  sera, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  égal  à  (/z  H-  i)  si  l'on  désigne 
par  n  le  plus  grand  entier  satisfaisant  à  L'inégalité 

j.-,  —  nb'  ^>  o     ou  bien     "  <C  77  ' 

b 

Le  nombre  des  solutions  entières  est  alors  d'une  unité  supérieur 
au  plus  grand  entier  contenu  dans  le  quotient  de  X\  par  b' ',  ou, 
en  employant  la  notation  de  M.  de  Polignac, 

■=[*]-■ 

Celle  expression  revient  à  celle  donnée  par  lui;  en  effet, 


.r{        c  —  /m,        c  —  b)  ,         b 
(>'  <ib'  ab 
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d  où 


expression  que  l'on  trouve  également  à  la  simple  inspection  de  la 
figure  ci-dessus,  le  nombre  des  solutions  étant  d'une  unité  supé- 
rieur au  plus  grand  nombre  de  fois  que  l'on  peut  ajouter  a1  à  y 

sans  dépasser  OB,  soit  le  plus  grand  enlier     -     contenu  dans  OB. 

puisque  les  valeurs  successives  dey  croissent  de  a'. 


Sur  le  développement  d'une  Jonction  intermédiaire  ; 
par  M.  Halphen. 

(Séance  du  28  mars  iS-^ç).) 

On  sait  que  la  fonction  A\t  de  M.  Weierstrass  se  développe, 
suivant  les  puissances  croissantes  de  l'argument,  en  une  série  dont 
les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  au  carré  du 
module.  Ces  polynômes  se  calculent  successivement  au  moyen  dune 
formule  récurrente  qui  en  contient  trois  consécutifs.  Je  me  pro- 
pose de  montrer  que  des  polynômes  analogues,  se  calculant  de  la 
même  manière,  et  qui  sont  les  coefficients  d'une  fonction  très-peu 
différente,  sont  susceptibles  de  recevoir  une  forme  notablement 
plus  simple. 

La  fonction  que  je  considère  ici  est  la  suivante  : 

(1)  B[«,  *)=ili(«,  h)****"*" 

Envisageons  d'abord  la  fonction 

F(z,  *)  =  1b(»,*). 
Des  deux  formules  connues 

1  (        \\  --- 
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on  conclut,  pour  la  fonction  F,  ces  nouvelles  formules 

F(iz,A'). 


F(.,A)=f(*»,  Vj  = 


La  fonction  F,  qui  est  paire,  se  développera  ainsi  : 

F  (a,  A-)z=I-f-/lZ2+/2^  +  ...+/„3^-f-..., 

et  les  coefficients  f,  fonctions  entières  de  A2,  jouiront,  en  vertu 
de  (2),  de  la  propriété 

(3)  /,(*■)  =  *■*/.  (ji\  =  f-  !)»/.(■-  *a)- 

Envisageons  maintenant  les  deux  polynômes  p  et  q  suivants  : 

(4)  ,(*»)  =  **_ /»+i,     q[P)  =  [P  +  i)[P-*)[*P-i), 
qui  donnent  lieu  aux  égalités 

(5) 


(    ?(*")  =  ^î(p)  =-*(!-  *' 


De  ces  deux  égalités  on  tire  d'abord  aisément  cette  conclusion 
connue,  que  toute  fonction  rationnelle  de  À2  qui  reste  inaltérée 
quand  on  y  remplace  A2  par  son  inverse  ou  son  complément  à 
l'unité  est  simplement  une  fonction  rationnelle  du  quotient  p3  \q-. 
Soient  maintenant  a,  j3  deux  nombres  entiers  satisfaisant  à  la  con- 
dition ia.  -+-  3(3  4-  n  =  o,  et  envisageons  la  quantité  <qn  =  paq'fn- 
Comme  j3  est  de  même  parité  que  ji,  il  résulte  des  équations  (3) 
et  (5)  que  cp„  reste  inaltérée  par  les  deux  substitutions  ci-dessus. 
Donc  9„  est  une  fonction  rationnelle  de  p3  '.q2.  Donc/J,,  qui  est 
une  fonction  entière  de  h-,  est  une  fonction  entière  des  deux 
quantités  p,  q;  on  peut  même  ajouter  que  fn  est  un  polynôme 
entier  des  deux  quantités  p,  q,  homogène  et  du  degré  n  quand 
on  envisage  p  comme  du  second  degré  et  q  comme  du  troisième. 
Cette  conclusion  s'applique  aux  coefficients  du  développement 
de  la  fonction  B,  qui  sont  les  mêmes,  et  l'on   peut  dire  que   la 

jonction  B(j,A)  est  homogène  et  de  degré >  quand  on  envi- 


•>. 


sa 
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e  z  connue   de  degré •,  p  comme,   du  second  degré  et  a 

comme  du  troisième. 

Je  représenterai  le  développement  de  B  par 

(6)    B(s,*)  =  z+i8- \-^-=  +...+  bn  ~ +.... 

I .  i .  5 . 4 .  o  i  .  2 .  .  .   2  n  -t-  i  ) 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  bn  contient  seulement  les  termes 
p*(f  correspondant  aux  solutions  entières  et  positives  de 

2«  +  33=  //. 

En  conséquence,  bK  est  nul;  c'est  pourquoi  je  n'ai  pas  écrit  de 
terme  en  c3  dans  (6).  Ainsi  l'on  voit  immédiatement  que  b«,  b3, 
b*,  &s  seront,  à  des  facteurs  numériques  près,  p,  q,p-,pq.  D'une 
manière  générale  : 

Si  n  n'est  pas  divisible  par  3.  bn  contient  le  facteur  p\ 
Si  n  est  impair,  bn  contient  le  facteur  a. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  oh  le  module  satisfait  à 

/,■'>—  />2-^  i  =o, 
on  a 

B(z)=  z  +  az'-h  bzi3-{  .  .  .  +  /c6"-*-'^-.  .  ., 

dans  le  cas  où  le  module  est  J —  i ,  on  a 

B   z)  =  z -~  a1  z> -{-  b'z»-i-c'zl3-l-.  ..+  l'z*n+i-*-.... 

Je  vais  maintenant  établir  une  formule  récurrente  pour  le  calcul 
des  polynômes  bn. 

A  cet  effet,  je  prends  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 
et  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  la  fonction  Al,,  savoir 


r)2  M 


i  +  2/c^^li  +  2U'^  +  (/-+/l-2-)Al1  =  o. 


ôzl  ôz  d/.- 

En  y   introduisant  la  fonction  B,  je  la  change  en  l'équation  sui- 
vante : 

il) 

(1-o.P        /*-/2  +  r 

-+-  2  ( ; ! :2  )  B  =  o, 

3  9 
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C'est  cette  dernière  qu'il  faut  transformer  en  y  remplaçant  A-  par 
p,  q.  Tout  d'abord  les  équations  (4)  donnent 

(8)  2*2  — 1  = 


p-3 


9  T7V  =  ôl — h  3(2/?  —  3)-—, 

v:7/  <M2       p  —  3  dp  r         '  ôq 

(io)  ?*=(/»  — 3)*(4|>  — 3). 

Dans   (r),  je  remplace  — -  par  l'expression  que  fournit  la  for- 

QK 

mule  (  ç)  ),  À2  par  son  expression  (8),  et  j'obtiens 

,'  ô-B        2       a       X     ÔB        „        _  ,  ÔB~\ 

—  12(0  —  1]   in  —  3   -3-  +  ^-B  =  o. 

<ty        (> 

En  vertu  de  l'homogénéité  de  la  fonction  B,  j'ai 
„     dB  dB        1     ÔB  i 

Ôq  dp  1      Ôz  2 

ÔB 
Cette  relation  permet  de  faire  disparaître  —   de  (1 1)  et  d'écrire, 

en  tenant  compte  de  (io), 

<)2B       0      ÔB       4     ÔB        pz*-  n 

032  Ôq  ù      dp  9 

Telle  est  la  transformée  cherchée.  Elle  donne  immédiatement  une 
formule  récurrente  pour  les  coefficients  du  développement  de  B, 
formule  dont  les  coefficients  se  simplifient  un  peu  si  l'on  pose 

r=^  =  ^(*t  +  i)(*i-»)(^-0- 

La  formule  définitive  est  la  suivante  : 
(i3j       ft.=  4^«—+r-—J-  -3-       -«*_. 

Au  moven  de  cette  formule,  on  calcule  avec  la  plus  grande  faci- 
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lité  \c>  coefficients  successifs,  <lont  voici  les  premiers  : 

/'n       i,      ^i  =  o,      b%  =  —  .r,      b3  =  — ^jr,      bk  —  — Qi~,      b&  — — ^4''.r' 
b6  =  —  3.?-\)2+3.-23.r3,    bn=  i2. 32.ig>'2j,    /?8  =  3^(a7.23j  --f-io^./'3'. 

Addition.  —  J'avais  déjà  livré  à  l'impression  la  Note  qu'on 
vient  de  lire  quand  mon  attention  s'est  trouvée  attirée  sur  deux 
Mémoires  qui  m'étaient  inconnus,  bien  qu'ils  ne  soient  pas  tout 
récents.  Le  premier,  intitulé  Tïirkliche  Ausfiihrung  der  ganz- 
zahligen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen,  est  dû  à 
M.  Kiepert  et  se  trouve  au  Tome  76  (année  1873)  du  Journal  de 
M.  Borchardl;  le  second,  intitulé  Ganzzahlige  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen  in  Verbindimg  mit  déni  Schlies- 
sungsproblem ,  est  dû  à  M.  Max  Simon  et  se  trouve  au  Tome  81 
(année  1876)  du  même  Recueil.  Ces  deux  savants  auteurs  donnent 
pour  point  de  départ  à  leurs  recherches  personnelles  des  résultats 
dus  à  M.  AVeierstrass,  communiqués  dans  ses  Cours  à  ses  élèves 
par  cet  illustre  géomètre,  mais  connus  du  public  seulement  grâce 
aux  deux  Mémoires  que  je  viens  de  citer.  Les  résultats  dont  il 
s'agit  se  rapportent  à  une  théorie  des  fonctions  elliptiques  dans 
laquelle,  au  lieu  du  sinus  d'amplitude,  on  introduit  systématique- 
ment la  fonction  p  (~),  définie  par 


■4)  °=L 


FW  du 


v  i  ":i  —  gi u  —  Ss 

Voici  quel  est  le  point  de  départ  de  cette  théorie.  Soit 


une  quantité  dans  laquelle,  w  et  w'  étant  fixes,  m  et  n  reçoivent 
successivement  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières,  positives  ou 
négatives,  sauf  le  système  m  =  n  =  o.  On  considère  la  fonction 

(i5)  *(«)=»n' 

qui  est  intermédiaire.  Effectivement,  si  l'on  désigne  par  £(s)  la 
dérivée  logarithmique  de  <?(-z),  la  fonction  Ç'(z)  admet  les  pé- 
riodes Ci)  et  to'.  Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule   fi5). 
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Par  une  analyse  assez  courte,  on  prouve  ensuite  que,  si  Ton  pose 
g.2=       2[Ç'»  +  r(M')  +  Ç«(u  +  W')], 

ft=-40)C(«,)C(-  +  «'). 

la  fonction  p(s)  définie  par  (14)  coïncide  avec  celle-ci  : 
Plaerlz) 


Pl-J  = 


<)z- 


Ceci  posé,  M.  Max  Simon  rapporte  comme  due  à  M.  Weierstrass 
et  démontre,  avec  le  point  de  départ  que  je  viens  d'indiquer,  l'é- 
quation suivante  à  laquelle  satisfait  la  fonction  v(z): 

.       .  Ô-T         2  du  Ôt  I  , 

dont  la  ressemblance  avec  mon  équation  (12)  est  frappante.  Ces 
deux  équations  coïncident  même  si  l'on  fait 

3  2" 

(18)  P  =  jg»      1  =  -TSt 

4  4 

et  qu'on  remplace  B  par  a.  Les  deux  fonctions  B(z)  et  c(z),  déve- 
loppées suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  commencent  toutes 
deux  par  le  même  terme  z.  Donc,  eu  égard  à  la  formule  récur- 
rente (i3),  sous  le  bénéfice  des  équations  (18),  les fojictions  B(s) 
et  a{z)  coïncident. 

Cette  coïncidence  peut  être  démontrée  autrement.  Posons 

t 

.      .  /  1  4-  /.- 

(19)  -j  =  Snz  =  —  I  u  4-  • — r— 


et  introduisons  la  variable  u  sous  le  signe  d'intégration  dans  l'éga- 
lité 


'=/ 


Le  calcul  fait,  on  retrouve  dans  le  polynôme  soumis  au  radical  los 
quantités  p  et  q  définies  par  les  équations  (4)  >  voici  le  résultai  : 


r"  du 


-<i 
vu. 
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C'est  précisément  l'équation  (14)  si  l'on  remplace  p  et  q  par  les 
expressions  (18).  J'ai  donc  ainsi  prouvé  l'égalité  suivante,  trans- 
formée de (19) : 

1  1-h/'2 

P(*)  = 


Sir  s 


qui,  suivant  la  définition  de  la  fonction  Al, ,  de  la  fonction  B  et  la 
définition  de  g  fournie  par  (16),  devient 

<r-\o»<j'z)         d2logB    : 


Ô-J  0zl 


Cette  dernière  prouve  maintenant  l'identité  des  deux  fonctions  a 
et  B,  sans  l'intervention  de  l'équation  (17).  En  conséquence,  mon 
analyse  fournit  une  démonstration  de  cette  équation  (17),  très- 
différente  de  celle  qu'a  rapportée  M.  Max  Simon. 


Sur  une  méthode  d' approximation  des  racines  carrées,  connue 
dans  l'Inde  antérieurement,  à  la  conquête  d  Alexandre  ;  par 
M.  L.  Rouet. 

(Séance  du  28  mars  1879.) 

L'auteur  persan  Hassan  ben  al-Hossein  al-Hakàk  al-Morouzi 
(c'est-à-dire  natif  de  Merv  en  Khorassan),  dans  un  Traité  d'Arith- 
métique qu'il  a  composé  en  l'an  6i3  de  l'hégire  ou  1216  de  notre 
ère  «  pour  répondre  aux  demandes  de  ses  amis  »,  donne  le  pro- 
cédé suivant  pour  obtenir  une  approximation  d'une  racine  carrée 
sourde.  Lorsqu'on  a,  par  le  moyen  connu,  obtenu  la  racine  cher- 
chée à  une  unité  près  par  défaut,  «  on  divise  le  reste  de  l'opé- 
ration par  le  double  de  la  racine  trouvée  plus  un,  et  la  racine  se 
compose  de  la  partie  entière  et  de  cette  fraction  ».  Ainsi 

7  2^ 

Ce  procédé  n'est  pas  difficile  à  justifier;  en  effet,  si  nous  dési- 
gnons par  N  le  nombre  proposé,  par  a  sa  racine  à  une  unité  près. 
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et  par  /•  le  reste  de  l'opération,  de  telle  sorte  que  N  =  a-  +  /  ;  si, 
de  plus,  nous  appelons  s  le  complément  de  la  racine,  on  a 


comme  toujours  e  <T  i ,  on  aura  une  approximation  par  défaut  de 
sa  valeur  en  le  remplaçant  par  i  au  dénominateur  de  la  fraction, 
c'est-à-dire  en  posant 


C'est  la  première  fois  que  j'ai  rencontré  cette  méthode  d'ap- 
proximation chez  un  auteur  oriental,  et,  bien  que  je  l'eusse  trouvée 
assez  remarquable  pour  l'époque  où  il  vivait,  je  n'y  aurais  proba- 
blement prêté  qu'une  médiocre  attention  si  je  n'avais  été  amené  à 
penser  que  ce  procédé  devait  avoir  été  pratiqué  couramment  dans 
l'Inde,  et  même  dès  une  époque  très-reculée. 

Al-Morouzi    avant   donné    1/12  =  3-»    je   fus    naturellement 

\  7     J 

amené  a  voir  que,  dans  ce  système,  \/io  =  o-  =  — »   c  est-a-dire 

7         7 
la  valeur  donnée  par  Archimède  pour  le  nombre  t.,  seule  valeur  en 

usage  pendant  longtemps  chez  les  Grecs  :  c'est  en  effet  la  seule 

dont  se  sert  Héron  le  Jeune  dans  son  Traité  des  surfaces  et  des 

volumes. 

22  ■ — 

Mais,  puisque  —  —  y' 10,  nous  comprenons  maintenant  pour- 
quoi l'astronome  indien  Brahmagupta  enseignait  à  ses  disciples 
(  voir  traduction  de  Colebrooke,  n°  40,  deuxième  partie  de  la 
règle)  que  «  la  racine  de  10  fois  le  carré  du  diamètre  est  la  lon- 
gueur de  la  circonférence;  la  racine  de  10  fois  le  demi-diamètre 
(rayon),  multipliée  par  ce  demi-diamètre  lui-même,  est  l'aire  du 
cercle  ».Dans  la  première  partie  de  cette  règle,  il  faisait  multi- 
plier le  diamètre  dans  le  premier  cas,  le  carré  du  rayon  dans  le 
second  cas,  par  3,  et  donnait  cette  évaluation  comme  «  usuelle  » 
ou  «  vulgaire  »  [vyâvahârika)  ;  la  seconde,  qui  fait  iz  =  y  10,  est, 
par  opposition,  appelée  sûxma,  «  fine,  subtile  »,  et  peut-être  «  raf- 
finée ».  On  s'était  demandé,  et  moi-même  après  bien  d'autres,  où 
Brahmagupta  avait  été  chercher  cette  valeur  de  tt,  qu'il  regardait 


-  100   - 
comme  pour  ainsi  dire  exacte.  L'écrivain  persan  que  j'ai  cité  nous 
en  a  donné  l'explication.  Seulement  -  =  —  est  une  approximation 


22 


par  excès  ;  yio  =  —  est  une  approximation  par  défaut.  Peut-être 

Iïrahmagupta,   dans   son   enseignement   oral,   savait-il  faire  faire 
cette  distinction  à  ses  élèves. 

Puisque  l'exemple  emprunté  à  Brahmagupta  me  donnait  lieu  de 
penser  que  les  Indiens  avaient  connu  et  pratiqué  le  mode  d'ap- 
proximation des  racines  carrées  dont  je  parle,  il  m'est  venu  à  l'idée 
d'étudier  à  ce  point  de  vue  une  valeur  de  \Ji  donnée  dans  les  Pré- 
ceptes du  cordeau  de  Baudhâvana,  ouvrage  curieux,  composé  pro- 
bablement au  ive  siècle  avant  notre  ère,  et  qui  contient  les  règles 
que  doivent  observer  les  brahmanes  pour  construire  leurs  autels. 
Cette  valeur  de  y/2,  dont  l'interprétation  m'avait  également  beau- 
coup préoccupé,  est 

-ii  1 


3.4     3.4.34 

Cette  forme  de  série  m'avait  surtout  paru  originale. 

Or,  si  nous  appliquons  à  \J'2  la  méthode  en  question,  nous 
aurons  à  faire 

N  =  2,     a  =  i,     r=i,     Ej= =  -• 

2-4-1        3 

Le  premier  terme  fractionnaire  de  la  série  de  notre  brahmane 
est  donc  bien  obtenu  par  la  méthode  du  Persan  ;  1  -t-  -  est  une 
valeur  approchée  par  défaut  de  la  racine  cherchée. 

Continuons  l'opération  :  il  nous  faut  calculer 

/•  =  r  —  \ia  -t-  s.  )g.,     e. 


ce  qui  nous  donne 


2[a  +  =-|)  -+-e2 


IU=.-2  =  î, 

3/  3  9       9 


-H-KM-HI-*)- 
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Or  notre  deuxième  terme  est 

i  2   3 

34"  9*8' 

et  l'auteur  a,  cette  fois,  négligé  s2  au  dénominateur  de  sa  fraction 
diviseur  et  obtenu  une  approximation  par  excès  de  \ji  dans  la 
série 

Si  nous  poursuivons  encore   l'opération,  nous  verrons  que  la 

2  33  2  32 

quantité  à  retrancher  de  r'=  -  pour  avoir  r"  est  —rf  Or  -  =  — r^; 

9  T44  9       *44 

//  i 

par  suite,  /■   = y-j- 

«44 

Je  donne  ce  résultat  sous  cette  forme  négative,  parce  que  j'ai 
fait  voir  autre  part  que  les  Indiens  ont  eu  de  très-bonne  heure  la 
notion  des  nombres  négatifs  et  qu'ils  ne  se  préoccupaient  pas,  dans 
leurs  calculs,  du  signe  du  résultat. 

34 
D'autre  part,  le  double  de  la  nouvelle  racine   étant  — >  nous 
1  12 

aurons 

j    \     34  _  i 


i447  *  12  3.4.34 

Et  remarquons  que,  ce  terme  correctif  étant  trop  grand  en  valeur 

absolue,  l'expression 

1  1  1 


3        3.4        3.4.34 

est  de  nouveau  approchée  par  défaut. 

Rien  n'empêcherait  de  continuer  le  calcul,  cl  rien  ne  dit  que, 
lorsqu'ils  en  ont  eu  besoin,  les  auteurs  de  cette  série  de  quatre 
termes  n'aient  su  poursuivre  l'opération. 

Nous  pouvons  donc  conclure  de  là  qu'à  l'époque  où  vivait 
Baudliâyana,  c'est-à-dire  à  peu  près  au  ive  siècle  avant  notre  ère, 
on  savait  exprimer  la  valeur  d'une  racine  carrée  sourde  (ou  irra- 
tionnelle, comme  nous  persistons  à  vouloir  dire)  au  moyen  dune 
série  approchée  alternativement  par  excès  el  par  défaut;  que  le 
moyen  d'obtenir  le  premier  terme  de  cette  série  était  de  diviser  le 
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reste  de  l'opération  qui  avait  fourni  la  racine  à  une  unité  près 
par  le  double  de  cette  racine  augmenté  d'un.  Les  termes  suivants, 
alternativement  positifs  et  négatifs,  s'obtenaient  par  un  procédé 
qui  n'est  autre  que  celui  que  nous  connaissons  aujourd'hui  sous 
le  nom  de  méthode  d' approximation  de  Newton. 

J'ajouterai,  pour  terminer,  qu'Al-Mourouzi  applique  son  même 
procédé  (borné  au  premier  terme  de  la  série)  aux  racines  cubiques. 


Ici  e  =  q   a  ,   ? —     — i i  il  y  feit  encore  e  =  i  et  a  e,  =  - 
que,  il  donn 

V  1 74^>  =  I2 


3«2-t-  3« £  — i-  s2  3«--+-3«-i-i 

Comme  exemple  numérique,  il  donne 
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J'ignore,  du  reste,  si  l'on  rencontrerait  chez  les  auteurs  indiens 
des  exemples  d'application  de  ce  procédé,  si,  comme  pour  la 
racine  carrée,  ils  continuaient  à  développer  une  série,  et  si,  comme 
dans  la  méthode  de  Newton,  les  termes  suivants  de  la  série  se- 
raient de  la  forme 

—      }'n 
z'1       3a3 


Sur  une  classe  de  fonctions  non  uniformes  ;  par  M.  E.  Picaro. 

(Séance  du  28  mars  18-9.) 

Considérons  une  fonction  multiforme^  s)  d'une  variable  com- 
plexe z,  n'admettant  dans  tout  le  plan  que  des  points  critiques 
déterminés.  Dans  toute  région  du  plan  à  contour  simple  ne  con- 
tenant aucun  de  ces  points,  la  fonction  est  uniforme  et  continue. 
Soit  A  l'un  de  ces  points  critiques.  Je  me  propose  de  montrer 
que  l'on  peut  trouver  un  développement  en  série  de  la  fonction, 
valable  pour  tous  les  points  du  cercle  ayant  A  pour  centre  et 
passant  par  le  point  critique  le  plus  rapproché,  quel  que  soit 
d'ailleurs  le  chemin  suivi  par  la  variable  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 
Nous  supposerons  que  A  est  l'origine  des  coordonnées  et  que 
de  plus  le  rayon  du  cercle  précédent  est  plus  petit  que  l'unité, 
cette  dernière  circonstance  pouvant   toujours  se  réaliser  par  un 
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changement  de  variable  z'  =  kz,  où  k  est  un  nombre  positif  suffi- 
samment petit. 

Ceci  posé,  je  fais  la  transformation 

_j 

~  logz" 

Cherchons  quelle  est  la  portion  du  plan  des  z'  correspondant  au 
cercle  G  décrit,  dans  le  plan  des  z,  de  l'origine  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  /'.  En  désignant  par  9  l'argument  d'un  point  de  ce 
cercle,  et  par  /;■  le  logarithme  arithmétique  de  ;■,  nous  avons 


lr  -+-  6 1  ' 
donc 

lr 

y 


et  l'on  a  par  suite,  en  éliminant  9, 

(C)  (.r'2  +  J'2)/,._.r'=0i 

équation  d'un  cercle  passant  à  l'origine  et  dont  le  centre  est  le  point 

x'=-\ •  De  plus,  si  r  est,  comme  nous  le  supposons,  moindre 

que  l'unité,  aux  points  à  l'intérieur  du  cercle  C  correspondront 
les  points  à  l'intérieur  du  cercle  C.  La  fonction  f(z)  deviendra 
une  fonction  F(s').  A  toute  courbe  fermée  située  à  l'intérieur  du 
cercle  C  correspondra  une  courbe  fermée  située  dans  C,  qui  ne 
comprendra  pas  l'origine  dans  son  intérieur.  Par  suite,  la  fonc- 
tion F(s')  sera  uniforme  et  continue  à  l'intérieur  de  C,  et  l'on 
pourra  la  développer  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances 

croissantes  de  [  z' —  — -  )  • 
\  2lrf 

Nous  aurons  par  suite,  poury(c), 

/(;)  =  £ 


lo"  z         ilr 


n     0 


où  les  A„  sont  des  constantes. 

Ce  développement  est  valable  pour  lous  les  points  du  cercle  C. 
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Aux  déterminations  multiples  de  log^  correspondront  les  déter- 
minations multiples  de  la  fonction  quand  la  variable  z,  partant 
d'un  point,  décrit  à  l'intérieur  de  C  un  chemin  embrassant  une  ou 
plusieurs  fois  l'origine. 

Les  intégrales  des  équations  linéaires  à  coefficients  uniformes 
nous  présentent  un  exemple  bien  connu  de  fonctions  rentrant  dans 
la  classe  de  celles  que  nous  venons  de  considérer.  On  sait,  en  effet, 
que  ces  intégrales  n'ont  d'autres  points  singuliers  que  les  points 
singuliers  des  coefficients  de  l'équation. 

Une  classe  de  fonctions  se  rattachant  de  très-près  à  celle  que 
nous  venons  de  considérer  est  celle  des  fonctions  multiformes 
ayant  des  points  critiques  déterminés,  mais  pouvant  avoir  en  outre 
un  nombre  quelconque  de  pôles  situés  d'une  manière  quelconque. 
On  voit  alors  facilement  qu'à  l'intérieur  du  cercle  de  ravon  /'  la 
fonction  y  (s)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


1 


IO£2  1LI 


/(»)  =  =! 


71=0 

où  les  \n  et  les  Bn  sont  des  constantes. 

Il  est  aisé  d'indiquer  des  équations  différentielles  dont  les  inté- 
grales jouissent  des  propriétés  précédentes.  L'exemple  le  plus 
simple  que  l'on  puisse  citer  est  l'équation  de  Bernoulli  : 

~  =  X  u-  +  X!  u  +  X„ 
dz 

où  nous  supposons  que  les  X  soient  des  fonctions  uniformes  de  z. 
Les  intégrales  de  cette  équation  n'auront  d'autres  points  critiques 
que  les  points  singuliers  des  fonctions  uniformes  X.  X(,  X2,  mais 
elles  peuvent  avoir  des  pôles  situés  d'une  manière  quelconque. 
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Sur  les  équations  différentielles  linéaires.  (Extrait  d'une  Lettre 
de  M.  Brioschi  à  M.  Laguerre.) 

(Séance  du  n  avril  1879.) 

—  Les  Communications  que  vous  avez  faites  récemment  à  l'Aca- 
démie des  Sciences,  Sur  quelques  invariants  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires,  ont  eu  pour  moi  un  grand  intérêt,  ayant  dû 
autrefois  m'occuper  de  questions  analogues.  Malheureusement  je 
ne  peux  pas  en  ce  moment  revenir  sur  ce  sujet;  mais  je  désire  vous 
faire  connaître  la  méthode  que  j'avais  suivie,  laquelle  me  parait 
conduire  facilement  à  vos  résultats  et  peut-être  les  compléter. 

Soient  les  deux  équations  différentielles  linéaires  du  troisième 

ordre 

m       o  7    t  tizu        >>■>  du 

y    -+-  ôly  -h  my  =  o,      -jy  -f-  3A  —  +  (lu  =  o, 


ou 


dz 

dx  dx- 

Je  pose 

y  =ï«, 

v  étant  fonction  de  x. 

On  a 

y  =-j  —  z  -h  v  11, 
J  dz 

d-u  du      \  ,  du 

7?"  +  Â=]  +  2"^+""-     ■••• 

En  substituant  les  y' -,  y" ■>  y'"  dans  la  première  équation  différen- 
tielle, on  doit  obtenir  la  seconde,  et,  par  conséquent,  on  arrive  aux 
trois  relations 

(1)  •    vz'"+  3-j'z"  +  3/V  +  3/vz'  =  31-jz'\ 

(   •/"    +3/v'  +  mv  =  a-;:':i. 
// 

Or,  en  posant  —  =  Z,  la  première  donne 

/  =  —  Zv, 
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et,  par  suite, 

.,"  =  _  (z'  —  z2 ;  v,    •/"  =  —  (z"  —  3zz'  -f-  z2 )  . 

D'autre  part, 

z'" 

-=Z'-hZs; 

la  seconde  des  équations  (i)  se  transforme  donc  ainsi  qu'il  suit  : 

(2)  2Z'  =  Z24-3(/-).z'2), 
et  la  troisième  devient 

Z"—  3ZZ'  +  Z3-4-  3/Z—  [m  —  fta/3]  =0. 

Enfin,  en  remplaçant  dans  celles-ci  Z'  et  Z';  par  leurs  valeurs  dé- 
duites de  l'équation  (2),  on  trouve  votre  relation 

I  3 2 y  )  z' 3  =  3 V  —  im. 

Je  pose 

(3)  3 2  u.  =  a    et     3/' — 2/H  =  rt, 

^/z 

d'où  l'on  déduit 

On  a 

f/log<7  r/logy.    , 


3Z 


dz 


Cette  valeur  de  Z,  substituée  dans  l'équation  (2),  conduit  très- 
facilement  à  la  relation  suivante  : 

où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

_  d~  lo£y.         (  d\usc/.\2 


dzs  dz 

et 


-27 


„  d1  \iY'a         f  d\osa\ 

6 — j— 


\     de 


On  aura  enfin,  par  conséquent, 

33        &3 


C.2  rt2 
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relation  invariantive  entre  les  seuls  coefficients  des  deux  équations 
différentielles  et  leurs  dérivées. 

Il  est  très-important  de  noter  que  ces  formes  invariantives  restent 
les  mêmes  pour  les  équations  différentielles  d'ordre  supérieur. 

Par  exemple,  pour  les   équations   différentielles  du   quatrième 

ordre 

j  1V  -f-  6lj"  4-  ^my  -t-  ny  —  o 


et 


on  trouve 


d*  ti  d2  a  du 

dz*  dz.-         ^  '    dz 


3  ,  „         12,  .    , . . 

v'  = Zv,      2Z'  =  Z9-f--F-(Z—  >z'â  ), 

i  5 

Z"  —  3ZZ'  +  Z2  -+-  -^  lZ  —  j;[m  —  uz'3)  =  o, 
et,  par  suite, 

cr  et  a  étant  définis  par  les  équations  (3). 
En  posant 

fi  d*  loga  _  /rflogaV       108 

ffe2  ^    ^    j  5     '      Pl 

_c/2logrt        /d\oça\2        108,         , 


on  en  déduit 


g*         &3 

3c'2=:/,      et     ^  =  — 


Enfin  la  dernière  équation  donne 

y  ;';  =  c, 
où 

rt     r/2).  „     du         n  w 

y  =  3o  — -  —  5o  -1 o  1 1.-  4-  25  -j 

dz-  dz 

et 

c  —  3o/"—  5oy.'  —  8W2  -+-  25«. 

J'ajoute  une  dernière  remarque.  Si,  pour  les  équations  différen- 
tielles du  troisième  ordre,  l'invariant  a  est  nul,  l'équation  se  réduil 
à  la  suivante,  du  second  ordre. 

r+ 7/5=0, 

4 
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où 


Si,  pour  l'équation  du  quatrième  ordre,  les  invariants  a  et  c  sont 
nuls,  on  a 


équation  où  j'ai  posé 


r+|/5  =  o, 


X  = 


Si  vous  croyez  que  ces  résultats  peuvent  avoir  quelque  intérêt 
pour  nos  collègues  de  la  Société  mathématique,  vous  pouvez  les 
leur  communiquer 


Sur  quelques  propi'iétés  de  V  hypocycloïde  à  trois  points 
de  rebroussement ;  par  M.  Laglerre. 

(Séance  du  n  avril  1879.) 


I. 


1.  Soient  OX  et  OY  deux  axes  rectangulaires,  et  X,  Y  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  M  du  plan  relativement  à  ce  SYStème 
d'axes;  posons 

X-hYi  =  x     et     X  —  Y/=>; 

nous  pouvons  considérer  x  et  y  comme  de  nouvelles  coordonnées 
du  point  M.  On  voit  que  les  équations  x  =  «  et  y  =  (3,  où  a  et  (3 
désignent  des  quantités  constantes  arbitraires,  représentent  les  di- 
verses droites  isotropes  du  plan;  je  désignerai  donc,  pour  abréger, 
le  système  de  coordonnées  que  je  viens  de  définir  sous  le  nom  de 
coordonnées  isotropes. 

Dans  un  pareil  système,  le  coefficient  angulaire  dune  droite 
Taisant  avec  l'axe  OX  un  angle  donné  V  est  égal  à  e~^  ';  l'équation 
de  l'axe  OX  est 

x  —  Yt 

et  l'équation  d'un  cercle  de  rayon  R  el  ayant  pour  centre  le  point 
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(a,  (3)  est 

(*-«)(.r-j3)  =  R*. 

2.  Étant  donnée  une  courbe  de  nième  classe,  les  coefficients  angu- 
laires des  tangentes  que  d'un  point  (oc, y)  on  peut  mener  à  cette 
courbe  sont  donnés  par  une  équation  homogène  du  degré  rc, 

U(À.  f0  =  O; 

dans  cette  équation,  Ç  désigne  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 

gente  issue  du  point  (oc, y),  et  les  coefficients  du  polynôme  U  sont 
des  fonctions  entières  de  x  et  de  y. 

L'équation  précédente  est,  en  me  servant  d'une  dénomination 
que  j'ai  déjà  employée  dans  plusieurs  travaux  antérieurs  (  {  ), Y  équa- 
tion mixte  de  la  courbe. 

3.  L'hypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement  étant  définie 
comme  une  courbe  de  troisième  classe  qui  touche  aux  deux  ombi- 
lics la  droite  de  l'infini,  on  voit  immédiatement  que  son  équation 
mixte  est  de  la  forme 

a).3  -(-  bi'2  y  -+-  cïy.-  -\-  du?  -+-  lu.  ['/._}'  —  y.v)  =  O. 

Cherchons  le  lieu  des  points  du  plan  d'où  l'on  voit  l'hypocycloïde 
sous  un  angle  droit  ;  il  faut,  pour  cela,  exprimer  que  l'équation  pré- 
cédente a  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 
Le  lieu  cherché  a  donc  pour  équation 

[c  —  x)  ( b  -4- y)  =  ad; 

elle  représente,  comme  on  le  sait,  un  cercle.  En  mettant  en  évi- 
dence le  rayon  R  de  ce  cercle  et  les  coordonnées  a  et  (3  de  son 
centre,  je  poserai 

c  =  ci,      b=—  S,      a  =  Re~?'     et     d  =  —  Re?'. 

L'équation  mixte  de  la  courbe  deviendra  donc 

( I  )  R er-?1  X3  —  |3X!  y.  4-  vJ.y?  —  R  €■' y?  -+-  lu. (  \y  —  y.r)  =  o. 

4.  Je  vais  chercher  maintenant  l'équation  mixte  des  diverses 

'  '  "    Mémoire  de  Géométrie  analytique,   J':  série,  t.  W  II. 
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hypocycloïdes  qui  touchent  Taxe  OX  et  rencontrent  cet  axe  en 
deux  autres  points  équidistants  de  l'origine  O. 

L'axe  OX  étant  tangent  à  la  courbe,  une  des  tangentes  issues 
de  l'origine  a  pour  coefficient  angulaire  l'unité;  l'équation  (i)  est 
donc  satisfaite  quand  on  v  fait 

x  =  o,      y  —G     et     /  =  y., 

d'où  l'équation  de  condition 

oc  —  S  =Re?'_  Rrr'. 

Considérons  un  point  de  l'axe  OX  situé  aune  distance  de  l'origine 
égale  à  z,  en  sorte  que  les  coordonnées  de  ce  point  soient 

les  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues  de  ce  point  sont 
donnés  par  l'équation  (  i  ),  dans  laquelle  on  a  remplacé  x  et  y  par  z. 
Si  l'on  divise  cette  équation  par  À  — y.  (ce  qui  revient  à  faire  abs- 
traction de  la  tangente  OX),  on  trouve  aisément  que,  en  posant 

U  =  Rrr'  P  =  Rer'  —  K, 

les  coefficients  angulaires  des  deux  autres  tangentes  sont  déter- 
minés par  l'équation 

B  ff-r-'V  -h  [il  -h  z]  '/.y.  -r-  Re'r'  y.2  =  O. 

En  laissant  de  côté  le  point  où  la  courbe  est  tangente  à  OX,  on 
obtiendra  les  deux  autres  points  où  elle  rencontre  cette  droite  en 
exprimant  que  l'équation  précédente  a  deux  racines  égales,  ce  qui 
donne  la  relation 

Si  maintenant  on  remarque  que,  les  deux  points  d'intersection  dont 
je  viens  de  parler  étant  à  égale  distance  de  l'origine  O,  les  deux 
valeurs  obtenues  pour  z  doivent  être  égales  et  de  signes  contraires, 
on  en  conclut 

u  =  R  e~'l  —  S  =  R  e'r  —  a  =  o, 
d'où 

k  =  Rc'?     et     S  =  Rr'>. 

Ainsi  le  centre  u  du  cercle  R.  lieu  (]cs  sommets  des  angles  droits 


—  in  — 

circonscrits  à  l'hypocycloïde,  est  situé  sur  la  droite  qui  fait  avec 
l'axe  OX  un  angle  égal  à  o  et  à  une  distance  égale  à  R,  c'est-à-dire 
au  rayon  de  ce  cercle.  En  désignant  par  A  et  A.'  les  deux  points  de 
rencontre  de  OX  avec  la  courbe,  on  voit  ainsi  que  ce  cercle  passe 
par  le  milieu  O  du  segment  AA'  et  que  ce  segment  a  une  longueur 
constante  égale  à  4R,  propositions  bien  connues. 

5.   En  remplaçant  dans  l'équation  (i)  «  et  /3  par  leurs  valeurs, 
l'équation  mixte  de  l'hypocycloïde  prend  la  forme  suivante  : 

(2)  R('/.  —  y)  (er-^-he*"?,*2)  -+-'iy').y  —  ,j..t)  =0, 

et  l'équation  qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes 
issues  d'un  point  de  l'axe  OX  (x  =y  =  z)  devient 

(  3  )  R  C-'r  X8  -f-  Z  'ly.  -4-  R  e'r  y.2  =  O . 

En  particulier,  les  tangentes  issues  du  point  A',  pour  lequel  on  a 
z  = —  2R,  sont  déterminées  par  l'équation 


\c    -  /.  —  e   y/  =  o, 


d'où  l'on  voit  que  la  tangente  menée  au  point  A'  fait  avec  l'axe  OX 
un  angle  é°al  à  - • 

O  O  2 

Si  donc  on  prend  sur  le  cercle  K  le  point  O' diamétralement 
opposé  au  point  O,  cette  tangente  est  précisément  la  droite  A'O'; 
la  droite  O'A  est  également  tangente  à  l'hypocycloïde  au  point  A, 
et  ces  deux  droites,  conformément  à  une  proposition  bien  connue, 
sont  rectangulaires  entre  elles. 

6.  On  voit  que  Ion  peut,  par  les  points  A  et  A',  mener  une  infi- 
nité d'hypocycloïdes  tangentes  à  l'axe  OX;  toutes  ces  courbes  sont 
d'ailleurs  égales  entre  elles,  puisque  la  longueur  du  segment  AA' 
détermine  le  rayon  du  cercle  K  et  par  suite  la  grandeur  de  la  courbe 
elle-même.  On  les  obtiendra  toutes  en  donnant  à  o  toutes  les  va- 
leurs possibles  dans  l'équation  (2). 

Soient  deux  de  ces  courbes  ll?  et  H.+()  caractérisées  par  deux 
valeurs  de  l'angle  9  différant  entre  elles  de  l'angle  0;  si  L'on  désigne 
par  00  et  w,  les  centres  des  cercle--  des  points  desquels  on  voil  res- 
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pectisement  ces  courbes  sous  un  angle  droit,  on  voit  que  l'angle 
o>Owi  est  précisément  égal  à  0. 

D'un  point  M  situé  sur  l'axe  OX  et  à  une  distance  du  point  O 
égale  à  z,  menons  aux  deux  courbes  K-  et  K?+e  les  tangentes  dis- 
tinctes de  l'axe. 

Les  coefficients  angulaires  de  ces  tangentes  sont  respectivement 
déterminés  par  les  deux  équations 

R  êt-'ï  À*  -+-  z  ïy  H-  R  c'r  y-  =  o 

et 

Rr'(r+1)).2  -f-  z'/.y  -f-  Re'(?+»)p8  =  o; 

ceux  des  tangentes  menées  à  He+6  se  déduisent  évidemment  de  ceux 
des  tangentes  menées  à  H0,  en  les  multipliant  par  le  facteur  con- 
stant e~9';  en  d'autres  termes,  les  tangentes  à  HL.^  s'obtiennent  en 

faisant  tourner  de  l'angle  -  les  tangentes  à  H„. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

sSî  l'on  considère  une  droite  quelconque  D  tangente  à  une 
hypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement,  et  si  V on  imagine 
un  angle  de  grandeur  constante  dont  le  sommet  décrit  cette  droite 
tandis  qu'un  de  ses  côtés  demeure  tangent  à  la  courbe,  le  second 
côté  de  cet  angle  enveloppe  une  autre  hypocycloïde  égale  à  la 
première,  tangente  à  la  droite  D  et  passant  par  les  deux  points 
où  cette  droite  coupe  la  première  hypocycloïde. 

Ce  que  l'on  peut  encore  énoncer  ainsi  : 

Soit  une  hypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement  qui  se 
déplace  sans  cha/iger  de  forme,  en  restant  tangente  à  une  droite 
fixe  D  et  en  passant  par  un  point  fixe  de  cette  droite  (auquel  cas 
elle  passe  nécessairement  par  un  autre  point  fixe  situé  sur  la  même 
droite);  par  différents  points  de  D  menons  des  tangentes  à  la 
courbe,  et  imaginons  que,  pendant  le  déplacement  de  cette  courbe, 
ces  droites  lui  demeurent  tangentes  ;  pour  deux  positions  quel- 
conques de  l' hypocycloïde  mobile,  les  angles  décrits  par  les  tan- 
gentes autour  des  points  fixes  de  D  sont  tous  égaux  entre  eux. 

7.  J'ajouterai  que  dans  le  mouvement  les  points  de  contact  dé- 
crivent des  cercles,  ce  que,  du  reste,  des  considérations  géomé- 


-   113  - 

triques  très-simples  rendent  évident.  Considérons,  en  effet,  un 
point  M  situé  sur  l'axe  OX,  à  une  distance  de  l'origine  égale  à  z. 
En  désignant  simplement  par  jtx  le  coefficient  angulaire  d'une  des 
tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe  (ce  qui  revient  à  faire 
X=  i),  l'équation  de  cette  tangente  est 

(4)  Ç=ï  =  » 


et  l'on  a  la  relation 

(5)  Re'ry.2  +  zp  H-  Re-'r  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  s'obtiendront  en  résolvant 
par  rapport  à  x  et  y  l'équation  (4)  et  l'équation  suivante,  que 
l'on  en  déduit  en  la  dérivant  par  rapport  à  z  : 

y  —  ,r  du. 


[x  —  zf         dz 
De  l'équation  (5)  on  déduit  d'ailleurs 


d'où 


et 


,  dp 

2Re'^  -+-  Z  )  -j h  a  =  O, 

dz 


du  a 

dz  ~~  S  z-  —  4R2 


6  >i  H-      L=  =o. 

Pour  obtenir  le  lieu  des  points  de  contact,  il  faut  éliminer  <p  et  (j. 
entre  les  équations  (4),  (5)  et  (6),  ou  simplement  p  entre  les  équa- 
tions (4)  et  (6),  qui  ne  renferment  pas  9. 
On  obtient  ainsi  l'équation 


[x  -  z)(r  -z)  +  (r  -  x)^  -  4R2  =  o, 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

(j  — s-  v/^"_  4R* )(.r  -  z  h-  fa  -  4R*)  =  4R»  -  :■-'. 

Elle  représente  deux  cercles  tangents  au  point  AI  à  l'axe  (  >\  ;  leurs 
vu.  8 
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centres  sont  situés  à  l'intersection  de  la  perpendiculaire  élevée  à 
l'axe  en  ce  point  avec  le  cercle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre. 

8.   Si  Ton  considère,  comme  précédemment,  les  deux  hvpocv- 

cloïdes  H.  et  HL^,  on  voit  que  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  à 

0 
ces  deux  courbes  et  ayant  pour  valeur    -    décrit  un  lieu  dont  fait 

partie  la  tangente  commune  OX;  on  peut  rechercher  si  cette  droite 
constitue  à  elle  seule  le  lieu  complet. 

Je  remarque,  à  cet  effet,  que  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes menées  du  point  (x,  y)  à  la  courbe  H?  sont  déterminés  par 
l'équation 

(2)  R(/  —  u)  (e-'ï/2  -f-  e'ru-)  -4-  ).u(  /j  —  fia:)  =  o, 

et  ceux  des  tangentes  menées  du  même  point  à  la  courbe  H?+0  Par 
l'équation 

R( y  _  a')  (e-'if+'W  4-  e'(-T+*y  2)  +  />'(  Vv  -  p.'x)  =  o. 

Si  les  deux  tangentes  font  l'angle  donné  -1  on  a 

If 
).'  _      le* 

-ï 

[J.C      z 

et  l'équation  précédente  devient 

(7)     R\e'->.  —  e    2  u.)  (e-'t  ).*-(-  e'^ur'  ■+■  *'u\e i  r'i- —  e    s,ruj  =  o, 

Reste  à  éliminer  À  et  (j.  entre  les  relations  (2)  et  (7);  en  éliminant 
entre  elles  l'expression  e~'?X2-f-  e'?p2,  il  vient 

a  _ti  u  _  6_i 

ei  ).  —  e     *  il        e2).r  —  e    2j*.r- 


/  —  ft  >.  y  —  fto: 

<t,  en  effectuant  les  calculs, 

(j  —  .r)Ve2-e     2j  =  o. 

La  tangente  OX  constitue  donc  bien  à  elle  seule  le  lieu  du  sommet 
de  l'angle  constant  circonscrit  aux  deux  courbes. 
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9.  Les  hypocycloïdes  H.  et  H„+0,  qui  louchent  toutes  les  deux 
l'axe  OX,  ont,  en  outre,  deux  autres  tangentes  communes  ;  pour 
avoir  leur  équation,  il  suffit  d'éliminer  X  et  [i  entre  l'équation  (2) 
et  l'équation 

(8)  R(>  —  f*)  (e-'(ï+°)).2+  <?'(ï+V)  +  V-(V  —  f**)  =  o. 

Eliminant  d'abord  \j  —  y.x  entre  ces  égalités,  il  vient 

X1  er-'l  (  1  —  e-''9  )  -f-  u-  e'T  (  1  —  c*  )  —  o, 

d'où,  par  une  transformation  facile, 


U±.' 


0 


Les  angles  que  font  ces  deux  tangentes  avec  l'axe  OX  sont  donc 

»   y        9        ,   ç       9        w  ,  ,  ,  , 

égaux  a  — h  7  et  a  — h  -7  -f-  T:   ces   deux   droites    sont   a    angle 

2        4  2        4        4 

droit.  De  là  une  construction  qui  permet  de  les  obtenir  aisément. 

Soient,  en  effet,  K  et  K{  les  cercles  des  points  desquels  on  voit 
respectivement  sous  un  angle  droit  les  courbes  Hs  et  H?+6;  ces 
cercles,  indépendamment  du  point  O,  se  coupent  encore  en  un 
second  point  M.  Ce  point  est  nécessairement  le  point  de  rencontre 
des  tangentes  cherchées,  puisqu'elles  sont  rectangulaires  entre  elles. 
Si  maintenant  nous  prolongeons  le  rayon  OM  jusqu'en  son  point 
de  rencontre  N  avec  le  cercle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre,  il 
résulte  des  considérations  précédentes  que  les  deux  tangentes 
communes  qui  se  croisent  au  point  M  sont  parallèles  aux  droites 
NA  et  NA\ 

D'où  encore  la  proposition  suivante  : 

Soit  une  hjpocjcloïde  à  trois  points  de  rebroussement  qui  passe 
par  deux  points  donnés  A  et  A'  et  est  tangente  à  la  corde  AA'; 
sur  cette  corde  comme  diamètre  décrivons  un  cercle  B  et  consi- 
dérons le  cercle  K,  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  l  hjpocjcloïde 
sous  un  angle  droit.  Ce  cercle  passe,  comme  on  le  sait,  par  le 
point  O,  milieu  de  la  corde  AA',  et,  en  outre,  est  tangent  au 
cercle  C. 

Etant  pris  un  point  quelconque  M  sur  le  cercle  K,  si  l'on  pro- 
longe le  rayon  OM  jusqu'en  son  point   de  rencontre  N  avec  le 

8. 
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cercle  C,   les  droites  menées  par  le  point  M  parallèlement  aux 

droites  NA  et  NA'  ,vo«f  /es  deux  tangentes  rectangulaires  entre 
elles  que  de  ce  point  on  peut  mener  à  la  courbe. 

10.  Les  diverses  hypocycloïdes  qui,  passant  par  les  deux  points 
A  et  A',  sont  tangentes  à  la  corde  AA',  étant  identiques  entre  elles, 
on  peut  les  obtenir  toutes  par  le  déplacement  d'une  de  ces  courbes 
dans  le  plan. 

Pour  avoir  une  idée  nette  de  ce  déplacement,  il  faut  chercher  le 
lieu  des  centres  instantanés  de  rotation  dans  le  plan  et  le  lieu 
décrit  par  ces  centres  relativement  à  la  courbe  mobile. 

La  courbe  roulant  sur  les  deux  points  A  et  A',  les  normales 
menées  en  ces  points  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
droites  AO'  et  A'O',  et  par  conséquent  se  coupent  sur  le  cercle  G 
décrit  sur  AA'  comme  diamètre  au  point  diamétralement  opposé 
àO';  le  lieu  des  centres  instantanés  de  rotation  dans  le  plan  est 
donc  le  cercle  G,  dont  le  rayon  est  égal  à  2R.  On  sait  d'ailleurs 
que  les  normales  aux  extrémités  de  la  corde  AA'  se  coupent  sur  le 
cercle  passant  par  les  trois  points  de  rebroussement  de  l'hypocy- 
cloïdc,  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  3R. 

D'où  la  conclusion  qui  suit  : 

Étant  pris  sur  un  cercle  C  de  rayon  égal  à  2R  deux  points 
diamétralement  opposés  \  et  V,  si  l'on  fait  rouler  ce  cercle  dans 
l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  égal  à  3R,  on  sait  que  les 
deux  points  A  et  A'  décrivent  une  même  hypocycloïde  à  trois 
points  de  rebroussement  inscrite  dans  le  cercle  C  A  un  instant 
quelconque  du  mouvement,  les  points  A  et  A'  sont  situés  sur  1  hy- 
pocycloïde, tandis  que  la  droite  AA'  lui  est  tangente;  si  à  cet 
instant  on  fixe  le  cercle  C,  et  si  l'on  fait  rouler  sur  ce  cercle  le 
cercle  C  en  entraînant  avec  lui  la  courbe,  cette  courbe,  dans 
son  déplacement,  passe  constamment  par  les  points  fixes  A  et  A  ' 
et  demeure  tangente  à  la  droite  AA'. 


II. 

II.   Les  résultats  qui   précèdent  peuvent   se  déduire  aisément 
de  quelques  propositions  très-simples  et  purement  géométriques. 
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Considérons,  à  cet  effet,  une  ellipse  E  située  dans  l'espace  et 
dont  la  projection  orthogonale  sur  un  plan  donné  P  soit  un  cercle  C  ; 
prenons  arbitrairement  sur  cette  courbe  un  point  fixe  A  et  un  point 
mobile  M.  Si  par  le  milieu  I  de  la  corde  AM  nous  menons  un  plan 
perpendiculaire  à  cette  corde,  il  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite 
dont  l'enveloppe  est  une  courbe  H  que  l'on  peut  aussi  évidemment 
définir  comme  le  lieu  des  centres  des  sphères  symétriques  par  rap- 
port au  plan  P  et  tangentes  à  l'ellipse  E. 

Je  dis  d'abord  que  la  courbe  H  est  une  hvpocvcloïde  à  trois 
points  de  rebroussement. 

Soit  D  une  droite  située  dans  le  plan  P;  si  d'un  point  quel- 
conque N  de  cette  droite  comme  centre  on  décrit  une  sphère 
passant  par  le  point  A,  cette  sphère  coupe  le  plan  Q  de  l'ellipse 
suivant  un  cercle  passant  par  le  point  A  et  par  le  point  A'  qui  lui 
est  symétrique  par  rapport  à  la  projection  orthogonale  de  D  sur 
le  plan  Q. 

Il  est  clair  que  le  point  N  est  sur  la  courbe  H  si  ce  cercle  est 
tangent  à  l'ellipse,  et,  comme  par  les  points  A  et  A'  on  peut  mener 
quatre  cercles  tangents  à  E,  il  en  résulte  que  la  courbe  K  est  du 
quatrième  ordre. 

Soit  N  un  point  quelconque  du  plan  P;  de  ce  point  comme 
centre  décrivons  une  sphère  passant  par  le  point  A;  cette  sphère 
coupe  le  plan  Q  suivant  un  cercle  rencontrant  l'ellipse  au  point  A 
et  en  trois  autres  points  B,  C  et  D.  Les  plans  menés  respecti- 
vement par  les  milieux  des  cordes  AB,  AC  et  AD  coupent  le  plan  P 
suivant  des  droites  tangentes  à  H  et  se  croisant  au  point  donné  N. 

La  courbe  H  est  donc  de  la  troisième  classe. 

Si  le  point  N  est  rejeté  à  l'infini  dans  une  direction  quelconque, 
la  sphère  dont  je  viens  de  parler  se  réduit  au  plan  mené  par  A 
perpendiculairement  à  cette  direction,  et,  comme  ce  plan  ne  coupe 
E  qu'en  un  point,  il  est  clair  qu'on  ne  peut  mener  à  la  courbe  II 
qu'une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée.  Cette  courbe 
est  donc  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  et  les  points 
de  contact  sont  situés  sur  les  perpendiculaires  menées  aux  asym- 
ptotes de  la  projection  de  l'ellipse  sur  le  plan  P.  Cette  projection 
étant  un  cercle,  ces  asymptotes,  ainsi  que  leurs  perpendiculaires, 
sont  des  droites  isotropes.  La  courbe  II  esl  donc  de  troisième 
classe  et  doublement   tangente,  aux  ombilics,  à  la  droite  de  lin- 
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fini  ;  par  suite,  c'est  une  hvpocycloïde  à  trois  points  de  rebrous- 
sèment. 

12.  Cette  hvpocycloïde  a,  comme  on  le  sait,  trois  points  de 
rebroussement  a,  (S,  y  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  èquila- 
téral, et  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  le  point 
de  concours  des  tangentes  de  rebroussement. 

Considérons  l'un  quelconque  a  de  ces  points  de  rebroussement; 
les  tangentes  que  l'on  peut  de  ce  point  mener  à  la  courbe  étant 
toutes  les  trois  confondues  en  une  seule  droite,  la  sphère  passant 
par  A  et  décrite  du  point  a  comme  centre  coupe  le  plan  Q  suivant 
un  cercle  passant  par  A  et  oscillateur  de  l'ellipse  E  en  un  point  a'; 
la  projection  sur  le  plan  Q  de  la  tangente  de  rebroussement  au 
point  cf.  est  d'ailleurs  la  droite  menée  par  le  milieu  de  la  corde  Ace 
et  perpendiculairement  à  cette  corde. 

Si  maintenant  on  remarque  que  les  trois  tangentes  de  rebrous- 
sement sont  concourantes,  on  obtiendra  la  proposition  suivante, 
due  à  Steiner  : 

Etant  donné  sur  une  ellipse  un  point  quelconque  A,  on  peut 
déterminer  trois  cercles  oscillateurs  de  cette  courbe  qui  passent 
par  le  point  A  ;  les  trois  points  de  contact  et  le  point  A  sont  sur 
un  même  cercle. 

D'après  ce  que  je  viens  d'exposer,  on  peut  ajouter  que  : 

Si  l'ellipse  se  projette  orthogonalement  sur  un  plan  donné  P 
suivant  une  circonférence  de  cercle,  les  droites  menées  perpen- 
diculairement au  plan  de  V ellipse  par  les  trois  points  de  contact 
rencontrent  le  plan  P  en  trois  points  qui  sont  les  sommets  d'un 
triangle  èquilatéral,  et  la  droite  menée  par  le  centre  du  cercle 
circoTiscrit  aux  trois  points  de  contact  et  perpendiculairement  à 
son  plan  rencontre  le  plan  P  au  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  èquilatéral. 

13.  Prenons  sur  l'ellipse  E  un  autre  point  fixe  B;  à  ce  point 
correspond  une  seconde  hvpocycloïde  II'.  Cherchons  les  tangentes 
communes  aux  courbes  II  et  H'. 

Je  désigne  par  F  et  G  les  deux  ;ixes  de  l'ellipse,  par/"  et  g  les 


-   119  - 

droites  suivant  lesquelles  le  plan  P  est  coupé  par  les  plans  menés 
respectivement  par  F  et  G  et  normalement  au  plan  Q.  Les  droites 
^et  g  sont  évidemment  perpendiculaires  entre  elles,  puisque  F  est 
parallèle  au  plan  P. 

Gela  posé,  si  des  points  A  et  B  on  mène  dans  le  plan  Q  des 
perpendiculaires  à  F,  cet  axe  les  divise  en  deux  parties  égales;  il 
en  résulte  queyestune  tangente  commune  à  H  et  H',  et  les  mêmes 
considérations  s'appliquent  à  la  droite  g.  Les  deux  courbes  ont 
donc  déjà  en  commun  deux  tangentes  rectangulaires  entre  elles. 

Considérons  maintenant  la  corde  AB  et  le  plan  mené  par  son 
point  milieu  perpendiculairement  à  sa  direction;  il  coupe  le  plan  P 
suivant  une  droite  D  qui  est  aussi  tangente  aux  deux  hypocv- 
cloïdes. 

14.  Les  points  de  contact  de  cette  droite  s'obtiendront  évidem- 
ment en  prenant  son  intersection  avec  les  plans  menés  en  A  et  en  B 
normalement  à  l'ellipse. 

Pour  obtenir  les  autres  points  où  elle  rencontre  les  deux  courbes, 
je  mène  par  les  points  A  et  B  un  cercle  tangent  à  l'ellipse;  on  peut 
mener  deux  de  ces  cercles,  et  leurs  points  de  contact  m  et  m' sont 
diamétralement  opposés.  Si  l'on  construit  les  axes  (  '  )  de  ces  deux 
cercles,  il  est  clair  qu'ils  rencontrent  D  en  deux  points  appar- 
tenant à  la  fois  à  H  et  H'.  Soient  n  et  n'  ces  deux  points;  on  voit 
que  les  hypocycloïdes  ont  une  corde  commune  à  laquelle  elles  sont 
toutes  les  deux  tangentes  :  elles  sont  donc  égales  entre  elles. 

On  peut  remarquer  que  les  droites  menées  aux  points  n  et  n' 
tangentiellement  à  la  courbe  H  sont  les  traces  de  deux  plans  per- 
pendiculaires aux  cordes  Am  et  Km'',  elles  sont  donc  perpendi- 
culaires à  leurs  projections  sur  le  plan  P,  et,  comme  la  projection 
du  diamètre  mm'  passe  par  le  centre  du  cercle  C,  on  voit  que  ces 
projections  sont  rectangulaires;  il  en  est  donc  de  même  des  deux 
tangentes  aux  points  n  et  n' ,  proposition  bien  connue. 

15.  Lorsque  le  point  A  se  déplace  sur  l'ellipse,  l'iiypocycloïde 
qui  lui  correspond  demeure,  comme  je  viens  de  le  montrer,  inva- 


(')  J'appelle,  pour  abréger,  axe  d'un  cercle  la  droite   passant  par   le  centre  de  ce 
cercle  et  perpendiculaire  à  son  plan. 
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riable  de  forme  en  restant  tangente  aux  deux  droites  fixes  /et  g. 
Je  dis  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  est  la  trace 
sur  le  plan  P  du  plan  normal  à  l'ellipse  au  point  A. 

.Menons,  en  effet,  par  le  point  A  les  cordes  A«  et  Ab,  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  axes  F  et  G.  Le  point  où  la  droite^' 
touche  l'hypocycloïde  H  est  le  point  de  rencontre  du  plan  P  avec 
l'axe  du  cercle  bitangent  à  l'ellipse  aux  points  A  et  a.  Si  donc 
au  point  A  on  mène  le  plan  normal  à  cette  courbe,  il  contient  ce 
point  de  contact;  par  une  raison  semblable,  il  contient  l'autre 
point  de  contact.  La  proposition  que  je  voulais  démontrer  est  donc 
établie. 

16.  Si  le  point  A  se  déplace  infiniment  peu  sur  l'ellipse,  l'hypo- 
cycloïde H  roule  sur  les  deux  droites  ^et  g;  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  de  contact  est  une  corde  commune  aux  deux  courbes 
et,  de  plus,  leur  est  tangente;  par  suite,  elle  a  une  longueur  con- 
stante. 

Donc  : 

Les  traces,  sur  le  plan  P,  des  plans  normaux  à  l'ellipse  E 
enveloppent  une  hypocy cloïde  à  quatre  points  de  rebroussement. 
Le  lieu  des  centres  des  sphères  doublement  tangentes  à  l'ellipse 
se  compose  des  deux  tangentes  doubles  de  rebroussement  de  cette 
liypocy cloïde . 

17.  Au  lieu  de  considérer  une  ellipse,  j'aurais  pu  considérer  une 
biquadralique  quelconque,  ayant  pour  plan  de  symétrie  le  plan  Pet 
située  sur  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  situé  dans  ce  plan. 

Sans  rien  changer  aux  démonstrations  qui  précèdent,  on  obtien- 
drait facilement  les  propositions  qui  suivent  : 

Etant  donnée  une  bi quadratique  résultant  de  l'intersection 
d'un  cylindre  droit,  ayant  pour  base  un  cercle  situé  dans  un 
plan  P,  avec  une  surface  quelconque  du  second  ordre  ayant  ce 
plan  pour  plan  de  symétrie,  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui, 
passant  par  les  extrémités  d'une  corde  de  la  courbe  perpendicu- 
laire au  plan  P,  sont  doublement  tangentes  à  cette  courbe,  est 
une  In poc)  cloïde  TI  à  trois  poi/its  de  rebroussement  située  dans 
le  plan  de  sj  métrie. 
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Si  l'on  considère  les  diverses  cordes  de  la  courbe  perpendicu- 
laires au  plan  P,  les  diverses  hypocycloïdes  qui  leur  correspondent 
sont  identiques  et  ne  diffèrent  que  par  leur  position  dans  le  plan. 

Les  traces  sur  le  plan  de  symétrie  des  plans  normaux  à  la  bi~ 
quadratique  enveloppent  une  hypocycloïde  à  quatre  points  de 
rebrous  sèment. 

Les  centres  des  sphères  quadruplement  tangentes  ci  la  biqua- 
dratique  décrivent  les  deux  droites  rectangulaires  qui  constituent 
les  tangentes  doubles  de  rebroussement  de  cette  dernière  hypo- 
cycloïde. 

18.  La  considération  des  trois  points  de  rebroussement  de  l'hypo- 
cycloïde  H  conduit,  relativement  aux  biquadratiques  douées  d'un 
plan  de  symétrie,  à  un  théorème  analogue  à  celui  qui  a  été  donné 
par  Steiner  relativement  aux  coniques,  et  que  j'ai  rappelé  plus 
haut. 

Comme  il  est  facile  de  le  voir,  il  n'est  pas  besoin  de  supposer 
que  la  projection  de  la  biquadratique  sur  le  plan  de  symétrie  soit 
un  cercle,  et  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  biquadratique  quelconque  ayant  pour  plan 
de  symétrie  un  plan  donné  P,  par  les  extrémités  d'une  corde 
quelconque  de  cette  courbe  perpendiculaire  au  plan  P,  on  peut 
mener  trois  sphères  qui  ont  avec  la  courbe  un  double  contact  du 
second  ordre;  les  six  points  de  contact  et  les  extrémités  de  la 
corde  sont  sur  une  même  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  de 
symétrie. 

Si  la  biquadratique  se  projette  suivant  un  cercle  sur  le  plan  de 
symétrie,  on  peut  ajouter  que  : 

Les  centres  des  trois  sphères  qui  ont  un  double  contact  sont  les 
sommets  d'un  triangle  équilatéral,  -et  le  centre  de  la  sphère  (pu 
contient  les  points  de  contact  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à 
ce  triangle. 

10.  Je  reviens  maintenant  au  cas  précédemment  étudié  de  l'el- 
lipse E,  quoique  les  considérations  suivantes  s'appliquent  encore 
sans  modification  au  eus  plus  général  où  l'on  considère  une  biqua- 
dratique. 
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J'ai  montre  que,  quand  le  point  A  se  déplaçait  sur  l'ellipse, 
l'hypocycloïde  H  se  déplaçait,  sans  changer  de  forme,  dans  le 
plan  P. 

Pour  étudier  la  loi  de  ce  déplacement,  je  remarque  que,  en  dé- 
signant respectivement  par  9  et  y  les  points  où  H  touche  les 
droitesy*et  g,  la  droite  <py  a  une  longueur  constante,  que  j'appel- 
lerai 4R-  Les  normales  à  la  courbe  menées  aux  points  9  et  y  se 
rencontrent  en  un  point  dont  la  distance  au  point  d'intersection 
dey  et  de  g  est  constante  et  égale  à  4R-  Le  centre  instantané  de 
rotation  décrit  donc  dans  le  plan  un  cercle  de  rayon  égal  à  4R- 
On  sait  d'ailleurs  que,  relativement  à  la  courbe,  il  décrit  le  cercle 
qui  lui  est  circonscrit  et  dont  le  rayon  est  égal  à  3R. 

On  peut,  par  suite,  se  représenter  ainsi  qu'il  suit  le  déplacement 
de  l'hypocycloïde  dans  son  plan  : 

Imaginons  un  cercle  K  de  rayon  égal  à  4R>  puis  deux  autres 
cercles  K'  et  K"  de  rayons  respectivement  égaux  à  3R  et  à  2R 
et  qui  touchent  tous  les  deux  K  au  même  point  M.  Si  l'on  consi- 
dère le  diamètre  A  du  cercle  K"  qui  passe  par  le  point  M,  et  si 
ion  fait  rouler  ce  cercle  dans  le  cercle  K',  supposé  fixe,  en  entraî- 
nant avec  lui  ce  diamètre,  on  sait  que  cette  droite  enveloppe  une 
hypocycloïde  H  à  trois  points  de  rebroussement  inscrite  dans  le 
cercle  R'. 

Si  maintenant  on  suppose  que,  cette  courbe  restant  inva- 
riablement liée  au  cercle  K',  on  fasse  rouler  ce  cercle  dans  le 
cercle  R,  l'hypocycloïde  prendra  successivement  les  diverses  po- 
sitions qui  correspondent  aux  diverses  positions  du  point  A  sur 
l'ellipse. 

Si,  de  plus,  on  imagine  que  le  cercle  R"  roule,  en  même  temps 
que  le  cercle  K',  dans  l'intérieur  du  cercle  K,  et  de  façon  qu'ils 
le  touchent  tous  les  deux  toujours  au  même  point,  la  droite  A, 
dans  ce  mouvement,  enveloppera  l'hypocycloïde  à  quatre  points 
de  rebroussement  qui  est  l'enveloppe  des  traces  des  plans  normaux 
à  l  ellipse,  tandis  que  ses  extrémités  décriront  les  axes  de  cette 
hypocycloïde. 

20.  Considérons  les  deux  hypocycloïdes  H  et  H'  qui  corres- 
pondent à  deux  points  donnés  A  et  B  de  l'ellipse  E. 
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Soit  R  un  point  quelconque  de  cette  ellipse  ;  les  plans  menés 
respectivement  par  les  milieux  des  deux  cordes  AB  et  BR  et  nor- 
malement à  ces  cordes  coupent  le  plan  P  suivant  deux  droites  (3 
et  y  respectivement  tangentes  aux  courbes  H  et  H'. 

Si,  comme  précédemment,  nous  appelons  D  la  droite  suivant 
laquelle  le  plan  P  est  coupé  par  le  plan  mené  par  le  milieu  de  AB 
et  perpendiculairement  à  cette  corde,  nous  savons  que  D  est  à  la 
fois  une  tangente  commune  et  une  corde  commune  à  H  et  à  H'. 
D'ailleurs,  les  perpendiculaires  élevées  aux  points  milieux  des  côtés 
d'un  triangle  se  coupant  en  un  même  point,  il  en  résulte  que  les 
tangentes  |3  et  y  se  rencontrent  en  un  point  de  D.  Elles  sont,  du 
reste,  perpendiculaires  aux  projections  sur  le  plan  P  des  cordes  AR 
et  BR,  et,  comme  ces  cordes  font  un  angle  constant  (leur  point  de 
rencontre  décrit,  en  effet,  le  cercle  C,  tandis  qu'elles  tournent 
autour  de  points  fixes  de  ce  cercle),  il  en  est  de  même  de  ces  tan- 
gentes. 

D'où  le  théorème  suivant,  que  j'ai  déjà  démontré  plus  haut  : 

Si  l'on  considère  une  droite  quelconque  tangente  à  une  hjpocy- 
cloïde à  trois  points  de  rebroussement ,  et  si  l  on  imagine  un  angle 
de  grandeur  constante  dont  le  sommet  décrit  cette  droite,  tandis 
qu'un  de  ses  côtés  demeure  tangent  à  la  courbe,  le  second  côté  de 
cet  angle  enveloppe  une  hypocycloïde  égale  à  la  première . 

21.  Les  considérations  géométriques  très-simples  dont  je  me 
suis  servi  trouvent  d'ailleurs,  dans  d'autres  questions,  des  appli- 
cations intéressantes.  Je  me  bornerai  ici  à  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Supposons  que  le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante 
décrive  une  droite  D,  tandis  que  ses  côtés  enveloppent  deux 
courbes  RetR';  pour  une  position  donnée  de  l'angle,  soient  res- 
pectivement a  et  a'  les  j)oints  de  contact  des  deux  côtés. 

Cela  posé,  si  l'on  construit  l' hypocycloïde  à  trois  points  de 
rebroussement  qui  oscule  la  courbe  K  au  point  a  et  touche  la 
droite  D,  puis  i hjpocycloïde  qui  oscule  la  courbe  YJ  au  point  a' 
et  touche  également  la  droite  D,  ces  deux  hypocycloïdes  sont 
égales  et  rencontrent  D  aux  deux  mêmes  points. 
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Sur  un  système  de  trois  équations  différentielles  totales  qui 
définissent  la  moyenne  arithmético- géométrique  de  quatre 
éléments;  par  M.  C.-W.  Bouchardt. 

(Séance  du  25  avril  1879.) 

La  moyenne  arithmético-géométrique  de  deux  éléments  a,  b  est 
une  fonction  de  ces  éléments  qui  satisfait,  comme  on  sait,  à  l'é- 
quation 

/ri(a+è),  y/^1  =:/(«,  b). 

En  partant  de  cette  équation,  j'ai  montré,  dans  un  travail  inséré 
au  tome  58  de  mon  Journal,  que  la  moyenne  arithmético-géomé- 
trique de  deux  éléments  peut  être  définie  par  une  équation  diffé- 
rentielle ordinaire  du  premier  ordre  et  du  second  degré  par  rap- 
port à  la  variable  dépendante,  résultat  que  M.  Bertrand  a  trouvé 
digne  de  faire  entrer  dans  son  grand  Ouvrage  sur  le  Calcul  infini- 
tésimal. 

Dans  mes  études  sur  la  moyenne  arithmético-géométrique  de 
quatre  éléments,  j'ai  tâché  de  trouver  une  définition  analogue  de 
cette  nouvelle  transcendante.  Le  résultat  que  j'ai  trouvé  ne  pré- 
sente pas  encore  toute  la  simplicité  que  j'aurais  désirée,  et,  dans 
la  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Berlin  (séance  du  2  novembre  1876),  je  me  suis  même  contenté 
d'en  indiquer  seulement  la  forme  générale,  sans  donner  les  formules 
dans  leur  détail. 

Mais  comme,  dans  un  sujet  nouveau,  un  résultat  sûr,  ne  fùt-cc 
même  pas  dans  sa  forme  définitive,  peut  être  utile  pour  des  re- 
cherches ultérieures,  j'espère  qu'il  ne  sera  pas  sans  intérêt  pour  la 
Société  de  connaître  le  système  d'équations  différentielles  tel  que 
je  l'ai  trouvé. 

Soient  a,  b,  c,  e  quatre  éléments  positifs  rangés  dans  leur  ordre 
décroissant  et  qui  satisfont  à  l'inégalité 

ae  —  bc~2>  o; 
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Soi  enl 

a  =  a-+-b-hc-\-e, 

6  =  ft+  /;  —  c  —  c, 
c  =  a  - —  b  -+-  c  —  e, 
e  =  a  —  b  —  c  -h  e, 

1  b'  —  y/aï  -4-  y/ CC,      2  b"  =  y/Ô6  —  \(t. 

ic'  =  \j  ac  h-  ybe,     ic"  =  y/oc  —  y/be, 

2  6''  =  y/ae  -+-  y/bc,     ie"  =  y/âë  —  y/bc, 

toutes  les  racines  étant  prises  avec  le  signe  positif,  et  soit  g  la 
limite  commune  à  laquelle  on  est  conduit  en  appliquant  un  nombre 
indéfini  de  fois  l'algorithme 

a\  =  y(rt-t-&+c-t-e), 


/>,  =  -(  y/«£  H-  \Jce  ) , 
c,  =  -  (y/«c  -(-  y/6e), 
<?!  =  -\\f(ïe  -+-  sjbc). 

Cela  posé,  il  s'agit  de  définir  la  limite  g  par  des  équations  diffé- 
rentielles. 

Je  choisirai  comme  variables  indépendantes  les  trois  quantités 

eb"  bc"  ce" 

'  cb  ec  be 

En  posant 

p'  =  i  —  <y  +  «77-,      g'  =  I  —  r  -f-  ;y,\      ;•'  =  i  —  p  -4-  /"/, 
je  déduirai  de  /j,  q,  r  les  expressions  rationnelles 

i  —  7.1  —  r  _  I  —  r.i  —  /?  1  —  /j.  1  —  y 

/>„  = /? >      Vo- ^ >      '0-        -77- 

/V  „   _     77'  ,.  _       "''     , 


Po7  r  7o'/'  ro/>7 

Comme  variables  dépendantes,  j'introduirai  trois  quantités  s, 
1.  11  qui  dérivenl  de  la  transcendante  g  au  moyen  de  diflerentia- 
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tions  partielles,  et  que  Ton  définit  de  la  manière  la  plus  simple  par 
une  seule  équation  différentielle  totale  : 

,,       g  dp  dq  dr 

2rflog  -  =  .v/?0 h  tq0  —  -+-  ur0  — .    / 

a  p  q  r 

Cela  posé,  les  différentielles  ds,  dl,  du  s'expriment  en  fonctions 
linéaires  de  dp,  dq,  dr  et  du  second  ordre  en  s,  t,  u. 
Pour  plus  de  simplicité,  je  poserai 


dp         . 

dq         . 

dr 

Po—=  1P, 

îo  —  =  °q> 

r0—  =  vr, 

P 

q 

r 

dp  dq  dr 

PoPi  —  =  *iPt      îofl~  =«iî,      'o  ri  —  =  rH  >\ 

dlog[p0q9r0)  =  A, 
S  —  t  —  K=2.fh       —  S  -4-  t  —  U  =  2fj,       —  S  —  t-+-  B  =  9Hj. 

Alors  les  équations  différentielles  qui  définissent  5,  £,  u  peuvent 
être  écrites  sous  la  forme  suivante  : 

o  —  nds  -4-  A.J  -4-  (?,  -4-  r^àip  -4-  (/?i-f-  j)(?i7  +  (/>]  —  s)  à\>"  —  S, 
o=  idt  +  A.?  -i-  (<7j—  *)<?,/>  -4-  (/?i-f-  rJJtj  H-  (^-H  r)  'î,/-  —  T, 
o  =  zdu  -f-  à.u-h  (rt-\-  u)  âtp  -4-  (r,  —  a)  olq  +  (^  -4-  <y,)a, /"  —  U, 

S,  T,  U  désignant  les  expressions  suivantes  : 

S  =  S*Sp    ■+-  «[  oq  +  £^  or, 
T  =  u*  o/>  -t-  t*9q  -t-  ï*  Jr, 

U  =  /jO/?    -+-SjCm7   —  u-or. 

En  choisissant  s,,  £|,  z*,  comme  variables  dépendantes,  les  équa- 
tions différentielles  prennent  la  forme 

o  =  idsi  +  A. .v,  —  (*,  -4-  f,  -4-  r1)ty1  +  (  \j  —  ?1-4-  a,)  fr,  -4-  Slt 
O  =  2<fct  -4-  A.ft  —  [px  -+-  ft  H-  «,)  Jr,  -r-  (  .v,  +  f,  —  r,  )  J/»,  +  T„ 
0  =  2<fa1  + A.Kt->-  («t+ft'H-  «1)07^1+  (  —  /?i-f  *!-+-  "1)  o^i  -f-  Ui, 

S4,  T,,  U<  désignant  les  expressions 

Sj  =  —  f,  Uiop  -4-  5t  ( ïj  -hu1)âq  +  SA  (  5,  -4-  f,  )  or, 
Tt  =  «i  (*i-+-  «1)  o>  —  st  u,  oq  ■+■  *t(*i  +  tt)  Sr, 

U,  =  «,(/,  -1-  «i)ô/?  -4-  «i(-yt  +  ut)Sq  —  »i*i  Sr. 
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Ce  système  de  trois  équations  différentielles  totales  présente 
dans  sa  forme  une  analogie  remarquable  avec  l'équation  différen- 
tielle unique  qui  définit  la  moyenne  arithmético-géométrique  de 
deux  éléments.  Les  variables  indépendantes  p,  q,  r  ne  sont  pas  les 
seules  pour  lesquelles  on  trouve  un  système  d'équations  différen- 
tielles semblable  à  celui  que  l'on  vient  de  proposer,  et  c'est,  comme 
je  l'espère,  un  autre  choix  de  variables  indépendantes  qui  conduira 
à  un  système  plus  simple  d'équations  différentielles. 

Le  système  proposé  d'équations  différentielles  totales,  étant  in- 
tégré, donne  des  expressions  qui  contiennent  des  constantes  arbi- 
traires. Concevons  que  l'on  ait  donné  à  ces  constantes  les  valeurs 
particulières  qu'elles  prennent  dans  le  cas  où  g  est  la  moyenne 
arithmético-géométrique  des  éléments  a,  b,  c,  e. 

Dans  ce  cas,  les  équations  différentielles  proposées  s'intègrent 
par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  et  produits  de 
puissances  ascendantes  de  i  —  p,  i  —  q,  i  —  ;•,  et  qui  convergent, 
lorsque  chacune  de  ces  différences  est  plus  petite  que  l'unité, 
ce  que  l'on  démontre  aisément  en  introduisant  dans  l'intégrale 
double  (*)  par  laquelle  j'ai  défini  la  moyenne  arithmético-géomé- 
trique de  a,  b,  c,  e  les  quantités  />,  q,  r. 

En  négligeant,  dans  ce  développement,  les  termes  du  second 
ordre  et  des  ordres  supérieurs,  on  obtient 

a 

-  =  i, 

g 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  développement,  il  n'y  a  point  de  termes 
du  premier  ordre,  ce  qui  suffit  pour  déterminer  les  valeurs  que 
prennent  dans  le  cas  dont  il  s'agit  les  constantes  de  l'intégration. 
De  ce  qui  précède  il  résulte  que  l'on  peut  développer  suivant 
les  puissances  et  produits  de  puissances  de  i — p,  i  —  q,  i  —  r  la 

transcendante  -■>  en  se  servant,  pour  le  calcul  des  coefficients,  des 

S 
équations  différentielles  données  plus  haut. 

Je  terminerai  cette  Note  en  indiquant,  à  cause  de  sa  simplicité, 


(')  Voir  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  année  1878,  p.  96  (Classe;  mathéma- 
tique). 
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le  résultat  auquel  on  parvient  pour  les  termes  du  second  ordre, 
qui  sont 

|{i  -  q)  (i  -  r)  +  j(l  —,,)(i- r)  +  j(i—  p)(l~  q). 


Sur  l'indice  des  fractions  rationnelles  ;  par  M.  Hekmite. 

(Séance  du  25  avril  1879.) 

Soient  U  et  V  deux  polynômes  de  degré  n  et  n  —  1,  que  je 
supposerai  premiers  entre  eux;  je  me  propose  de  montrer,  par 
une  considération  directe  et  entièrement  élémentaire,  que  l'indice 

V 

de  la  fraction  —  »  entre  les  limites  — 00  et  -+-  ce   de  la  variable, 

donne  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  imaginaires  de 
l'équation  U  -f-  i\  =  o,  où  le  coefficient  de  i  est  positif,  et  le 
nombre  de  ces  racines  où  il  est  négatif.  Soit,  à  cet  effet, 

U  -(-  i V  =  [x  —  «j  —  ibt  )  [x  —  a2  —  ib2) .  .  .  [x  —  an  —  ibn  , 


et  posons 


U,  +  «  V,  - 


de  sorte  qu'on  ait 

D  +  iV  =  (*  -  a,  -  ibt  )  (U,  h-  iVt), 

et,  par  conséquent, 

U  =  (.r  —  «i)U,+  &jV„ 
V  =  -^1U1+(x-«1)V1. 

Je  remarque  d'abord  qu'il  résulte  de  ces  relations  que  les  poly- 
nômes U  et  Uj  sont  premiers  entre  eux;  car  autrement  U  et  \ 
auraient  un  diviseur  commun,  contre  la  supposition  faite.  Cela 
posé,  l'égalité 

(u +  iV) (u, -  iv, )  =  [.r~ai- ibx ) (u;  +  v») 

donne,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  i, 

vu.-uv.^-^um-v?) 
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ou  bien 

V        V,_         6,(UÎ  +  VÎ 


u     u,  uu, 

Faisons  croître  maintenant  la  variable  de  — oo  à  H- oc  ;  puisque 
les  polynômes  U  et  U(  ne  peuvent  s'évanouir  pour  la  11101110  valeur, 
on   voit  que  l'indice  du  premier  membre  sera  la  différence  des 

indices  des  fractions  —  et  — j  qui  va  s'obtenir  immédiatement. 
»  '  1 

Supprimons,  en  effet,  le  facteur  positif  U,-f-V|  ;  nous  sommes 
amené  à  la  quantité  ■>   dont  la  réciproque  a  un  indice  oui,  de 

sorte  qu'il  suffit  d'appliquer  la  proposition  contenue  dans  l'égalité 

où  e  ==  -h  1  lorsque  y(x0)^>o,  J  (  xt  )  <C  o  ,  e  = — 1  si  Ton  a 
f'(xo)  <C  °i  f(xt)  >  °-  cL  Snfin  £  —  o  lorsque  /(.To)  et  f(xt) 
sont  de  même  signe.  Dans  le  cas  présent,  x0  =  —  ce  ,  .r,  =-1-00  ; 
d'ailleurs  U  et  U(  sont  de  degrés  net  n- — 1  :  il  en  résulte  que  e 
sera  +1  ou  — 1  suivant  que  b,  sera  positif  ou  négatif. 

La  proposition  énoncée  à  l'égard  de  l'équation  U-b  iV  =  o,  de 
degré  n,  se  trouve  ainsi  ramenée  au  cas  de  l'équation  l  ',-+-  i\  1  =  0, 
dont  le  degré  est  moindre  d'une  unité,  et,  de  proche  en  proche, 
on  arrivera  au  cas  le  plus  simple,  à  savoir 

x  —  <in—  ibn  =  o, 

où  elle  se  vérifie  immédiatement. 

Une  première  conséquence  à  en  tirer,  c'est  que,  en  désignant 

V 
par  I  l'indice  de  —■>  c'est-à-dire  l'excès  du  nombre  de  fois  que  cette 

fraction,  en  devenant  infinie,  passe  du  positif  au  négatif  sur  le 
nombre  de  fois  qu'elle  passe  du  négatif  au  positif,  le  nombre 
des  racines  imaginaires  de  l'équation  U-t-iV=o  dans  lesquelles 

le  coefficient  de  i  est  positif  est  donné  par  la  formule        — • 

Supposons  ensuite  que,  en  changeant  x  <'n  x  H-  iA,  U  -h  i\   de- 

V-, 
vienne  U-,.-!-/\  ■. .  el  >oii   I,  l'indice  de  — •   Le  nombre  des  racines 

VII.  <) 
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de   l'équation    proposée    dans    lesquelles    le    coefficient    de   i  est 

h  -h  n     ,      „  ,      I,.  —  I,  <     . 

supérieur   a  A   sera :    la    iormulc  donnera  donc,   en 

1  2  2 

supposant  À<^/.\  le  nombre  des  racines  où  le  coefficient  de  i  est 
compris  en  ire  les  deux  limites  /.  et  //.  La  transformée  déduite  de 
l'équation  L  -+-  A  =  o  par  le  changement  de  x  en  ix  conduira 
d'ailleurs  de  la  même  manière  au  nombre  des  racines  dont  la 
partie  réelle  est  dans  un  intervalle  donné.  Considérons  encore 
l'équation  en  y  obtenue  en  faisant 


et  la  droite  passant  par  les  points  dont  les  affïxes  sont  g  cl  h. 
L'indice  relatif  à  cette  nouvelle  transformée  donnera  le  nombre 
des  racines  de  la  proposée  qui  sont  au-dessus  ou  au-dessous  de 
cette  droite,  et,  si  nous  remplaçons  g  et  h  par  g  -f-  À  et  h-\-k, 
de  manière  à  définir  une  seconde  droite  parallèle  à  la  première, 
la  demi-différence  dc>  indices  relatifs  aux  deux  transformées 
représentera  le  nombre  des  racines  comprises  entre  les  deux  pa- 
rallèles. 

En  dernier  lieu,  je  remarquerai  que,  si  l'on  suppose  les  quan- 
tités A,,  />2 J>„  toutes  de  même  signe,  on  a 

I  =  H-  //     ou      I  =  —  //. 

selon  qu'elles  seront  positives  ou  négatives.  Dans  les  deux  cas,  la 

V        . 

liai  lion  —  doit,  par  conséquent,  passer  n  fois  par  l'infini  lorsque 

la  variable  croît  de  — ce  à  H-oo  ;  ainsi  l'équation  U  =  o  a  néces- 
sairemenl  toutes  sc<  racines  réelles.  <  !  esl  doue  un  nouvel  exemple 
qui  s'ajoute,  en  Ugèbre,  a  l'équation  dont  dépendent  les  inégalités 
séculaires  du  mouvemenl  elliptique  des  planètes  et  qui  a  été  l'objet 
du  travail  célèbre  de  notre  confrère  M.  Borchardt.  Je  ne  tenterai 
point  de  suivre  la  voie  qu'a  ouverte  l'illustre  géomètre  en  appli- 
quant le  théorème  de  Sturm  à  l'équation  L  =o  pour  obtenir,  sous 
forme  de  sommes  île  carrés,  les  fonctions  littérales  dont  dépendent 
le-  conditions  de  réalité  dc>  racines;  mais  je  sai-i>  l'occasion  d'em- 
ployer, pour  démontrer  directement  la  propriété  que  j'ai  en  vue, 
une  méthode   que   Sturm    a  lui-même   donnée   dan-  une  Note  du 
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Journal  de  M.  Liouville ,  publiée  à  la  suite  d'un  travail  de 
M.  Gascheau,  intitulé  application  du  théorème  de  Sturm  aux 
transformées  des  équations  binômes,  t.  VII,  p.  126'  (voir  aussi  le 
Cours  d' Algèbre  supérieure  de  M.  Serret,  t.  I,  p.  i83).  J'intro- 
duis, à  cet  effet,  la  série  entière  des  polynômes  U(,  U2,  ....  Uw_t, 
en  posant 

U/,-  -h  /V/,  =    *  —  ak+i  —  ibA+i     ./•  —  aA+2  -  -  ibk+i  ) .  .  .  (x  —  an  —  ibn), 

et  je  remarque  que  la  suite 

U,  U„  U„    .  .  .,  U„_i,    1 

présente  n  variations  pour  x  =  —  co  et  n  permanences  pour 
x  =  -f-  co  .  J'observe  ensuite  que  trois  fonctions  consécutives 
quelconques,  par  exemple  U,  Ut,  U2,  sont  liées  par  la  relation 

b%V  —  [bt(x  —  a%)  -+-  62(.r  —  «1)]U1+  bx[[x  —  a2..2H-  b\]V«  =  o. 

Sous  la  condition  admise  à  l'égard  des  quantités  bt,  b2,  .  .  . ,  on 
voit  donc  que,  quand  une  fonction  s'annule,  la  précédente  et  la 
suivante  sont  de  signes  contraires;  il  en  résulte  que,  en  faisant 
croître  la  variable  de  —  co  à  -+-  00  ,  des  changements  dans  le  nombre 
des  variations  de  la  suite  considérée  ne  peuvent  se  produire  qu'au- 
tant que  c'est  la  première  fonction  qui  s'évanouit.  Puisqu'on  perd 
n  variations,  il  est  donc  démontré  que  le  polynôme  U  passe  n  fois 
par  zéro;  en  même  temps  nous  voyons  que,  à  l'égard  de  U,  la 
fonction  U,   possède  la  propriété  caractéristique   de  la   dérivée, 

,   j-  ,  U  •  ,, 

c  est-a-dire  que  le  rapport  —  passe  toujours,  en  s  évanouissant, 

du  négatif  au  positif,  {jour  des  valeurs  croissantes  de  la  variable. 
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Note  relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre 
de  gravité;  par  M.  Jung. 

(Séance  du  9  mai  1879.) 

Deux  Notes  intéressantes  sur  le  même  sujet  de  nos  savants  con- 
frères MM.  Laisant  et  Darboux  (')  ont  inspiré  les  considérations 
qui  forment  l'objet  de  cette  Communication. 

Étant  données  n  niasses  mt  concentrées  en  autant  de  points  A, 
d'un  plan  ît  (i  =  i,  2,  . .  . ,  n),  soient  G  leur  centre  de  gravité  et  M 
leur  somme  S/;/,  c'est-à-dire  la  masse  totale.  Désignant  par  (x), 
(y)  deux  droites  orthogonales  du  plan  tz  se  coupant  au  point  quel- 
conque O,  et  par  Xi,yi  les  coordonnées  de  A/  par  rapport  à  ces 
droites,  supposons  formées  les  sommes  3X  =  2/ra/j^?  et  Jr=Era,- x?, 
qui  sont  respectivement  les  moments  d'inertie  des  ira,  par  rapport 
aux  droites  [x)  et  [y)  considérées  successivement  comme  axes  de 
moments. 

Si  Xo,  )o  désignent  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G,  et 
hx,  hy  les  rayons  de  gyration  relatifs  à  (x)  et  à  (y)',  si,  en  outre, 
X  étant  l'antipôle  de  [x)  [c'est-à-dire  le  centre  de  second  degré  du 
système  par  rapport  à  l'axe  (x)],  yx  en  est  l'ordonnée,  et  si,  Y 
étant  L'antipôle  de  (y),  xr  en  est  l'abscisse,  on  aura  les  relations 
bien  connues 

2 /»,  .rf  =  h*  M  =  x0 x ,  M . 
lesquelles,  dbservant  (juc  x'j  -f-  )  j  —  ÔAt-  ,  donnent,  par  addition, 

^  /H,-  ÔÂ*  =  (  k%  +k*)  M  =  [-T0  Xy  +  .1  ■„ .  i .,.  !  M . 

Maintenant,  soient  [x')  |j  (x)  cl  (y')  ||  (j  )  deux  autres  axes  de 
coordonnées  passant  par  G,  et  désignons  par  ,v'y  la  nouvelle  ab- 
scisse de  Y  et  par  yx  la  nouvelle  ordonnée  de  X,  de  manière  que 
xY—  x0-\-x'r,  jx=y0+-  )'/.  alors  on  trouve,  posant  OG  =  D, 

x0x3  -i-.i„  >  ,   -    l>  '„•*-',  -r-j 


")   Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  19  1,   et  t.  Vit,  p.  7. 
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On  a  donc,  en  résumant, 
(a)  2m,OAt  =H2M, 

où 

(1)  £?  =  *»  +  *«, 

(2)  H2  =  ^o"f'.v+  r0ja-, 

(  3  )  H2  =  D2  -+-  (  x0  x'y  -f-jo/*),     D  =  ÔG  ; 

chacune  de  ces  identités,  combinée  avec  l'équation  (a),  donne  un 
théorème  bien  facile  à  énoncer.  Par  exemple,  de  l'équation  (1), 
on  a  : 

i°  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  cathètes 
les  rayons  de  gyralion  correspondant  à  deux  droites  orthogo- 
nales quelconques  passant  par  O,  multipliée  par  la  niasse  totale  M, 

est,  quel  que  soit  le  point  O,  égale  à  la  somme  Z//*;  OA;  . 
Proposition  qui  contient  le  théorème  bien  connu  : 

La  somme  Jx-+-  J>-  relative  à  deux  droites  (x),  [y)  de  t.,  ortho- 
gonales et  passant  par  O,  est  indépendante  de  l'orientation  des 
(x),  (y)  dans  le  plan  tt. 

Et  de  l'équation  (2)  on  a  : 

20  Si  X  et  Y  sont  les  antipôles  de  ces  droites  (x)  et  (y),  la 
somme  de  rectangles  (x0xr-+-y0jx)  ayant  pour  dimensions, 
l'un  les  distances  de  Y  et  G  de  (x),  et  l'autre  les  distances  de  X 
et  G  de  (y),  est  aussi  indépendante  de  l'orientation  de  [x)  et  (  7  ) 

dans  le  plan  7r,  et  se  conserve  constamment  égale  à  Sz/z/OA/  . 

De  l'équation  (3),  II  et  D  ne  dépendant  que  de  O  et  G.  on 
tire  une  proposition  analogue  qui  se  rapporte  à  la  somme  de  rec- 
tangles (x0x'y-{-j  „;)', 

Mais  il  v  a  de  plus  : 

3°  Celte  dernière  somme  |  .r„  Xy  •+-  }  0J  \.  )  ,  non-seulement  ne 
dépend  pas  de.  I 'orientation  des  droites  x)  et  (  r)  dans  le  plan  ~, 
mais  elle  est  indépendante  même  de  O,  c'est-à-dire  quelle  reste 
invariable  de  quelque  manière  que.  le  point  O  •-■•■  déplace  en  t.. 
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(  )n  pourrait  se  persuader  de  celte  vénlé  parlant  du  théorème  11 
de  Lagrange  ;  niais,  indépendamment  de  ce  théorème,  elle  se  dé- 
montre  par  la  simple  observation  que,  l'orientation  de  [x),  (y),  et 
par  conséquent  de  {x'),  [y'),  n'ayant  pas  d'influence  sur  la  valeur 
(xox'-i-yoy'x),  on  peut  supposer  que  (x'),  (y')  coïncident  avec 
les  axes  principaux  (x'),  \j  ')  du  système.  En  effet,  désignant 
par  x0,  7 •(,,  x' }  y'x  ^c*  quantités  relatives  à  cette  orientation  parti- 
culière, analogues  à  x0,y0.  x'r,y'x,  par  kx,  kx  les  rayons  de  g\ ra- 
tion correspondant  à  \x'),  (  />  '),  et  par/..,,  ky  ceux  relatifs  à  deux 
autres  axes  orthogonaux  r  .  y')  passant  parle  centre  de  gra- 
vité <ï.  on  a 

et 

XçXy    =     kx,  J':iJ}\,     ■==■     /<    y 

par  conséquent,     x' )  étant  perpendiculaire  à  |  ) 

/■;.  +  /,  *  =  kx  -\-  /.';  =  ronst.  =  x0.Ty  -+-  )  c.  n.  p.  d. 

Posant 

(4)  i-  =  ' 

au  lieu  des  équations    3  )  et  [a  .  on  peut  écrire 

(5)  H2  =  D2+K^. 

(6)  Z/W/ÔaT^D'M  -+-Z/ra,G 

Maintenant,  si  Ton  convient  de  nommer  moment  d'inertie  du 
système  par  rapport  (ou   correspondant  )  à  un  point  O  la  somme 

Sira/OA,-  ,  et  rayon  de  gyration  par  rapport  à  O  le  segment  H 
défini  par  l'identité 

.ni   O  V 


11^  = 


M 


(')  On  sait  qu'un  point  est  réciproque  (conjugué)  à  tous  les  points  de  son  anti- 
polaire; que  les  points  réciproques  AA',  MB',  C.C,  ...  places  sur  une  droite  r  sont 
conjugués  en  involution;  que,  si  r  passe  par  G,  ce  point  est  le  centre  de  l'invotution; 
et  qu'enfin  la  constante  G  A.  G  A'  de  cette  involution  est  (en  valeur  absolue)  égale  au 
carre  du  rayon  de  gyration  correspondant  au  diamètre  conjugué  à  r  (voir,  par 
exemple,  mes  Notes  dans  les  Rendiconti,  années  187.1,  1876,  1 S79 ). 
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les  ('([nations  (5)  et  0  permettent  de  conclure  qu'entre  deux 
moments  d'inertie  se  rapportant,  l'un  à  un  point  arbitraire  O, 
l'autre  au  centre  de  gravité  G  du  système  donné  de  masses,  et 
entre  les  rayons  correspondants  de  gvration  H  etK,  il  v  a  la  même 
relation  bien  connue  qui  existe  entre  les  quantités  analogues  se 
rapportant  à  un  axe  quelconque  (x )  et  à  Taxe  parallèle  (a:')  passant 
par  G.  c'est-à-dire  qu'on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  A.  —  Le  moment  d'inertie  du  système  de  masses 
données  par  rapport  à  un  point  O  [ou  à  un  axe  (x)]  est  égal  au 
moment  d'inertie  du  système  par  rapport  au  centre  de  gravité  G 
[ou  respectivement  par  rapport  à  Taxe  barycentrique  [x')  ||  (x)], 
augmenté  du  moment  d'inertie  par  rapport  au  même  point  O 
[ou  respectivement  par  rapport  au  même  axe  (x)]  de  la  masse 
totale  M  concentrée  au  point  G.  Le  rayon  de  gy ration  H  par 
rapport  à  O  [ou  à  (x)]  est  V hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
ayant  pour  côtés  ;  i°  la  distance  D  du  point  O  [ou  respectivement 
de  l'axe  (x)]  de  G;  2°  le  rayon  de  gyration  R  relatif  à  G  [ou 
respectivement  à  (x')]. 

Tout  ce  qui  précède  est  indépendant  <\q^  théorèmes  de  Lagran^e, 
et  il  serait  bien  facile  d'en  déduire  ces  deux  théorèmes;  mais  je 
préfère  les  considérer  comme  connus  et  remarquer  que,  si  l'on 
en  invoque  un,  l'autre  s'ensuit  immédiatement  de  l'équation  (>  . 
En  elfet,  pour  s'en  convaincre,  il  suffit  d'observer  que  les  deux 
théorèmes  do  Lagrange  s'expriment,  avec  nos  notations,  par  les 
identités  suivantes  : 


I2mrmsArAs  — » 


M 
II.     2mtOÂ^=JiiM  -+- 


12mrmsA    \ 


M 


et  de  comparer  ces  identités  avec  L'équation  ;(),.  L'équation  (8 
donne,  en  outre,  le  théorème  suivant  : 

Théorème  B,  —  La  somme  des  produits  des  masses  combinées 
deux  à  deux  et  respectivement  multipliées  par  le  carré  de  leur 
distance  respective  est  ('-gale  au  moment  d'inertie  du  système  pat 

rapport  au  centre  de  gravité  G,  multiplié-  pur  la  masse  totale. 
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On  peut  donc  raisonnablement  regarder  toutes  les  propositions 

énoncées  ci-dessus  comme  contenues  dans  celles  de  Lagrange,  ou, 
si  l'on  veut,  on  peut  considérer  le  théorème  A,  combiné  avec  B, 
comme  des  énoncés  différents  des  théorèmes  de  Lagrange. 
Ajoutons  encore  comme  conséquences  évidentes  : 

Théorème  C.  —  La  somme  constante  de  rectangles  x0x'r-hi  ()  y\. 
définie  j)lus  haut,  multipliée  par  le  carré  de  la  masse  totale,  est 

égale  à   la  somme  de  produits   —HmrmsArAs    définie  dans    le 
théorème  B. 

Théorème  D.  —  Quel  que  soit  le  point  O  en  t.,  si  D  est  sa  dis- 
tance du  centre  de  gravité  et  H  son  rayon  de  gyration,  la  diffé- 
rence H2  —  D2  est  constante. 

Des  considérations  tout  à  fait  semblables  aux  précédentes  con- 
duisent aux  théorèmes  analogues  pour  le  cas  où  les  masses  mi  sont 
concentrées  en  des  points  A,  placés  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace. 

Encore  une  remarque.  Le  premier  théorème  dont  M.  Darboux 
s'occupe  dans  sa  Note  s'exprime  par  la  formule 


(3  OR  =  Mlmt OA,~  —  22 mr ms A,. A,  , 

laquelle,  comme  ce  savant  géomètre  l'observe,   coïncide  avec  le 
théorème  II  de  Lagrange,  si  l'on  pose 

Par  cette  même  position,  nos  équations  (5)  et  (6)  deviennenl 

ôr2~m2;h2— k-  , 

Ôr'  =  Miffl;0.\;-  M2mi GA,-\ 
lesquelles  sont  susceptibles  de  l'interprétation  suivante  : 

Théorème  E.  —  Les  m;  étant  des  masses  concentrées  aux 
points  A^  et  O  désignant  un  point  arbitraire,  la  résultante  OH. 
des  forces  7?*/ OA/  est  telle,  que  le  rapport,  de  son  carré  au  carré 
de  la  masse  totale  est  égal  à  la  différence  des  carrés  des  deux 
rayons  de  gyration  du  système,  correspondant  l'un  au  point 
donné  O  et  l'autre  au  centre  de  gravité  (i. 
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Celle  résultante  OR  varie  en  général  avec  O;  mais  elle  reste 
constante  en  grandeur  pour  tous  les  points  O  placés  sur  une  cir- 
conférence quelconque  de  centre  G. 

Si  au  lieu  de  masses  les  mi  désignent  des  coefficients  positifs  ou 
négatifs  affectant  les  points  A/  (c'est  précisément  l'hypothèse  de 
M.  Darboux),  il  y  a  lieu  à  considérer  le  cas  de  Eto  =  M  =  o. 
Alors,  à  moins  (pie  la  résultante  011  même  ne  soit  zéro,  elle  est 
constante  en  grandeur  et  en  direction  de  quelque  manière  que 
le  point  O  se  déplace.  Cela,  entre  autres,  résulte  aussi  de  l'équa- 
tion ([3),  comme  M.  Darboux  l'a  observé. 

Mais,  dans  ce  cas,  si  on  laisse  de  côté  un  quelconque  des  points 
et  le  coefficient  relatif,  par  exemple  le  point  A/t  avec  le  coeffi- 
cient m  h  (point  affecté  qu'on  désigne  ordinairement  par  mj,  A/,), 
et  si  G0  est  le  centre  de  gravité  des  autres  n  —  i  points  affectés 
mi  Ai  (i  =  i ,  2,  .  .  . ,  h  —  i ,  h  -f-  i ,  .  ■  . ,  n),  on  sait  (  '  )  que  cette 
résultante  constante,  en  grandeur  et  en  direction,  est  donnée  par 


OR==mhG0Ah, 

de  manière  que,  dans  cette  hypothèse  de  M  =  o  et  de  011  non  zéro, 
l'équation  (fj)  devient 


ïlmr  ms  K,.\s  =  —  m\  G0  Ah  . 

Maintenant,  observant  que  m^G0Aii  n'est  autre  chose  que  le 
moment  d'inertie  du  point  A/,  affecté  du  coefficient  /;//.  par  rapport 
au  point  G0,  on  a  le  théorème  "suivant  : 

Théorème  F.  —  Si  pour  M  =  o  la  somme  constante 


"L*Linrms  A,.AS 

n'est  pas  nulle,  el/e  équivaut  au  moment  d'inertie  de  I  un  quel- 
conque Ah  des  n  points  donnés,  pris  par  rapport  au  centre  de 
gravité  G0  des  autres  n- — i  et  multiplié  par  le  coefficient  corres- 
pondant mil,  changé  de  signe. 


(')  Cremona,  Elementi  di  Calcolo graj  .  cfr.  Mobius, 

Lehrbuch  der  Statik,  i.  I,  §  107.   p,  107  (Leipzig,  1! 
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L'interprétation  de  la  même  somme  pour  le  eas  de  M  différent 
de  zéro  est  contenue  dans  le  théorème  B,  car  évidemment  ce  théo- 
rème subsiste  aussi  dans  l'hypothèse  actuelle  où  les  rrii  ne  désignent 
plus  des  masses  (ou  coefficients  ])ositifs),  mais  des  coefficients 
quelconques  [positifs  ou  négatifs). 

On  peut  considérer  ce  qui  précède  comme  une  manière  diffé- 
rente d'établir  et  d'énoncer  le  deuxième  théorème  dont  M.  Darboux 
s'est  occupé,  et  dont  on  pourrait  tirer  les  conséquences  [Bulletin, 
t.  VIT,  p.  11)  d'une  autre  manière  encore,  en  les  déduisant  direc- 
tement des  Elementi di  Calcolo  grafico  (  n°  121,  p.  63  )  cités  plus 
haut;  précisément  comme  le  premier  théorème  traité  par  M.  Dar- 
boux [lac.  cit.,  p.  8)  pourrait  aussi  se  déduire  presque  immédia- 
tement du  n°  119,  p.  65  du  même  Ouvrage  de  M.  Cremona. 


Solution  simple  d'un  problème  de  Géométrie  descriptive 
élémentaire;  par  M.  Hermàky. 

Séance  du  23  mai  i 

Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre.  (D'une  manière  plus 
générale  :  Déterminer  les  sphères  tangentes  à  quatre  plans.) 

Lemmes  évidents.  —  I.  Une  sphère  étant  inscrite  dans  un 
dièdre,  si  l'on  vient  à  fermer  le  dièdre  dans  le  sens  convenable 
pour  écraser  la  sphère,  les  points  de  contact  viennent  en  coïnci- 
dence. 

II.  Si  une  sphère  est  inscrite  dans  un  trièdre,  les  points  de 
contact  sont  tous  les  trois  à  la  même  distance  du  sommet. 

Solution.  —  Je  rabats  trois  des  faces  du  tétraèdre  sur  la  qua- 
trième prise  pour  base,  toujours  de  manière  à  écraser  la  sphère 
que  j'ai  en  vue.  Après  celte  opération,  tous  les  points  de  contact 
doivent  être  en  coïncidence  (lemme  I)  et  les  trois  rabattements 
du  sommet  doivent  être  tous  les  trois  à  la  même  distance  du  point 
où  la  coïncidence  a  lieu  (lemme  II).  Ce  point  est  donc  le  centre 
du  cercle  qui  passe  pai  le--  trois  rabattements. 
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Discussion.  —  Je  donne  un  signe  ù  chaque  rabattement,  ainsi 
qu'à  la  base,  qui  est  son  propre  rabattement,  et  je  conviens  que 
deux  rabattements  seront  de  même  signe  si  les  triangles  qui  for- 
maient les  faces  empiètent  l'un  sur  l'autre;  ils  seront  de  signes 
contraires  dans  l'autre  cas.  On  voit  immédiatement  qu'un  change- 
ment de  tous  les  signes  ne  change  pas  la  solution.  Il  y  a  toujours 
huit  solutions,  savoir  : 

-h H — I — h  ...  i  solution.  —  Sphère  inscrite  proprement  dite; 

H- H- H et  permutations. . .  4  solutions. —  Sphères  exinscrites 

analogues  aux  cercles  exinscrits  du  triangle; 

-f-H • —  et  permutations. .  .  3  solutions.  —  Sphères  inscrites 

dans  les  combles. 

J'ai  fait  la  ligure  (  '  )  pour  l'un  de  ces  derniers  cas,  qui  sont  les 
plus  intéressants. 

BGD  est  le  triangle  pris  pour  base  ;  les  rabattements  du  sommet  A 
sont  désignés  par  cette  lettre  affectée  d'un  indice  qui  rappelle  le 
sommet  opposé  au  triangle  rabattu,  et,  en  outre,  d'un  accent  dans 
le  cas  du  rabattement  de  signe  contraire  à  la  base. 

Pour  déterminer  la  sphère  du  comble  BC,  j'ai  donc  pris  les 
rabattements  Arf,  A'è  et  A|..  On  voit  immédiatement  que  les  per- 
pendiculaires aux  milieux  des  cotés  Af/A^.  et  A^A'6  sont  les  bissec- 
trices des  angles  A^BAé  et  A'6C  Ar/.  La  condition  pour  que  la  sphère 
soit  dans  le  comble  BG  est 

BCD  +  DCA  —  BCA       m  .        CED  -+-  DBA  —  CBA  ^         ,     . 
BCA  H h  CBA  H >  2  droits 

2  2 

ou 

(BCA  +  BCD  4-  DCA)  H-  (CBA  -h  CBD  4-  DBA)  >  4  droits. 

Si  cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  son  analogue  l'est  forcément 
pour  le  côté  AD,  et  la  sphère  se  trouve  dans  le  comble  dont  ce 
côté  est  le  faîte,  etc. 

Scolie.  —  Lorsqu'une  sphère  est  inscrite  dans  un  trièdre,  le 
point  de  contact  de  l'une  des  (aces  est  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  les  rabattements  du  troisième  côté  autour  des  côtés  de 

(')  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  figun 
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ladite  face.  Cela  résulte  de  la  solution  précédente,  et  cela  peut 
s'établir  directement  sans  la  considération  de  la  quatrième  face  du 
tétraèdre. 

D'autre  part,  les  distances  de  ce  point  de  contact  aux  deux 
côtés  sont  proportionnelles  aux  cotangentes  des  demi-dièdres  adja- 
cents. Cette  condition  détermine  également  une  droite  qui  passe 
par  le  point  de  contact  de  la  sphère  et  qui  doit  nécessairement 
coïncider  avec  la  bissectrice  dont  il  a  été  question. 

En  exprimant  que  cette  coïncidence  a  lieu,  on  trouve  une  série 
de  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique. 


}>ote  sur  les  relations  entre  les  éléments  caractéristiques  d'une 
courbe  gauche  et  les  accélérations  du.  point  a  ni  la  décrit;  par 
M.  Haag. 

(Séance  du  9  mai  1879.) 

Lorsqu'un  point  mobile  décrit  une  trajectoire,  il  est  clair  qu'il 
doit  exister  des  relations  entre  les  éléments  géométriques  qui 
caractérisent  cette  trajectoire  et  les  accélérations  de  divers  ordres 
du  point  qui  la  décrit.  En  effet,  la  connaissance  de  ces  accéléra- 
tions entraîne  celle  de  la  courbe,  et  par  suite  celle  des  éléments 
géométriques  qui,  comme  la  tangente,  le  plan  osculateur  et  le 
rayon  de  courbure,  servent  à  la  caractériser  en  chacun  de  ses 
points. 

J'ai  donné  ces  relations  pour  le  cas  des  courbes  planes  dans  les 
feuilles  autographiées  du  Cours  de  Géométrie  commencé  à  l'Ecole 
polytechnique  de  Bordeaux  en  1870.  Depuis,  dans  une  Note  in- 
sérée aux  Annales  de  l'Ecole  Normale  (année  1874,  p-  l4j)> 
M.  Bouquet  a  développé  une  méthode  analytique  permettant  de 
calculer  ces  mêmes  relations  pour  les  courbes  gauches.  Je  reviens 
aujourd'hui  sur  la  question  pour  montrer  que  le  calcul  géomé- 
trique très-simple  par  lequel  j'étais  arrivé  au  résultat  dans  le  cas 
i\c^  courbes  planes  peut  s'étendre  sans  difficulté  aux  courbes  à 
double  courbure. 

Considérons  en  un  poinl  m  de  la  courbe  gauche  le  trièdr<    tri- 
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rectangle  formé  par  la  tangente  ml  dirigée  dans  le  sens  du  dépla- 
cement sur  la  courbe,  la  normale  principale  mn  dirigée  fvers  le 
centre  de  courbure,  et  la  binormale  mp  dirigée  vers  le  centre  de 
cambrure,  c'est-à-dire  du  côté  du  plan  oscillateur  où  est  situé  le 
centre  de  la  sphère  osculatrice. 

Désignons  par  da  l'angle  de  contingence  et  par  dQ  l'angle  de 
torsion  correspondant  à  l'arc  élémentaire  ds.   Désignons  encore 

par  a,,  a2,  x3,  . . .,  6,,  02,  C,i?  ...  les  coefficients  différentiels  — :,  — 

ds      ds 

et  leurs  dérivées  respectives  par  rapport  à  l'arc,  et  par  v  la  vitesse 
—  du  point  mobile. 

dt  l 

Enfin,  appelons  T,  N  et  P  des  grandeurs  géométriques  égales  à 
l'unité  portées  dans  les  trois  directions  mt,  mn  et  mp  précédem- 
ment définies. 

Il  est  facile  de  reconnaître  qu'on  a 

'  dT  =       N</«  =  Nea1<&, 

dX  =  ~  Tdry.  ^--pde=(—  TPKj  +  P<>0,  )  dt, 

dP  =  —  NdO  =  —  JUvBidt. 

Cela  posé,  si  u  est  le  rayon  vecteur  du  point  mobile  m,  la  gran- 
deur géométrique  de  sa  vitesse  sera 

/     v  du  m 

(*)  *='•*• 

et  les  différentiations  successives  de  ce  produit  fourniront  sans 
difficulté  les  accélérations  d'ordres  successifs  du  point  mobile. 
Ainsi, 

d2  u         do  ^  .      „ 

dt2  dt 

cPju         /cPv  _  \  /        ch  \  ^ 

dt'-       \dt-  7  V      dt  - 


Sans  pousser  plus  loin  les  calculs,  on  voit  parfaitement  quelle  est 
la  marche  à  suivre  pour  obtenir  l'expression  générale  de  l'accélé- 
ration d'ordre  n   au  moyen   des  fonctions  a,,  a2 0,,  02,  ... 

qui  caractérisent  géométriquement  la  courbe. 
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Pour  achever  de  résoudre  la  question  proposée,  il  reste  à  trouver 
les  relations  qui  lient  ces  fondions  «,,  a2,  . . .,  0A,  62,  . . .  aux  élé- 
ments géométriques  d'une  nature  différente  qui  ont  été  adoptés 
jusqu'ici  dans  l'élude  générale  des  courbes  gauches. 

Ces  relations  s'établissent  sans  aucune  difficulté.  Par  exemple, 
en  désignant  par  p  et  r  les  rayons  de  courbure  et  de  cambrure, 
on  a  immédiatement 

du  i 

as        p 

de      i 

Soit  maintenant  R  le  rayon  de  la  sphère  osculatricc  ;  d'après  une 
relation  connue, 

R2  =  p2  +  rJ^ 


■  li 


do  U  :, 

et,  comme  -7-  = r  =  —  P'V-z- 

as  «  : 


=  p   -+-  g*/-«ô, 
d'où 

en  désignant  par  /i  la  grandeur  positive  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  w  de  la  sphère  osculatricc  sur  le  plan  oscilla- 
teur à  la  courbe  ;  il  est  facile  de  s'assurer  d'ailleurs  que  c'est  le 
signe  —  qui  doit  être  adopté  devant  la  valeur  de  a2. 

Le  mode  de  formation  des  équations  (3)  permet  d'énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  point  mobile  décrit  une  courbe  gauche,  si  sa  vitesse 
et  ses  n  premières  accélérations  sojit  doiinées,  son  accélération 
d'ordre  7/4-1  a  son  extrémité  située  sur  une  parallèle  à  la  tan- 
gente et  son  accélération  d'ordre  n  4-  2  a  son  extrémité  située 
dans  un  plan  parallèle  au  plan  osculateur . 

Cette  proposition  est  l'analogue,  pour  les  courbes  gauches,  d'un 
théorème  que  nous  avons  précédemment  démontré  sur  les  surfaces 
{Bulletin,  t.  V,  p.  166). 

Terminons  enfin  par  une  remarque  relative  à  l'expression  de  la 
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suraccélération.  Si  dans  cette  expression  on  suppose  v  constant, 
et  si  Ton  remplace  a,,  a2  et  9,  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

d'il  VZ  V*h  f>3 

-7^=--T~~  N+-P, 

dt*  o-  ij-i  pr 

et  la  valeur  des  composantes  dirigées  suivant  la  normale  et  la 
perpendiculaire  au  plan  oscillateur  fait  voir  que  leur  résultante 
partielle  est  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon  mw  de  la 
sphère  osculatrice.  11  en  résulte  que.  dans  le  mouvement  uniforme 
d  un  point  sur  une  courbe  gauche,  la  suraccélération  est  située 
dans  le  plan  tangent  à  la  sphère  osculatrice,  propriété  qui  a 
quelque  analogie  avec  celle  de  l'accélération,  dirigée  suivant  la 
normale  principale  dans  le  mouvement  uniforme  ('  ). 


Intégrales  des  courbes  dont  les  développantes  par  le  plan 
et  les  développées  par  le  plan  sont  égales  entre  elles; 
par  M.  l'abbé  Aoust. 

(Séance  du  27  juin  1879.) 

1.  Etat  de  la  question.  —  Laneret  appelle  développée  par  le 
plan  d'une  courbe  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  enve- 
loppe du  plan  normal  à  cette  courbe,  de  sorte  que,  réciproque- 
ment, cette  dernière  est  la  développante  par  le  plan  de  la  première. 
Dans  la  question  posée,  il  y  a  trois  espèces  de  courbes  à  consi- 
dérer :  les   courbes   C,   qui    sont  les   développantes  par  le  plan 


(')  11  est  facile  de  s'assurer  par  le  calcul  algébrique  de  l'exactitude  de  ce  dernier 
résultat.  En  effet,  rapportons  le  point  mobile  décrivant  la  courbe  à  des  coordonnées 
ayant  leur  origine  au  centre  de  la  sphère  osculatrice;  la  quantité 

.t  =  -i-)':  +-  ---. 

étant  constante  pendant  trois  éléments  de  temps  consécutifs,  pourra  être  trois  fois 
différentiée  comme  telle,  et,  si  l'on  observe,  dans  ces  différentiations,  que 

est  aussi  constant  parce  que  la  ritess  ■  est  uniforme,  ou  arrive  à  la  relation 

<l.r  <P  x  -+■  dy  d'r  —  dz  </3  c  =--  o, 
résultat  ci-dessus  énonce. 
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des  courbes  ('.,:    les   courbes   C2l   qui  sont  les   développées   par 

le  plan  des  courbes  Ct.  La  question  consiste  à  déterminer  les 
courbes  C,  de  telle  sorte  que  les  courbes  C  et  les  courbes  C2  soient 
égales  entre  elles. 

Cette  question  est,  dans  sa  généralité,  au-dessus  des  forces 
de  l'analyse,  à  cause  des  intégrations  qui  ne  peuvent  s'effectuer, 
mais  elle  mérite  l'attention  des  géomètres  à  cause  des  simplifica- 
tions dont  elle  est  susceptible  et  des  faits  qui  sont  dévoilés  par 
l'usage  des  coordonnées  naturelles  des  courbes.  En  effet,  lorsqu'on 
fait  usage  des  coordonnées  cartésiennes,  on  est  conduit  à  une 
équation  différentielle  du  douzième  ordre;  au  contraire,  si  l'on 
fait  usage  des  coordonnées  naturelles,  la  question  se  partage  en 
trois  opérations  distinctes,  qui  sont  :  i°  l'intégration  d'une  équa- 
tion différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre;  2°  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  linéaire  du  troisième  ordre;  3°  une 
triple  quadrature.  Or,  ces  deux  équations  différentielles  se  ramè- 
nent à  deux  équations  différentielles  identiques  du  troisième  ordre, 
l'une  et  l'autre  linéaires.  Lorsqu'on  a  trouvé  les  intégrales  des 
courbes  C(,  on  obtient  les  intégrales  des  courbes  C  et  des  courbes 
C2  sans  intégrations  nouvelles.  11  existe  d'ailleurs  des  cas  intéres- 
sants dans  lesquels  l'intégration  de  l'équation  résolvante  du  troi- 
sième ordre  est  possible,  ainsi  que  le  calcul  des  quadratures,  et, 
dans  ces  cas,  la  question  obtient  une  solution  complète.  Cette 
question  peut  être  généralisée  si,  au  lieu  de  se  donner  la  condition 
que  les  courbes  C  et  C2  sont  égales,  on  se  donne  la  condition  que 
ces  courbes  sont  semblables. 

2.  Equation  résolvante.  —  Soient  dt,  de.  dut  l'arc  élémentaire, 
l'angle  de  contingence  et  l'angle  de  torsion  de  la  courbe  C;  soient^ 
le  rapport  de  de.  à  c/oj  exprimé  en  fonction  de  w  dont  la  différen- 
tielle est  dw,  p  et  *>  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  ;  nous  repré- 
sentons par  les  mêmes  lettres  marquées  des  indices  inférieurs  i 
et  2  les  éléments  de  même  nom  des  courbes  C|  et  C2. 

La  nature  de  la  question  laisse  indéterminé  le  rapport^;  en 
effet,  on  a,  par  suite  de  l'égalité  des  courbes  C  cl  C2,  la  série  des 
rapports  égaux 

.  dw         d'^i:,         ù  rJt> 

1  ~âzr=ziz  =  i~ 
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or,  les  conditions  du  problème  étant  que  p  et  p.,  sont  égaux  entre 
eux  ainsi  que  t  et  t2,  comme  l'égalité  des  rayons  de  courbure  c 
et  p2  entraîne,  par  suite  des  équations  (i),  l'égalité  des  rayons  de 
torsion  «,  et  ï,2  et  réciproquement,  il  en  résulte  que  le  rapport  ty 
reste  indéterminé. 

Par  suite  de  la  relation  qui  existe  entre  le  rayon  de  courbure 
d'une  courbe  et  le  rayon  de  courbure  de  l'arête  de  rebroussement, 
on  a  les  deux  équations 

(I  -  r,  (Il   de 

-  fi  = 


•   '  I  7    8  i  -  i  '  I    J     \     I    J 

(!'•>  y  d',i  \  y  (l< 

dont  la  seconde  se  déduit  de  la  première  par  suite  des  égalités 
suivantes  : 

dt  =  <7'->i,       du  =r  dsi,      (hl  =.  do>2,      dtùy  =  (/-,,. 

Donc,  si  l'on  suppose  p.2  et  p  égaux  entre  eux,  et  qu'on  représente 
par  y7  la  dérivée  de  y1  par  rapport  à  w,  on  tombera  sur  l'équation 
différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre 

,.,  d*P     -y  d*P  r„.^8P      y  dp 

(3)  S?  -  T  Â?  + '  +  r]  dJ~^  dZ  =°' 

qui  est  l'équation  résolvante  du  problème.  Posons  -!-  éaal  à  u; 
11  i  du     &  r  ' 

l'équation  précédente  passe  au  troisième  ordre  et  deviendra 

!  7i"i   7ï+   ,  +  +hr-|  P  -  °- 

3.  Intégrales  de  l'équation  résolvante. —  Soient  M,,  M2,  M, 
trois  solutions  particulières  de  l'équation  (4),  et  A0,  A,,  A>,  A3 
quatre  constantes  arbitraires;  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3) 
sera 

p  =  A0  +  2A/M^w, 

le  signe  S  s'étendant  aux  valeurs  que  prend  l'expression  placée 
sous  ce  signe  lorsque  A  et  M  sont  affectés  des  indices  i,  a,  3. 
Cette  intégrale  exprime  la  valeur  du  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  C  en  fonction  de  co. 

Pour  avoir  le  rayon  de  courbure  pi  de  la  courbe  G1}  il  faut  re- 
courir à  la  première  des  équations    ■>.  ,  laquelle  donne  l'expression 

MI.  10 
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suivante  de  g,  : 

^,     fdM 
(6)  Pl=-A0-2A^—  +/II4 

La  valeur  de  t(  se  déduit  de  cette  expression;  en  effet,  on  a  les 
relations 

m  =  ,°i  -y~  —  ,0i-r; 

il  suffit  donc  de  diviser  par  di  le  second  membre  de  l'équation  (6) 
pour  avoir  t| . 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  p2  de  la  courbe  C2  s'obtient  de 
même  sans  difficulté  au  moyen  de  la  seconde  des  équations  (2)  : 


La  valeur  du  ravon  de  torsion  t2  de  la  courbe  C2  s'obtient  en  mul- 
tipliant par  ^  le  second  membre  de  cette  dernière  équation. 

A.  Intégrales  premières.  —  L'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (3)  n'est  pas  possible,  mais  on  peut  en  obtenir  une  intégrale 
première.  Ce  fait  a  une  grande  importance  dans  cette  question. 

En  effet,  si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (2)  par  2  dp 
el  la  seconde  par  9.rlp,,  qu'on  ajoute  et  qu'on  intègre,  on  trouve 

r  dp1  „  ilo1 

8  -  2  /  g,  doi  —9.     p,  dp  =  p'-  -f-  -j—  •+-  p:  -+-  ■     '      ■  ; 

•'  '  '    '  '  dur  •3/rdtù1 

or,  si  l'on  intègre  par  parties  la  première  intégrale  du  premier 
membre,  et  qu'on  représente  par  c-  la  constante  d'intégration,  ce 
premier  membre  se  réduit  au  binôme  c- — o.psp2\  on  a  donc,  ré- 
ductions faites,  l'équation 

do*         fdipY        \    (dp         d*pY 

qui  est  du  troisième  ordre  et  qui  devient  du  second  ordre  en  u. 
Nous  l'écrirons  sous  la  forme  suivante  : 

du    ,  (du. 
u  du.  -4-  -f  d  [  -y-\ 

d'.>       \  a>,)  ; 

8  W/u.-: 


I    ,  ,  W 
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Sous  cette  forme,  elle  devient  une  seconde  fois  intégrable  si  le 
rapport  ^  est  donné  en  fonction  de  [i.  En  effet,  si  Ton  pose 
'i  =f([x),  on  obtient,  par  l'intégration  immédiate. 


/ 


w  =  \/>  ' 


dp? 
rfû>2 


On  a  donc  les  deux  équations 

,  <l:j-  ,  fil1)  dp 


sl^-f-Ar)  \A2-  f-~Ar) 

L'intégration  de  la  première  donne  \j.  en  fonction  de  w;  soit  F  (m) 
cette  fonction,  qui  contient  deux  constantes  arbitraires;  on  a  les 
deux  relations 

y.  =  F  (  u  ) ,       rfs  =/'[  F  (  M  )]  rf«, 

et  conséquemment  les  deux  intégrales 

p  =/F  («)<*»,     s  =ff'[E[»)]du, 

dans  chacune  desquelles  est  contenue  une  nouvelle  constante  arbi- 
traire. 

Il  est  évident  que  ces  deux  relations  sont  les  deux  équations 
naturelles  de  la  courbe  C. 

On  en  déduit  :  i°  la  rectification  de  la  courbe  C,  puisque  l'arc 
de  courbe  s  est  donné  par  l'équation 

s  =//'[  F  (  w  )]  d»f F  (  w  )  du  ; 

i°  le  rayon  de  torsion  de  cette  même  courbe,  lequel  est  donné  par 
la  dérivée  par  rapport  à  w  de  l'équation  précédente. 

Il  serait  facile,  comme  on  l'a  fait  au  numéro  précédent,  d'ob- 
tenir les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  des  courbes  Ct  et  G2,  et 
par  conséquent  les  équations  naturelles  de  ces  courbes. 

O.  Du  trièdre  des  axes  mobiles.  —  La  tangente  r,,  la  binor- 
male  V)  et  la  normale  principale  p{  forment,  en  chaque  point  de 
la  courbe  C,,  un   trièdre  trirectangle ;  or  la  direction  de  chacune 

des  arêtes  de  ce  trièdre  ne  dépend  que  du  rapport  — »  que  nous 


i  D. 
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avons  représenté  par  y\  En  effet,  on  a  les  trois  équations 

.    dcos   r,,  x    =       du  COS    0!,.z-  , 
10  dcos  Vj,  x    =       di  eus   o,.   ■•    , 

'  dcos    B|,  •■»•)  =  —  f/taCOS    T[..'-     —  dscos   v,,./    . 

de  sorte  que,  si  l'on  veut  intégrer  le  système,  on  trouve  l'équation 
résultante 

rf3  cos  r,,  .r  >'  <7-  cos  t,.  j 


I 


i  dcOS    r,.  .r  o' 

•     '  —  y- —    --rcosT„j=.o. 

tl'.i  y 

Cette  équation  résolvante  est  identiquement  la  même  que  l'équa- 
tion (4);  conséquemment,  si  l'on  représente  par  a,,  a2.  a*  trois 
constantes,  on  a  l'intégrale  générale 

cos  r,,  r    z--  i«M, 

la  somme  ^L  s'étend  an  t  à  toutes  les  valeurs  que  prend  le  produit  aM 
lorsqu'on  affecte  simultanément  a  el  M  des  indices  i,  2,  3. 

Soient  maintenant  />,,  h><  ^s»  ^i-  ^2»  cs  six  nouvelles  constantes 
qui  sont  des  fonctions  des  précédentes:  par  suite  de  l'orthogona- 
lité  des  axes,  on  a  le  Tableau  suivant  : 

cos   r,,  '  inM,  ens   r,,v    —  UM,  COS   r,,  z    —  2icM, 

v     dM  „,  rfM  _     rfM 

••os    o,..r    -:J,fl 1       COS    pi,  1      ~     _ '<  )       COS    o,.:  _r 

c/'.i  fliw  OO) 

COS  v,,.r    =  2    byci  —  cxb  — — ■ )- 

M,r/M,—  M,r/M,  , 
COS   v„  n  =  2   r,  a2  —  «7,  r,    I  -     -3 -     7 

cos  v,,  -    =2  ^)/-'2 —  Piaï        "  ;  I  ' 

le  signe  1  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  des  expressions  placées 
sous  ce  signe  par  suite  de  la  rotation  simultanée  des  indices. 

Il  résulte  de  cette  analyse  que  la  direction  des  axes  du  trièdre 

mobile  ne  dépend  aussi  que  de  la  valeur  de  -~  fournie  par  Tinté- 
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gTation  de  l'équation  (8)',  clans  laquelle  on  suppose  la  constante  c- 
égale  à  l'unité. 

Il  importe  de  remarquer  que  deux  des  trois  constantes  a,,  a2,  az 
sont  arbitraires,  parce  que  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des 
angles  que  l'axe  des  x  fait  avec  les  trois  axes  mobiles  est  égale  à 
i'unité.  Ceci  revient  à  dire  que  la  question  qui  consiste  à  déter- 
miner la  direction  des  axes  mobiles  en  fonction  de  ^  ne  peut  dé- 
pendre que  d'une  équation  différentielle  du  second  ordre.  On 
trouve  immédiatement  cette  équation  lorsqu'on  remplace  dans  le 
système  (10)  la  deuxième  équation  par  la  relation 

COS2  (t,,  x)  -t-  COSa(v,,  .r)  -+-  cos2(p,,  x)  —  i; 

on  obtient  alors  l'équation  différentielle 
d2  cosfr,,  x) 


fh>3 


COS(Tl7  .r 


V7' 


COS^Tj,  X)  — 


cl  CO 


qui  concorde  avec  l'équation  (8)",  dans  laquelle  il  suffit  et  il  est 
nécessaire  de  faire  la  constante  c  égale  à  l'unité.  Cette  conclusion 
confirme  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  le  précédent  alinéa. 

Le  D*"  Hoppe  a,  le  premier,  démontré  par  une  transformation 
analytique  élégante,  et  nous  avons  aussi  démontré  par  des  consi- 
dérations géométriques,  dans  notre  analyse  des  courbes  dans  L'es- 
pace, que  cette  dernière  équation  est  réductible  à  une  équation 
différentielle  linéaire  du  second  ordre;  mais  cette  équation  sim- 
plifiée présente  toujours  les  mêmes  difficultés  d'intégration. 

6.  Coordonnées  cartésiennes  des  courbes.  —  Commençons  par 
déterminer  les  coordonnées  de  la  courbe  C|  ;  si  Ion  représente 
par  a,,  /3,,  y,  trois  constantes  arbitraires,  on  déduit  de  la  relation, 
triple  se  rapportant  aux  trois  axes  x,   )  ,  z, 


dxt 

cl<7l 


\    M- 


les  trois  équations  contenues  dans  le  type  suivanl  : 

I       OS     T,.     :       ddu 


ICO 


Or.  si  Ion  y  remplace  les  cosinus  des  angles  que  r(  fait  avec  les 
trois  axes  fixes  par  leurs  valeurs  données  par  les  premières  équa- 
tions (n)  et  do{  par  l'expression  fournie  par  l'équation  (6),  on  a 
les  trois  relations  données  par  le  type  suivant  : 

(la)       .tx  —  v.,  =  —  j  (a0  +  ZA—  -t-2A/Mrf«J  (2aM)<fc, 


lesquelles  donnent  les  trois  coordonnées  cartésiennes  de  la  courbe 
C,. 

Les  coordonnées  x,  y,  z  de  la  courbe  C  et  les  coordonnées  xSt 
)  2,  ~o  de  la  courbe  G2  sont  données  par  les  équations  contenues 
dans  les  deux  types  suivants  : 

.     .  .  .         do 

(.  .r,  —  .r    =  q   COS    plt  ./M  —     -—    COS    r,,  X    , 

(C2)  -t-2  —  -*'i  =  PiCOs(p!,  x\ ■——  cosfvj,  x\ , 

■J  (l'j) 

dans  lesquelles  toutes  les  quantités,  à  l'exception  des  coordonnées 
du  point  de  la  courbe  que  l'on  considère,  sont  connues  en  fonction 
de  «,  par  suite  des  équations  (i  i)  et  (12). 

7.  applications.  —  L'intégration  de  l'équation  (4)  n'est  pas 
possible  d'une  manière  générale;  mais  nous  avons  fait  connaître, 
dans  notre  Analyse  des  courbes  dans  l'espace,  les  séries  des  diffé- 
rentes valeurs  de  d»  dans  lesquelles  cette  intégration  se  pratique; 
nous  nous  contenterons  de  l'examen  de  deux  cas. 


Premier  cas  : 

y  =  l'i.'J., 

X  étant  une  constante.  Dans   ce  cas,  'l>  étant  proportionnel  à  ut 
l'équation  (8)"  donne 


~~  =  c2  —  pis  —  l-  (  u}  -+-  a-  )2. 
Si   l'on  représente  par  D)V-  le  second  membre  de  cette  équation. 
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on  a  les  deux  relations 

du,  "xi.xj.du. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

c-  —  ),2rt4  =  À2A2.      i-5À2(ï-=2À2B2,     A2  +  B2  =  «-, 

A,  B  et  n  étant  des  auxiliaires,  la  dernière  équation  (ç))'  devient 
,/«  = »^ 

dont  l'intégrale,   en  représentant  par  e0  la   constante  arbitraire, 

prend  la  forme 

B  +  jx2  =  «sin(s  —  e0), 

de  sorte  que,  si,  dans  cette  équation,  on  remplace  p.  par  sa  valeur, 
on  trouve 

I  w  -    <&»  » 

I  O  2  A  —  = 


(h        sjn  sin  (  s  —  s0  )  —  B 

dont  l'intégrale  dépend  de  la  fonction  elliptique  de  première 
espèce.  D'une  autre  part  on  a,  parla  nature  même  de  l'hypothèse, 
la  relation 

dt  ■=.  ?.hdp, 

de  laquelle  on  déduit  par  intégration  la  nouvelle  relation 

(ii)'  aX(p-po)  =  («-'o), 

dans  laquelle  2.Ap0  —  £0  est  une  nouvelle  constante.  Cette  équation 

et  l'équation  (10)  sont  les  équations  élémentaires  de  la  courbe  C. 

On  déduit  de  la  dernière,  combinée  avec  la  relation  d s  =  pde, 

l'équation  suivante  : 

s  —  s0=  If, 

qui  exprime  une  des  deux  propriétés  caractéristiques  de  la  courbe. 

Trièdre  des  axes  mobiles.  • —  La  valeur  de  cos(v,  x)  est  donnée 
par  l'équation  différentielle  (io)',  dans  laquelle  C  est  l'unité  el  ai} 
A.,,  B,.  «,,  e,  sont  de  nouvelles  constantes,  analogues  à  a,  A,  15, 
n,  î„,   et  correspondent  a  l'hypothèse  C  égal   à   l'unité;   on  aura 
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donc  les  deux  équations 

/ : \ —  '      l^: 

COS    V,   X)  =  l/tt,  Sllli  S  —  Ej]   —  Bj  =   — r    — 

2  A  «w 

desquelles  on  déduit,  parla  dilférentiation, 

i7cos(v,  .r)  /?,  cos (s  —  î,  )  ri 


</f"  2^«isin(e  — ejj  — Bj  '/& 


/.//,  CUS,  £  


On  a  donc,   en   ayant  égard  aux  équations  analogues  aux  équa- 
tions (10), 

cos(o,  .r  )  =  /«[  cos [s  —  e, ),     cos(t,  x)  z=.  \ny  sin(î  —  et) -+-  m, 

///  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Ces  équations  donnent  la  direction  des  axes  mobiles  en  fonction 
de  e. 

Coordonnées  cartésiennes.  —  On  déduit  des  équations  précé- 
dentes les  coordonnées  x,  y,  z  de  la  courbe  C,  lesquelles  sont 
données  par  le  type  suivant  : 

x  —  «  =y[/72  4-  A«i  sin  (e  —  s,  )]  p0  +  ' r~  ^ei 

2  A 

et,  comme  l'intégration  du  second  membre  est  possible,  on  a  les 
coordonnées  x,r,  z  de  la  courbe  G  en  fonction  explicite  de  e. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coordonnées  des  courbes  C,  et  C2  se 
déduisent  sans  difficulté  de  ce  qui  précède. 

8.  Les  combes  C sont  des  hélices.  —  Cette  hypothèse  correspond 
au  second  cas. 

Second  cas  : 

(  1 3  )  y  =  m  —  const. 

L'équation  (8)  devient,  a  étant  une  constante, 

i    2 

— — -  =:  C2  —  ur  —  m2  (  tx  -\-  a  )2  ; 

on  en  déduit  la  suivante  : 

du 


d'<)  = 


y  C2  —  ni-  a'1  —  2  ni1  a  y.  ■ —  (  I  +  m'1  j  a- 


—    lo'J  — 
Or,  si  l'on  pose,  pour  abréger,  i  4-  m-  =  k2,  on  obtient  l'intégrale 

k  -  u.  -+-  nC-  a 
k  [  m  —  m0  )  =  arc     sin  = 


i/c2/-2  —  m2  a'2 


et  conséquemment  l'équation  différentielle 

(  1 4  )  1^  -y-  =  —  m3a  -+-  Je'2  A'2  —  m2 a'2  sin  k  [  «  —  w0  ) , 

do) 

laquelle,  lorsqu'on  représente  par  p0  la  constante  arbitraire,  con- 
duit par  intégration  à  léquation  suivante  : 


( 1 5 )  A2  (  o  —  po)  =  —  ni* (i'A  —  Je2  k1  —  m2  a2  cos k  (  w  —  w0 ) . 

Si  dans  cette  équation  on  remplace  p  par  sa  valeur  — —  ■>  et  qu'on 
1  L  l  maw  l 

intègre,  on  obtient  la  rectification  de  la  courbe   par  la  formule 

suivante,  dans  laquelle  k2s0  est  la  constante  d'intégration: 

k'2[s —  mp0'j>  —  s0)  = m3 au? —  Je'2  k'2 —  m2a2  sin/if™  —  m0). 

Les  équations  (ia)  et  (i3)  sont  les  équations  élémentaires  de 
la  courbe. 

Direction  de  la  tangente.  —  Si  l'on  représente  par  «,,  A",,  w, 
des  nouvelles  constantes  arbitraires,  on  trouvera,  d'après  le  nu- 
méro précédent,  l'équation  suivante  : 


m?a.  r       /  m1 a]    . 

cos(Tt,  .r)  = — f-  —  i  /  i — -  sin/-,  w  —  wj  ), 

k-  Alj   y  fcx 

qui  donne  la  direction  de  la  tangente  rt  à  la  courbe  C,  par  rapport 
aux  trois  axes  fixes. 

D'une  autre  part,   si  l'on   a  recours   à  la  première  des  équa- 
tions (2),  on  trouve  la  formule 


y/2  a  nr       /  m'2 a1 

-jr  w j  K/  c- — -  cos  A-  (  w  —  --„   , 


qui  donne  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C|. 

Coordonnées  du  point.  —  On  déduit  de  ces  formules  les  expres- 
sions des  coordonnées  X\ ,  \\,zf  de  la  courbe  Ci,  qui  sont  données 
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par  le  type  suivant  : 

/                 m-  ii            nr       /            ni'1  a'- 
1    ./-,  —  oc,  =    |      p0 —  w  -f-  —  1/  C- —  rus/,    w  —  m(1 

17  

m-ax  1        /  m- a-  ■ 

'  x    -ji —  /~  v  '  — /T1-  sin    '"  _  '"" 

et,  comme  le  second  membre  de  ce  tvpe  est  intégrable,  il  en  ré- 
sulte que  les  coordonnées  de  la  courbe  C|  sont  exprimables  en 
fonction  explicite  de  o>. 

9.  Généralisation  du  problème.  —  Proposons-nous  maintenant 
la  question  suivante,  qui  est  la  généralisation  de  celle  que  nous 
avons  résolue  : 

Problème.  —  Trouver  les  courbes  dont  les  développantes  et  les 
développées  par  le  plan  sont  semblables  entre  elles. 

Conservons  les  notations  établies;  on  a  les  mêmes  données  que 
dans  le  problème  résolu  ;  seulement,  la  condition  relative  à  l'égalité 
des  rayons  de  courbure  p  et  p2  est  remplacée  par  la  condition  que 
ces  rayons  sont  dans  un  rapport  constant,  laquelle  entraîne  la 
condition  que  les  ravons  de  torsion  v  et  v2  sont  dans  le  même 
rapport.  On  a  donc  les  équations 

18  ;-  =  <S     ti  =  n9-^ 

ri-  étant  constant;  la  fonction  i  reste  encore  indéterminée. 

Si  l'on  a  recours  aux  équations  (2  .  la  première  condition 
fournit  l'équation  différentielle  suivante  : 


rf*p 

•y  d  , 

d*P 

■y  dp 

■}  ' 

L     _ 

__      J J               T 

-,^- 

t.  _ 

_J L_ 

dw* 

■;  d-„-   ' 

1 

c/-.j- 

■J)       tl'O 

o. 


qui  est  léquation  résolvante,  puisque  son  intégration  lait  con- 
naître 0  en  fonction  de  w  et  qu'elle  donnera  en  même  temps 
cos(v,  x)  en  fonction  de  la  même  variable.  Il  suffira,  en  effet,  de 
prendre  la  dérivée  de  0  par  rapport  à  tù  cl  d'v  faire  a'1  égal  à  l'unité, 
en  donnant  aux  constant'-  d'autres  valeurs  générales  ;  cette  dé- 
rivée représentera  la  valeur  de  cos(v,  x),  comme  cela  résulte  de 
l'équation     s 
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Soient  maintenant  R0,  R,,  R2,  R3  quatre  solutions  particulières 
de  l'équation  (3)',  et  A0,  A,,  A2,  A3  quatre  constantes  arbitraires; 
l'intégrale  générale  de  l'équation  sera 

0-  2AR, 

la  somme  S  s'étendant  toujours,  suivant  nos  conventions,  à  toutes 
les  valeurs  du  produit  AR,  lorsqu'on  affecte  successivement  et 
simultanément  les  deux  facteurs  des  indices  o,  1,  2,  3. 

D'une  autre  part,  si  l'on  représente  par  N0,  N,,  N2,  N3  les  va- 
leurs de  R0,  R(,  Ro,  R3,  lorsqu'on  y  fait  n-  égal  à  l'unité,  et  qu'on 
représente  par  R0,  R,,  R2,  R3  quatre  nouvelles  constantes,  on  aura 
le  type  suivant  relatif  aux  cosinus  que  v  fait  avec  les  trois  axes  fixes, 

cosfv,  .r    =2B  —-•> 
dut 

dN0  , 

avec  cette  circonstance  que  ——  est  nul. 

Coordonnées  de  la  courbe  C| .  —  Si  l'on  remonte  à  la  première 
des  équations  (2),  on  aura  l'équation 

et,  conséquemment,  les  coordonnées  xt,  j\,  z-\  de  la  courbe  C, 
seront 

On  déterminera  comme  précédemment  les  coordonnées  des  courbes 
C  et  C2. 

10.   Application  aux  hélices.  —  Dans  ce  cas,  on  a 
y  =  m  =.  const.  ; 
l'équation  (3)' devient 

3  Y  -£  +   ,  +  m*    — {  +    i  — n*  m»p  =  o. 

((',>+  dur 

Si  l'on  pose  p  =  ea<",  «  étant  une  constante,  on  a  l'équation  de 
condition 

a*  -+•  (1  -f-  m'2  )  a-  -\-    1        /r    m*  =  O, 


—   JoG  — 

et  les  valeurs  de  a  sont  les  quatre  racines  de  celte  équation  ;  nous 
les  représentons  par  a,.  a2,  «3,  a4. 

Il  v  a  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  n-  est  positif  ou  négatif. 

Dans  le  premier  cas,  la  similitude  des  courbes  C2,  C  est  directe; 
or,  dans  ce  même  cas,  suivant  que  n-  est  plus  grand  ou  moindre 
que  l'unité,  deux  racines  seulement  ou  toutes  les  quatre  sont  ima- 
ginaires. 

Soit  ji-  ^>i;  en  appelant  /  la  racine  réelle  positive,  les  quatre 
racines  sont 


'.,     y/l  l  +  m±  -+-  '-1  )  \f  —  ' i     —  \{l~^~  m~ "+"  ~ji )  V — 


l'intégrale  générale  sera  donc 


p  =  Aof'1"  -+-  Aje-'-"'-*-  A 2  cos(i  -+-  m1  -f- 1-  )'o>  +  A3  sin  (  1  -+-  /»2  -4-  'r)2w. 

Soit  7Z2-<;i;    en    appelant  ).t  J — 1   une   racine   imaginaire,   les 
quatre  racines  imaginaires  seront 


',  \J  —  1 ,      —  /.,  y/ —  1 ,       1  +  nî1  —  /  -  -  y' —  ' ,      —    i  -1-  m*  —  ).2  )  ~  \J- 


1  , 


et  l'intégrale  générale  sera 

p  =  A0  cos/,  w  -+-  A,  sin/jO)  -f-  A2  cos  1  -+-  m2  —  ).2)-&) 
-+-  A3  sin   1  -4-  m-  —  /-  ) -  ta. 

Dans  le  second  cas,  la  similitude  des  courbes  C2  et  C  est  in- 
verse; mais,  suivant  que  l'on  a  !  1  —  j/i2)2  plus  grand  ou  plus  petit 
que  — ^in'-tï1,  les  quatre  racines,  qui  sont  dans  les  deux  hypo- 
thèses imaginaires,  se  présentent  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 

formes 

1   1   ; 

W — 1,  —  \^—  1,  (1  -\-m2-~  a2  "\  —  1,    — (  1  -f-/«2H- a2)2  V—  »i 

a  +  b  y  • —  1 ,    —a  —  b  \j —  1 ,   a  —  b  \  —  1 ,  —  a  -f-  b^- —  1  , 

de  sorte  que,  dans  la  première  hypothèse,  on  a 

±  1 

p  =  A0  cos).w  -f-  A,  sin  Xw  -4-  A2cos(i  -+-  m2-4-  Xs)2&>  +  A3  sin    1  -t-  X2-t-m2)  2m. 

et,  dans  la  seconde 

p  =  (A0  cosbro  -f-  A[  sin  &«'  eaa —    A2  coséw  -f-  A3  sinA&)   e-au, 

expression  dans  laquelle  //  et  l>  >nnl  faciles  à  déterminer. 
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En  comparant  les  quatre  expressions  de  o  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, on  voit  qu'il  n'y  en  a  que  trois  distinctes  de  forme,  suivant 
les  valeurs  assignées  à  n-.  Dans  tous  les  cas,  les  valeurs  de  p,  se 
calculent  sans  difficulté  et  le  problème  s'achève  comme  au  n°  8, 
puisque  les  coordonnées  des  courbes  C,  C,,  C2  s'obtiennent  expli- 
citement en  fonction  de  w,  indépendamment  de  tout  signe  d'inté- 
gration. Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'effectuer  ce  calcul,  qui 
ne  présente  aucune  difficulté. 

11.  Intégrales  premières.  —  Reportons-nous  à  l'équation  (8) 
du  n°  4.  Posons  p2==n2p  et  intégrons  le  premier  terme  par  par- 
ties; le  premier  membre  devient 

—  2  n-  Oj  o  -+-  2  f  «2  —  i  )  J'p1  do, 

et,  en  remplaçant  pt  par  sa  valeur  donnée  par  la  première  des  équa- 
tions (2)  sous  le  signe  y,  il  prend  la  forme  suivante,  lorsqu'on  pra- 
tique l'intégration  et  qu'on  représente  parc2  la  constante  arbitraire: 


2 n- pj  p  —  yrr 


dp9 
dU* 


+  c\ 


D'après  cela,  l'équation  (8)  devient,  après  quelques  réductions 
évidentes, 


dr? 


Vd^ 


on  a  donc  finalement  l'équation 

d 


[9i 


d(ù 


I        ""■■\ 


v/« 


do- 

d'.r 


d-o 


(/-  0 


qui  est  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre. 

Si  maintenant  on  pose,  comme  au  n°  2,  ~  =  u,  et  qu'on  mul- 

dhi         '  ' 

liplie  les  deux  membres  de  cette   équation  par  idp:,  on  obtient 
l'équation  transformée  du  second  ordre 


d-j.- 

i    v?  -4-  -f-. 


19)'    ^d[t  = 


\/cS-ws("s+èV{,",îS)/('u+S) 
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enfin,  si  Ton   pose  u.-  +  -.'  —  =  u- .  cette   dernière  prend  la  forme 

1  '  dur  l 

simple 

>.,  .  ii  du 

(19)'  W.= 


4/^ _ „* l/8 _  r _ „*)  r^ u du 


l!2.  Application.  —  Cette  dernière  équation  s'intègre  de  nou- 
veau dans  le  cas  où  l'on  a  la  relation 

20  -7-  =  /•  =  const. 

(lut 

En  effet,  si  l'on  représente  par  c2t  la  constante  arbitraire  pro- 
venant de  l'intégration  du  dernier  terme  placé  sous  le  radical. 
1  "équation  différentielle  devient 

.    .  u  du 


Si  maintenant  on  pose  c2-f-c2  =  À~2,  qu'on  représente  par  £„  la 
constante  d'intégration  et  par  h  une  nouvelle  constante,  on  obtient 
l'équation 

n~  —  1  \  ,.,       I'1 


21 


ce  qui  prouve  que  la  courbe  appartient  à  la  classe  des  lignes  dont 
la  caractéristique  sphérique  a  pour  équation  entre  les  variables  co 
et  e  l'équation  d'une  conique. 

D'un  autre  côté,  l'équation  de  condition  donne 

-(*)  =  ,, 

(/'.)  \  (lut  ) 

or,  si  l'on  représente  par  À,  et  X2  deux  constantes  arbitraires,  et 
qu'on  pratique  deux  intégrations  successives,  on  trouve  la  relation 

0  z=   —  lor  -4-  /,  M   -+-  '/..->, 
2 

de  sorte  que  la  courbe  C  est  définie  d'une  manière  complète  par 
les  deux  équations {20)  el  (21)1  qui  sont  ses  équations  naturelles. 
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Il  est  bon  de  remarquer  que,  si  n2  était  égal  à  l'unité,  fa 
courbe  C  appartiendrait  à  la  classe  des  cyclides,  qui  sont  les  déve- 
loppées par  fil  de  la  classe  des  hélices  (*). 

13.  Conclusion.  —  L'analyse  dont  nous  venons  de  faire  usage 
pour  traiter  la  question  qui  fait  l'objet  de  ce  travail  est  susceptible 
d'applications  nombreuses  et  a  un  caractère  de  généralité  suffi- 
sante pour  conduire  à  la  solution  complète  de  questions  plus  diffi- 
ciles que  la  précédente,  mais  non  moins  intéressantes.  C'est  ainsi 
que  l'on  résoudra  sans  difficulté  les  questions  suivantes  de  Géo- 
métrie curviligne  : 

i°  Trouver  les  intégrales  des  courbes  dont  les  développantes 
par  le  plan  et  les  développées  par  le  plan  sont  liées  entre  elles 
par  cette  condition  que,  lorsqu'on  développe  ces  deux  courbes  sur 
les  plans  tangents  à  leurs  surfaces  osculatrices,  on  obtient  deux 
courbes  planes  parallèles  ; 

2°  Trouver  les  intégrales  des  courbes  de  la  classe  des  hélices 
telles  que  les  rayons  des  sphères  osculatrices  soient  dans  un  rap- 
port constant  avec  les  rayons  de  courbure  du  lieu  des  centres  de 
ces  sphères  osculatrices  ; 

3°  Trouve?*  les  intégrales  de  la  courbe  C(  dont  le  rayon  de 
courbure  est  la  projection,  sur  ce  rayon,  du  rayon  de  la  sphère 
osculatrice  de  la  développante  par  le  plan  de  la  courbe  C. 


Sur  les  méthodes  d' approximation  chez  les  anciens; 
par  M.  L.  Rouet. 

(Séance  du   n  juillet  1879.) 

J'ai  besoin  de  faire  quelques  rectifications  et  d'ajouter  quelques 
indications  complémentaires  à  ma  Note,  présentée  à  la  Société 
dans  sa  séance  du  28  mars  dernier  et  insérée  au  Tome  VII  du  Bul- 
letin, p.  98  el  suiv. 

(')  Voir  notre  Analyse  infinitésimale  des  courbes  Hans  l'espace,  p.  70. 
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C'était  bien  réellement  la  première  fois  que  je  rencontrais,  ou, 
plus  exactement,  remarquais  chez  un  auteur  oriental  le  procédé 
d'approximation  des  racines  carrés  que  j'ai  découvert  chez  Al- 
Morouzi;  mais  je  dois  dire  qu'il  existe  aussi  chez  d'autres  auteurs 
de  l'école  arabe  et  que  je  ne  l'y  avais  pas  aperçu,  parce  qu'il  n'y 
est  pas  donné  aussi  nettement  que  dans  mon  Traité  persan.  Je 
m'explique.  En  même  temps  qu  Al-Morouzi  écrivait  son  Livre  à 
Merv  (1216),  un  Maure  de  Grenade,  Ibn-al-Bannâ,  enseignait  les 
Mathématiques  au  Maroc  (vers  1220).  Dans  son  Traité  intitulé  le 
Talkhys  (M,  il  enseigne  que 


Si  /•  <  ci,     on  doit  faire     ^  a?  —  r  =  a  — 


Si   /■  ^>  a,  y/«-  -T-  r  —  a  -\ 

Le  moven  d'approximation  en  question  lui  était  donc  connu;  mais 
il  ne  divisait  le  reste  par  «  le  double  de  la  racine  plus  un  »  que 
dans  le  cas  où  ce  reste  était  supérieur  à  la  racine  trouvée.  Il  n'eût 
donc  jamais  écrit,  comme  Baudhàvana, 

-  1 

puisqu'ici  /■  =  1  est  égal  à  la  racine.  Du  reste,  quand  il  avait  fait 
usage  de   la  formule  en  question,  il   savait  trouver  le  deuxième 

•r  '"' 

terme  correctif  e*  =  — :  • 
la 

Au  xve  siècle,  un  autre  Arabe  d'Espagne,  Al-Qalçâdi,  qui  com- 
menta les  œuvres  d'Ibn-al-Bannâ  (2),  établit  la  même  distinction 
suivant  les  grandeurs  relatives  de  la  racine  trouvée  et  du  reste; 
seulement  les  formules  qu'il  donne  dans  ce  cas  sont 


Pour  /•  ^  a.      \jcr  —  r  =  ci  -\ 

ici 


Pour  r^>a,      \  a'2 -+- r  =  a — 


(')  Voir  le  Talkhys  d'Ibn-al-Bannâ,  traduit  par  A.  Marre  de  Marin,  dans  les  Atti 
dell'  Accademia  pontificia  de'  JS'uovi  Lincei;  Rome,  1860. 

{'■)  Voir  la  traduction  de  son  Traité  d' Arithmétique,  publiée  par  Woepcke  dan» 
les  mêmes  Atti  de'  Nuovi  Lincei;  Rome.  1839. 
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enfin  il  obtient  une  approximation  à  deux  ternies  correctifs  en 
faisant 


sj'c 


2  (  a  -4- 


Cette  manière  d'évaluer  les  racines  carrées  avait  déjà  fait  l'objet 
d'une  Note  de  Woepcke,  à  la  suite  de  son  exposé  des  notations 
algébriques  d'Al-Qalçâdi  [Journal  asiatique,  octobre-novembre 
1 854  )  ;  mais  ce  procédé  diffère  entièrement  de  celui  qu'a  dû  suivre, 
comme  je  l'ai  fait  voir,  Baudhâyana,  car  il  donne 

r  •    l  ' 

2  0-4 

et  non 

-  1  r  1 

v/2  =  1  4- 


3       3.4       3.4.34 
C'est  ici  que  j'ai  une  erreur  à  rectifier  :  j'ai  cru  pouvoir  conclure 

que,  de  ce  que  le  terme  correctif  —  - — 7—=-?  «  est  trop  grand  en 

3 . 4 • 34 

valeur  absolue,  la  série  arrêtée  à  ce  terme  est  de  nouveau  appro- 
chée par  défaut  ».  Cette  affirmation,  énoncée  a  priori,  est  fausse, 
ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier  de  bien  des  manières.  D'abord 

convertie  en  une  fraction  unique,  l'expression  devient  -—:■>  dont 

4°° 

le  carré  est     ,,„.•;,.,;  or  le  double  du  dénominateur  est  seulement 
100404 

5-n 
332028.  Si  l'on  veut  encore,  -y—  est  la  huitième  réduite  de  la  frac- 
v  4°8 

tion  continue  qui  exprime  \ji  ;  elle  est  donc,  comme  réduite  paire, 

approchée  par  excès.  Enfin,  si  l'on  continue  l'opération  comme  je 

l'ai  indiqué  dans  ma  Note  précitée,  on  trouve 

i  T  I  I 

\/2  =  1  +  -  -4 


3       3.4       3.4.34       3.4.34. n54 

Puisque  j'ai  eu  à  revenir  sur  ces  questions  d'approximation,  je 

dois  signaler  une  méthode  applicable  non-seulement  à  l'extraction 

de  la  racine  carrée,  mais  à  la  recherche  de  la  solution  numérique 

d'une  équation   quelconque   et  que  je   crois  être    fort  ancienne, 

vu.  II 
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comme  je  le  préciserai  tout  à  l'heure.  Elle  est  exposée  et  fréquem- 
ment appliquée  dans  un  Ouvrage  imprimé  à  Lyon,  en  1020,  sous 
le  1  i  L re  de  Larismethique  de  maistre  Estienne  de  la  Hoche  dicl 
faille  franche  natif  de  Lyon  sus  le  Rosne  ( f  ),  où  elle  est  désignée 
par  le  nom  de  Rigle  de  mediacion  entre  le  plus  et  le  moins.  Elle 
s'appuie  sur  ce  principe,  que  La  Roche  exprime  en  ces  termes  à  la 
suite  de  sa  définition  des  fractions,  ou,  comme  il  dit,  des  «  nombres 
roui/. 

"  Et  doit  on  scauoir  que  le  milieu  de  tous  les  nombres  routz  est 

•  -•  Duquel  naissent  et  saillent  deux  progressions  naturelles  des- 

'    „      ,  ,.  ■  12    3    4    5    6 

quelles  lune  progredist  par  augmentation  comme  ->  ^5  -r>  -j  ->  -> 

2,  _,  ...  Et  procède  in  infinitum  ne  iamais  ne  pourra  atteindre 
»    9  l  .     1     , 

.  1.  entier.  Et  laultre  progredist  par  diminution  comme  ->  ^>  'y* 

_,  _,  _,  _,_,....  ht  procède  aussi  111  înlinitum  et  iamais  ne  sera 
56789  1 

euacuee  iusques  a  .0.  quelle  ne  soit  tousiours  quelque  chose —   » 


Pour  ne  pas  trop  allonger  cette  Note,  je  passe  à  la  façon  dont 
il  se  sert  de  ses  deux  progressions  et  de  sa  règle  de  médiation 
pour  extraire  la  racine  carrée  de  6.  Il  a  d'abord  fait  voir  que  «  ....  la 
racine  quarree  de  .6'.  est  vng  certain  nombre  moyen  entre  .2.  et 
.3.  Et  pour  icelluy  trouuer  Ion  doit  vser  de  la  règle  de  médiation 
entre  le  plus  et  le  moins....  Et  prandre  pour  le  premier  moyen 

2---   Qui  multiplies  en  soy  montent  .6 -y    Qui  sont  >-.>   plus  de 

6.  Et  pourtant  prendrons  moins  en  procédant  par  la  progression 

de  diminution  et  essayerons  si   .2-77-  multipliez  en  soy  montent 


(l)  Cet  Ouvrage  est  cité  et  sa  méthode  d'approximation  signalée,  mais  en  passant, 
dans  un  très-remarquable  travail  :  Das  Rechnen  im  16  Jahrhundert  de  M.  Treutlein, 
professeur  au  Gymnase  de  Karlsruhe,  paru  dans  les  Abhandlungen  zur  Geschichie 
(1er  Mathematik,  premier  fascicule  (Leipzig,  chez  Toiibner),  1877.  La  place  me  manque 
pour  présenter  ici  une  analyse  de  l'Ouvrage  d'Estienne  de  la  Roche;  je  me  bornerai 
à  en  recommander  vivement  la  lecture  aux  personnes  qui  s'intéressent  à  l'histoire  des 
Mathématiques. 
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plus  ou  moins  de  .6.  Or  il  est  ainsi  quilz  montent  .6.  moins  •-• 
1  '  9 

Maintenant  nous  auons  trouue  deux  racines  donc  lugne  fait  plus 

et  laultre  moins.  Il  nous  conuienl  trouue  vng  nombre  nioven  entre 

?.-•  et  .a-TT*  en  adioustant  numérateur  auec  numérateur  et  deno- 
2  3 

minateur  avec  dénominateur  et  en  vient  .2  ■•=•  Ores  essave  la  racine 

o 

2  6 

en  multipliant  >2'f*  en  soj.  Et  trouueras  .6.  moins  m—~m  Gomment 

donc  trouuer  vnar  aullre  nombre  nioven  entre  .2*  — •  et  .i'-z-  en 

2  5 

adioustant  comme  dessus  et  Ion  aura  .a«  —  •  qui  multipliez  en  sov 

5 
montent  .6.  moins  •  -r- •   Et  par  ceste  manière  peult  procéder » 


Et  il   termine  son  calcul,  qu'il  pousse  jusqu'à  2  •  ~".'  •>  par  le 


68  r 
[9G0 


Tableau  résumé  dont  voici  les   premiers    termes   seulement,    les 
seuls  dont  j'aie  besoin  : 

i3  _ 


Par  2  -  ■ 
2 

1 
"     23 


"5 

3 
2  -• 

7 

J. 

9 


20 


I 

4 
5 

9 
_6 

25 

5 

49 
2 

3 

1 21 

1 
4oo 


Par  2 


29 
22 

2¥ 

3i 

2¥- 

109 

80 
2  — — • 
19S 


P   — 
P    ~ 


5 

84 1 

6 

24<>  I 

5 
476i 

2 

7921 

o 

7788Y 

1 


39204 


Relevons  dans  ce  Tableau  les  termes  pour  lesquels  se  produit 
une  variation  dans  le  sens  de  l'approximation,  en  plaçant  en  tête 

la  valeur  2  écrite  sous  la  forme  2  H — ;  il  résulte  de  la  façon  même 

1 

dont   nos   nombres   sont    obtenus  qu'ils    ont,  en    réalité,  la   forme 

1  1  . 


— 

104  - 

suivante  : 

Par 

défaut  : 

.Par  <?<re<?.?  ; 

o 

2-4-  -i 

I 

1 

2+  -, 
2 

,+  *  = 

9 

o  -4-  4- 1 

2  h-  -  — ;— , 

I  -4-  4-2 

9                       ï"4"  2-4 
20                        2  +  2.9 

4o 
*  +  %-  = 

89 

«  ,    4  +  4-9 
9  +  4.20 

8q                 q  +  2.4o 

2+     ^   =  2  + 

198                2  +  2.89 

Or,  si  nous  calculons  les  réduites  successives  de  la  valeur  de  \/6 
on  fraction  continue,  nous  avons 

J6  =  2  h 


5    22       2  -t-  4-5 


— î 


i 

2  + 
49. 

1 

5-1-9. 

.22 

20 
5_ 

3+2 

49  +  2. 

■9 

218 

I       2        9  1+4.9 

9. 18  _  22  +  4-49      485 

89         9  +  4  •  20         1 98        20  +  2 .  89 

c'est-à-dire  que  la  «  règle  de  mediacion  entre  le  plus  et  le  moins  » 
amène  par  tâtonnement  et  par  un  procédé  fort  simple,  l'addition 
terme  à  terme  de  fractions ,  à  calculer  toutes  les  réduites  suc- 
cessives de  la  fraction  continue  exprimant  le  nombre  que  l'on 
cherche. 

Or,  ce  genre  de  calcul  par  tâtonnement  a  tout  à  fait  mine  égyp- 
tienne. En  effet,  j'ai  fait  remarquer  dans  mon  analyse  d'un  Manuel 
du  Calculateur,  insérée  au  Bulletin  (t.  VI,  p.  i3p),  que  Ahmesu, 
l'auteur  de  ce  Livre  curieux,  pour  faire  une  division,  -faisait  croître 
par  degrés  insensibles  le  dividende  jusqu'à  obtenir  un  nombre 
égal  au  diviseur,  c'est-à-dire  cherchait  par  tâtonnement  et  approxi- 
mations successives  quels  multiples  et  sous-multiples  du  diviseur 
égalaient  le  dividende.  Mais,  les  Grecs  ayant  été  sur  bien  des  points 
les  disciples  des  Egyptiens,  d'autre  part  le  procédé  qu'ils  suivaient 
pour  extraire  les  racines  carrées  nous  étant  jusqu'ici  demeuré  in- 
connu, j'ai  tout  naturellement  été  conduit  à  chercher  si  quelques 
indices  ne  nous  permettraient  pas  de  leur  attribuer  l'usage,  soit  du 
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procédé  d'Al-Morouzi  et  de  Baudhayana,  soit  de  la  «  règle  de 
medlacion  »  de  La  Hoche.  Voici  quel  a  été  le  résultat  de  mes  re- 
cherches. 

Nous  connaissons  trois  approximations  de  y3  ayant  cours  chez 
les  Grecs. 

Héron    d'Alexandrie  nous    enseigne  qu'on    obtient  la  calhète 

d'un  triangle  équilatéral  (  -  ^3  J  «  en  retranchant  du  côté  son 
dixième  et  son  trentième  » .  Or 

i  i  4 2^ i  26 

10       3o  3o        3o       2  i5 

Donc,  pour  Héron,  \/3  —  — ?" 

io 

Archimède,  dans  son  Traité  Uspl  xvkXov  ^STpfaôwç,  adopte  deux 
valeurs  approchées  pour  y3  ;  dans  la  première  Partie ,  lorsqu'il 
calcule  le  périmètre  d'un  polygone  circonscrit  au  cercle,  prenant 
pour  point  de  départ  le  triangle  formé  par  une  tangente,  le  dia- 
mètre au  point  de  contact  et  le  prolongement  d'un  rayon  faisant 

avec  le  diamètre  -  d'angle  droit,  triangle  dont  les  cotés  sont  entre 

eux  comme  1;  2  l  ^3  ,  il  leur  donne  pour  valeurs  1 53  '.  3o6  ;  265, 

.     nz        a.65  ,  ,,, 

prenant  ainsi  y/3  =  — ^x  par  défaut. 

Plus  loin,  et  pour  calculer  son  polygone  inscrit,  il  trace  dans  un 
demi-cercle  un  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  le  dia- 
mètre et  son  grand  côté  faisant  avec  ce   diamètre  un  angle  de  - 

de  droit.  Cette  fois,  il  donne  aux  côtés  les  valeurs  780 '.  i56o'.  i35i, 

c  .  g       i35i 

taisant  dô  =  — - —  par  excès. 

v  700   ' 

Si  nous  n'avions  que  la  première  valeur,  celle  de  Héron,  et  cette 
dernière,  nous  pourrions  être  tentés  de  croire  qu'elles  sont  obte- 
nues par  le  procédé  de  Baudhayana.  En  effet,  on  verra  facilement 
que,  d'après  cette  méthode, 

y/3  =  1  -+-  -  -+• 


3       3.5       3.5.52 


1,1  .  .  ,,        26    ,  ï35i 

dont  tes  trois  premiers  termes  lont  ^j  les  quatre  — -r- 

1  i5  l  "80 


—  lti<;  — 

2t>5 
Mais  l'emploi  de  la   valeur  intermédiaire  :1^  s'oppose  à  celte 

explication,  et  force  nous  est  alors  d'admettre  qu'Archimède  avait 

procédé  «  par  mediacion  entre  le  plus  et  le  moins  ».  En  effet,  —=- 
1  *  io3 

est  la  neuvième  réduite  de  la  fraction  continue  égale  à  v/3,  dont 

26         ,       .   . ,  î 3ji  .      ,  ,  ,    .  . 

— =  est  la  sixième  et la  douzième  réduite,  et  nous  venons  de 

io  760 

voir  que  la  «  rigle  de  mediacion  »  amène  à  trouver  les  réduites 
successives  de  la  fraction  continue.  On  comprend  en  outre  pour- 
quoi Eutocius,  revérifiant  les  calculs  d'Archimède,  n'a  eu  d'autre 
moyen  de  démontrer  l'exactitude  des  racines  extraites  que  d'en 
faire  le  carré  :  c'était  seulement  ainsi  qu'on  arrivait  à  déterminer 
leur  valeur. 

Je  crois  de  là  pouvoir  conclure  que  la  règle  de  médiation,  telle 
que  je  l'ai  exposée  d'après  La  Roche,  a  du  être  pratiquée  très-an- 
ciennement au  moins  par  les  Grecs,  peut-être  par  les  Egyptiens, 
et  a  dû  pendant  longtemps  former  la  seule  méthode  d'approxima- 
tion connue  et  pratiquée  par  les  calculateurs  anciens,  et,  à  bien 
prendre,  elle  n'est  pas  plus  mamaise  assurément  que  la  méthode 
de  substitution,  à  l'inconnue  d'une  équation,  de  nombres  variant 
par  fractions  décimales,  seul  procédé  que  nous  ayons  d'obtenir  une 
valeur  approchée  de  la  racine  de  cette  équation  si  elle  est  de  degré 
supérieur  au  second. 

Je  ne  puis  pas  m'empêcher,  malgré  la  longueur  de  cette  .Note, 
de  citer,  en  terminant,  les  réllexions  de  Nesselmann  [jilgebra  der 
Griechen,  p.  110)  au  sujet  de  ces  racines  carrées  d'Archimède  : 

«  Donc,  suivant  toute  vraisemblance,  les  Grecs  n'avaient  pas  de 
méthode  définie  pour,  étant  donné  dans  le  svstème  numéral  ordi- 
naire un  nombre  qui  n'est  pas  un  carré  parfait,  en  extraire  la  racine 
carrée  irrationnelle.  Pourtant,  la  méthode  que  Théon  applique  aux 
nombres  exprimés  en  fractions  sexagésimales  pouvait,  comme  nous 
le  verrons  plus  loin,  s'appliquer  également  au  système  décimal  des 
Grecs:  mais  l'opération,  pour  des  nombres  un  peu  grands,  serait 
devenue  longue  et  difffeile 11  ne  reste  donc  plus  qu'une  suppo- 
sition possible  :  c'est  que  les  anciens  ont  trouvé  leurs  racines  par 
tâtonnement  et  divination,  ce  que  semblent  indiquer  en  particulier 
les  preuves  par  multiplication  d' Eutocius.  Le  nombre  entier  le 
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plus  approché  par  défaut  [die  zunâchst  Meinere ganze  ZaJil)  qui 
répondait  à  la  racine  cherchée  pouvait  être  facilement  pris  dans 
une  Table  des  carrés,  et  la  preuve  que  des  Tables  de  ce  genre, 
destinées  à  faciliter  leurs  calculs  si  pénibles,  ne  leur  étaient  pas 
étrangères,  c'est  la  Table  de  multiplication  qui  se  trouve  dans?Sico- 
maque.  » 

Je  n'ai  pu  m'empêcher  de  citer  cette  nouvelle  preuve  du  génie 
pénétrant  de  Nesselmann,  qui  fait  regretter  à  chaque  instant  sa 
mort  prématurée,  en  même  temps  que  l'imperfection  des  documents 
qu'il  avait  à  sa  disposition,  et  la  confiance  dont  il  a  fait  preuve  vis- 
à-vis  d'éditeurs  qui  ne  s'attendaient  pas  assurément  à  ce  qu'on 
analysât,  jusqu'à  v  chercher  des  détails  aussi  minutieux,  la  publi- 
cation qu'ils  faisaient  dans  un  tout  autre  but  du  texte  d'anciens 
auteurs.  En  ce  qui  concerne  particulièrement  les  Tables  de  carrés 
destinées  à  alléger  les  calculs  pénibles,  l'hvpothèse  de  Nesselmann 
a  reçu,  depuis  l'époque  où  il  écrivait  (1842),  une  confirmation 
éclatante  par  la  découverte  de  semblables  Tables  de  carrés  et  de 
cubes  sur  les  briques  de  la  Bibliothèque  de  Sardanapale  IV  à  Baby- 
lone.  Si  les  Chaldéens  possédaient  ces  Tables,  a  fortiori  les 
Grecs,  leurs  disciples  et  leurs  héritiers  en  plus  d'un  cas,  devaient- 
ils  les  avoir  imitées  et  étendues. 


Sur  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre; 
par  M.  N.  Alexéeff. 

(Séance  du  25  juillet  1879.) 

C'est  à  l'occasion  de  l'intéressante  Communication  de  M.  R.odet 
sur  les  movens  qu'avaient  les  anciens  pour  calculer  la  racine 
carrée  d'un  nombre,  que  j'ose  exprimer  mon  opinion  sur  le  même 
sujet.  Les  anciens  connaissaient  la  moyenne  arithmétique  et  la 
moyenne  harmonique  de  deux  nombres,  et  ils  savaient  aussi  que 
la  moyenne  géométrique,  c'est-à-dire  la  racine  carrée  du  produit 
de  ces  deux  nombres,  se  trouve  entre  ces  deux  moyennes.  Ils 
pouvaient  ainsi  calculer  de  proche  en  proche  la  racine  carrée  en 
prenant  les  moyennes  consécutives.  Mais,    n'ayant  pas  les  maté- 
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riaux  nécessaires  pour  faire  valoir  mon  opinion,  je  la  donne  ici 
comme  hypothèse,  et,  dans  la  Communication  qui  suit,  je  m'oc- 
cupe seulement  des  résultats  qu'on  peut  tirer  de  la  méthode  indi- 
quée, pour  calculer  la  racine  carrée. 

Soit  à  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  N;  je  décompose 
ce  nombre  en  ses  deux  facteurs  a  et  b  ;  lorsque  N  est  premier,  l'un 
des  facteurs  a  =  N  et  l'autre  b  =  i .  Si  le  nombre  N  n'est  pas  un 
carré  parfait,  on  peut  poser  a~^>  b. 

La  première  approximation  sera  exprimée  par  deux  inégalités 

b  <  v'N  <  a, 

la  seconde  par  les  deux  suivantes  : 

2  N            ,—        a  -f-  b 
<V/N<— 


a  —  b 
Posons 

a  +  b  aN 


=  *,; 


l'approximation  suivante  est 

_2N 
a 
Posons 


6, 


=  bs, 


et  procédons  de  la  même  manière  pour  calculer  a3,  Z>3,  et  ainsi  de 
suite.  Il  est  facile  de  voir  que 

&<è1<*a<V/N<aJ<«1<a, 

c'est-à-dire  que,  à  chaque  opération  nouvelle,  on  s'approche  de 
plus  en  plus  de  la  valeur  de  la  racine.  Maintenant,  si  l'on  désigne 
par  P„  le  numérateur  et  par  Q„  le  dénominateur  de  la  fraction  a„, 
on  a 

a  —  ?»  =  Q»-'  "*"    P»-'    _  P^.  +  NQL,  < 

Nous  pouvons  poser 

P^P^  +  NQL,, 
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Ces  deux  équations  exprimeront  la  loi  que  suivent  les  nombres  P 
et  Q.  La  différence  des  deux  valeurs  approchées  an  et  b„,  que  nous 
désignerons  par  DH,  est  exprimée  par  l'équation 

^P„        $Qn  =  VJ,-XQl 

"  Q*  P„     "  P*Q« 

Nous  désignerons  le  numérateur  de  cette  fraction  par  A„  ;  si  l'on 
remplace,  dans  l'expression  de  A/n  Pn  et  Q«  par  leurs  valeurs  en 
P«_i  et  Q„_(,  on  a 

En  continuant  à  abaisser  les  indices  de  P  et  de  Q,  on  parviendra 
à  cette  équation  : 

*.=  [*; -»Q?r-. 

Mais  P,  =  a  -+-  b,  Q,  =  2  ;  donc 

\n='a-by\ 

Nous  aurons,  pour  la  différence  Dn, 

'a—bV-n  (a  —  bY-n 


D„  = 


PBQB  2"P„P„_1P„_2...P2P1 


Quels  que  soient  le  nombre  N  et  les  deux  facteurs  a  et  b,  cette  dif- 
férence peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée.  En 
effet,  on  a 

n~~i      0«— 1  p      f)  p  rr  ' 

J.  ^7i— 1  *»— a  •  •  •r2rl 

.donc 

Mais  de  l'équation  P;4 —  NQj;  =  (a  —  &)2"  on  tire 

a  ou  il  suit  que  5 — — ■ <^  j,  c  est-a-aire 

D„_,        D„_2        D„_3  ^  D,  («_&)i 

D»<-^-<^-<n6-<"<^=î'     ou    D-<  -5=r— 

Cette  inégalité  montre  que  la  proposition  avancée  est  vraie. 
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Pour  les  petits  nombres  N,  tels  que  N=2,  N  =  3,  ....  l'approxi- 

P. 
mation  sera  très-grande,  même  pour  la  fraction  — -•  Pour  les  grands 

nombres,  et  lorsque  la  différence  ne  peut  être  rendue  par  le  choix 
des  facteurs  a  et  b  assez  petite,  l'approximation  n'est  pas  si  forte; 
néanmoins  on  parviendra   toujours    à  une   approximation   qu'on 
veut  avoir. 
L'équation 

est  remarquable,   parce  qu'elle   donne  les    solutions   entières  de 
1  équation 

On  voit  que 

On  peut  remarquer  que  la  même  équation  donne  les  solutions 
rationnelles  de  l'équation  x'1 —  Ny-  =  i  : 


ya-bf'-'        '  [a-bf 

Ces  solutions  deviennent  entières  lorsque  le  nombre  N=/z(re-r-i). 

La  considération  des  nombres  P  et  Q  pourrait  conduire  à  la  réso- 
lution de  l'équation  x- — Njr2  =  i  en  nombres  entiers  dans  d'autres 
cas;  mais,  puisque  ce  problème  est  résolu  depuis  longtemps,  je 
trouve  l'exposition  de  ces  cas  peu  instructive. 

Les  recherches  sur  les  nombres  P„  et  Q„  m'ont  conduit  aux 
formules  suivantes,  que  je  donne  ici  sans  la  démonstration,  parce 
qu'elle  est  très-facile  : 

{yJa  +  s[bY-(^-s[bYn  (jq  +  fiT-Ua-y/ZT 

I     r,i  = " '      V>«  —  


/-     i     a-i>\\     [a  —  b)nr     («-inr     (a-b)*n 

Les  expressions  (i)  peuvent  être  développées,  et  alors  elles  ne 
contiennent  plus  les  radicaux;  ainsi  : 
Pour  n  =  i ,  on  a 
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Pour  //  —  2, 

P2  =  rt2-f-  62-+-  (22)2N,     Q2--4(«  +  6). 
Pour  «  =  3, 

P,  — «4-f-  6* -h  (23;,(«2+  £2)N-r-  (a3)tN2, 
fc=(a')l(«'-+-  *")  +  (*).(«+  4). 

Pour  «^4> 

p4  =  a* -f- b* '-+-  (24)2(a6-f-ô6)N  -+-  (a*)t(o*+  £l)N2 

-H  (a*),(a*  +  &2)N:î4-  (a*)8H\ 
Q4=  (24)t(a7-f-  &')  -4-  ( a* )i («•-+-  &S)N 

-+-  (  2*  ) 5  (  «3  -t~  b3  )  H J  4-    2 '•  ) ,  (a  +  6  )  N:i, 
et  ainsi  de  suite. 

Par  la   notation    (a")*,    j'exprime   le    coefficient    binomial    du 
nombre  (  2")  de  l'ordre  k. 


•Sur  un  procédé  ancien  pour  Ici  solution  en  nombres  entiers  de 
l'équation  indéterminée  ax  H-  by  =  c,  par  M.  L.  Rodet. 

(Séance  du  25  juillet  1^79.) 

Diophante  et  les  Arabes,  particulièrement  Al-Karkhi  [voir 
A\  oepcke,  Extraits  du  Fakhrî;  Paris,  i863),  ont  traité  une  quan- 
tité considérable  de  problèmes  indéterminés  du  premier  degré; 
mais,  comme  le  remarque  W  oepcke  dans  le  travail  précité  (p.  10, 
note  **),  ils  font  disparaître  immédiatement  l'indétermination  en 
donnant  à  l'une  des  deux  variables  une  valeur  arbitraire.  Seulemcnl 
ils  n'ont  pas  dit  comment  ils  choisissaient  cette  valeur  arbitraire 
de  façon  à  obtenir  un  nombre  entier  pour  la  seconde  variable. 

Estienne  de  la  Pioche,  le  mathématicien  lyonnais  à  qui  j'ai  déjà 
emprunté  la  «  Règle  de  mediacion  entre  le  plus  el  le  moins  »  (roi/1 
séance  du  11  juillet  1879),  enseigne  un  procédé  par  routine,  qui 
pourrait  bien  encore  être  celui  qu'oui  employé  les  Grecs  et  les 
arabes  pour  trouver  celte  solution  «  arbitraire  »,  mais  choisie. 
Pour  ne  pas  allonger  cette   Noie,  je  citerai   seulement  un  exemple 
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numérique,  supprimant  l'énoncé  de  la  règle,  lequel  est  assez  peu 

clair,  parce  que  La  Roche  complique  sa  question  en  s'attaquant 

au  système 

x  -+-y  -+-  z  =  a, 

m  x  -f-  ny  -+-  pz  =  b 

et  qu'il  lui  faut  alors  éliminer  au  préalable  sa  troisième  inconnue  z. 
Voici,  du  reste,  son  texte  tel  que  nous  le  lisons  au  folio  28  : 

<(  Exemple.  —  Trouues  troys  nombres  qui  adioustes  ensemble 
fassent  .60.  Et  que  multipliez  le  premier  par  .3.   le  second  par 

2.  et  le  tiers  par  •-•  les  trois  multiplications  adioustees  ensemble 
facent  .60.  » 

Pour  éviter  toute  confusion  entre  ces  deux  nombres  60  et  per- 
mettre aux  lecteurs  de  mieux  suivre  l'opération,  je  vais  indiquer 
entre  parenthèses,  après  chaque  nombre,  sa  signification  algé- 
brique, en  me  reportant  aux  deux  équations  ci-dessus. 

«  Responce.  —  Multiplie  .60. [a)  par  le  moindre  des  troys 
nombres  multiplians  qui  est  •-•(p)  et  auras  3o.(ap)  qui  leuez 

de  .60.  (&)  restent  .3o.(Z> —  ap).  Puys  soit  soustrait  celluy  •- 
des  aultres  deux  multiplians.  cest  ascauoir  .3.(/7i)  et  .2.(/z).  Et 
restent  .i-->(m — p)  et  .\---(n — p).  Ores  de  ,3o.(b — ap) 
conuient  faire  deux  parties  desquelles  lugne  se  puisse  entière- 
ment partir  par  .2  •-  •  et  laultre  par  .  1  •  ->  sans  quil  reste  aulcune 

chose.  Mais  pour  euiter  nombre  routfaut  tout  réduire  en  •-•  cest 

0  .  .  1  1  .  , 

ascauoir  .00.  qui  est  a  partir,  et  .%•-'  et  ,i»-—  qui  sont  tes  par- 

teurs.  Et  trouueras  .60.  pour  le  nombre  a  partir,  et  .5.  et  .3. 
pour  les  parteurs.   » 

Nous  voilà  donc  ramenés  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équa- 
tion à  deux  inconnues 

5x  -f-  3 y  =  60. 
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<c  Ores  de  .60.  faitz  deux  parties  telles  que  lugne  se  puisse 
entièrement  partir  par  .5.  et  laultre  par  .3.  Et  pour  ce  faire 
partis  .60.  par  le  maieur  nombre  qui  est  .5.  et  en  vient  .12.  ou 
quotiens.  31ais  pour  ce  quil  ne  resteroit  riens  pour  le  moyen 
nombre  iljaut  mettre  moins  de  .11.  ou  quotiens  affi.11  quil  reste 
quelque  chose  pour  partir  au  moyen  nombre.  Or  posons  qu'on 
mette  .1  r.  ou  quotiens.  Et  par  ainsi  il  resteront  .0.  a  partir  qui 
ne  se  peuuent  partir  par  .3.  qui  est  le  moyen  nombre.  Par  quoy 
fauldra  mettre  .10.  ou  quotiens.  et  resteront  .10.  a  partir  qui 
pareillement  ne  se  peuuent  partir  par  .3.  entièrement.  Et  ainsi 
donc  fauldra  mettre  .9.  ou  quotiens.  et  resteront  .ij.  a  partir 
qui  se  peuuent  bien  partir  par  .3.  et  en  vient  .5.  ou  quotiens » 

Ainsi  x  =  9, y  =  5,  et,  par  suite,  z  =  4^« 

«  Ou  aullrement  de  .60.  qui  est  le  nombre  a  partir  lyeue  le 
plus  grand  nombre  qui  est  .5.  tant,  defoiz  que  la  reste  se  puisse 
partir  entièrement  par  .3.  Et  premièrement  lyeue  .5.  i>gnefois 
de  .60.  et  resteront  .55.  qui  ne  se  peuuent  partir  par  .3.  Et  pour 
ce  lyeue  deux  joys  .5.  de  .60.  et  resteront  .5o.  qui  pareillement 
ne  se  peuuent  partir  par  .3.  Et  pour  ce  donc  lyeues  .Z.foys  .5. 
de  .60.  et  resteront  .45.  qui  se  peuuent  partir  par  .3.  Et  as  ainsi 
diuise  .60.  en  deux  parties  telles  que  lugne  cest  ascauoir  .  io.  se 
peult  partir  entièrement  par  .5.  et  laultre  cest  ascauoir  .^5.  se 
peult  partir  entièrement  par  .3.  » 

L'auteur  en  conclut  x  =■  3,  y  =  1 J*  z  =  42.  Il  ajoute  : 

((  Et  ainsi  cest  rayson  et  les  semblables  qui  se  j ont  par  ceste 
règle  ont  plusieurs  responces  et  tant  que  Ion  veult.  Par  quoy 
appert  que  ceste  règle  est  science  de  petite  extime.  » 

Le  problème  n'est  pas  toujours  possible  : 

«  Et  sil  aduenoit  que  la  dicte  reste  mise  a  part  (c'est-à-dire 
m  —  ap  dans  le  problème  à  trois  inconnues)  ne  se  peut  mettre  en 
deux  parties  telles  que  quant  on  lauroit  parti  par  le  nombre  de 
la  maieur  partie  gardée  à  part  [m  —  p).  Que  ce  qui  resteroit  ne 
se  pouroit partir  entièrement  par  le  nombre  de  la  moyenne  partie 
aussi  gardée  a  part  (« — p).  Ce  seroit  signe  que  icelle  rayson 
(problème)  seroit  impossible  en  nombres  entiers.  » 


—   17i  — 
La  Roche  donne  ici  pour  exemple 

x  -4-jr  +  z==  20, 
f  ■ 

CJ.i-  -1-  2  )'  H 2  =  ?.0, 

2 

amenant  à 

g.r  -+-  3_>  =  20. 

Or  ici  9  et  3  ont  un  facteur  commun  qui  ne  divise  pas  20;  le 
problème  est  donc  réellement  impossible. 

Tout  le  monde  n'a  pas  été  du  même  avis  qu'Estienne  de  la  Roche 
au  sujet  de  l'importance  des  raysons  qui  se  traitent  par  ce  procédé; 
en  particulier,  les  mathématiciens  de  l'Inde  ont  tenu  si  peu  cette 
question  en  petite  extime,  que  Brabmagupta  a  donné  à  son  Cha- 
pitre entier  sur  l'Algèbre  le  nom  de  l'opération  par  laquelle  il 
résolvait  ax  -+-  by  =  1;  mais  cette  réflexion  n'est  que  secondaire. 
Ce  sur  quoi  je  désire  appeler  l'attention  pour  le  moment,  c'est  la 
simplicité  tout  enfantine  du  procédé,  qui,  après  tout,  n'est  pas 
beaucoup  plus  mauvais  qu'un  autre,  lorsqu'il  s'agit  d'un  problème 
numérique  donné.  Il  a  même  l'avantage  sur  le  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur  ou  des  fractions  continues,  le  seul  qu'on 
enseigne  chez  nous,  d'être  beaucoup  plus  court  et  de  conduire  à 
des  calculs  moins  longs.  Il  est  même  plus  court  encore  que  le  pro- 
cédé des  congruences,  fort  élégant  pourtant,  et  que  je  m'étonne 
de  ne  pas  voir  enseigner  dans  nos  cours  élémentaires  :  car,  plus 
scientifique  que  les  tâtonnements  de  La  Roche  et  fournissant  toutes 
les  solutions  de  la  question,  cette  méthode  des  congruences,  qui 
a  le  mérite  de  passer  par  les  mêmes  calculs  que  s'il  s'agissait  de 
résoudre  une  équation,  a  l'avantage  d'être  très-rapide  et  de  con- 
duire aussi  vite  et  aussi  infailliblement  au  résultat  que  le  traite- 
ment des  équations  auquel  je  viens  de  la  comparer. 
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Calcul  d'un  déterminant;  par  M.  H.  Lemoknier. 

(Séance  du  2a  juillet  1879.) 

Soit  à  calculer  le  déterminant 


1  2  3 

2  3  4 

n  —  1      n  1 

n  1  2 


n  —  1  n 

n  1 

n  —  3  n  —  2 

11  —  2  n  —  1 


Si  Ton  remplace  chaque  terme  de  la  dernière  colonne  par  la 
somme  des  termes  de  la  ligne  dont  il  fait  partie,  il  vient 


N  = 


n  I  n  -f-  1 


1  2  3 

2  3  4 

n  —  1      n      1 

n  1  9. 


n  —  1  1 

n  1 

n  — ^3  1 

n  —  2  1 


ou,  en  retranchant  successivement  chaque  colonne  de  la  suivante 
jusqu'à  l' avant-dernière, 


n  —  1  1  1  —  n 

n         1  —  n         1 


I 

I 

I 
I 

1  —  Il 

I 
I 

I 

I 
I 

Faisant  la  même  opération  pour  les  lignes, 


n  n  H-  1 


I 

I 

I 

I 

1 

I 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

—  // 

0 

I 

0 

0 

—  // 

II 

0 

I 

0 

—  // 

II 

0 

0 

1 

—  Il 

II 

0 

0 

0 

n{n  -+-  i) 


(_l)»-i 


-  176  - 
o  o 
o  o 
o  o 

o        —  n     n 

—  n        n 


o  —  n 

—  n  n 

n        n  o 

.  .        o  o 

o  o 


n  [n  -+- i 


Soit  à  calculer  de  même 


N, 


p  +  I      p  H-  2 
p  -\- 1    p  -h  3 


p  -\-  n 

p  -+- 1 


p  -h  n     p  -+- 1 
Les  mêmes  opérations  donnent 


/;  +  «  —  i 


r      //(«-T-oi 


P  +  I        /?  +  2 

/P  +  2      /J+3 


p  -h  n  —  i       i 
p  -\-  Tl  i 


/;  +  «     p  +  I 


p  -\-  n  —  2      i 


ou 


r   .  «(»-»- on 


ou 


f  n(/I  +  l)~] 


p  +  I 

i 

i 

i 

/?  +2 

i 

i 
—  n 

i 

i 

p-\-  n  —  i 

i  —  n 

i 

i 

p  -h  n 

i  —  n 

I 

i 

i 

p  4-1         i 

i 

i       ... 

i 

i 

1              o 

o 

o      ... 

o 

o 

I             o 

o 

o        ... 

—  n 

0 

I             o 

o 

o       ... 

—  // 

n 

o 

I             o 

—  n 

n      ... 

o 

o 

I         —  // 

n 

o      ... 

o 

o 

n(n  —  1) 

l—l)       2 
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On  déduit  de  là 


p-hq      p-hzq 

p  +  2  q      fj-{-3q 
p+nq       p-hq 


p  -+-  nq 
p-hq 


p~h{n  —  l)q 


i        \  ~~—> —       I      P        n( n  -+- 1    I 


Sur  les  faisceaux  ponctuels  plans  de  caractéristique  v,  ayant  un 
point  principal  multiple  d'ordre  v:  par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du  27  juin  1H79.) 


I.  —  Généralités 

4.  Avant  d'aborder  la  question  qui  fait  l'objet  spécial  de  cette 
Note,  je  crois  devoir  rappeler  quelques  notions  que  j'ai  déjà  expo- 
sées antérieurement.  Dans  un  précédent  Mémoire  ('),  j'ai  donné 
la  forme  générale  de  l'équation  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables,  qui  définit  un  système  de  courbes  planes  satis- 
faisant à  cette  double  condition,  qu'il  y  ait  un  nombre  déterminé  u. 
de  branches  du  système  passant  par  un  point  quelconque  du  plan, 
et  un  nombre  également  déterminé  v  de  ces  branches  tangentes  à 
une  droite  prise  arbitrairement. 

L'équation  différentielle  la  plus  générale  d'un  pareil  s\stème 
peut  s'écrire 


dy 


-y\  +  s 


dy_ 
dx 


Mî 


Si 

IrV" 

dx) 
dx 


dx 


—  } 


«~M 


Pfl 


+  .  .  .  H-  P,  --  o, 


en  désignant  par  les  lettres  R,  S,  .  .  . ,  V  des  polynômes  homogènes 


(l)  Mémoire  sur  les   systèmes  généraux   <lr  courba  planes,   etCi    (Bulletin,   t.    II, 
année  1874,  p-  75). 

vu.  12 
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de  degré  v  en  x  et  j  ,  et  par  les  lettres  P  des  polynômes  complets 
également  de  degré  v  en  x  et  y. 

Les  deux  nombres  p  et  v  caractérisent  l'équation  différentielle, 
de  la  même  manière  qu'une  équation  algébrique  ordinaire  est  ca- 
ractérisée par  son  degré.  Ils  peuvent  servir  de  base  à  une  classifi- 
cation rationnelle  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  à 
deux  variables. 

2.  Les  cas  où  l'une  des  deux  caractéristiques  est  égale  à  l'unité 
présentent  des  particularités  intéressantes.  Si  l'on  suppose,  par 
exemple,  a  =  i ,  l'équation  (1)  devient 


dr         \  tir 


>)-*% 


dans  laquelle  L,  M  et  N  désignent  des  polynômes  de  degré  v  en 
x  et  y,  dont  le  premier  est  réduit  à  ses  termes  du  plus  haut  degré, 
les  deux  autres  étant  complets. 

On  voit  immédiatement  sur  l'équation  (2)  qu'il  existe  dans  le 

dr 

plan  un  certain  nombre  de  points  pour  lesquels  la  valeur  de  — 

est  indéterminée.  Ils  sont  fournis  par  l'intersection  des  deux 
courbes 

(3)  hx  —  M  =  o,     Lj  —  N  =  o. 

Ces  courbes,  toutes  les  deux  de  degré  v  -+- 1 ,  ont  (v  -f- 1)2  points 
communs,  dont  v  sont  à  l'infini  sur  les  v  directions  données  par 
l'équation 

L  =  0; 

mais  il  est  facile  de  voir  que,  pour  ces  v  points  à  l'infini,  l'indé- 
termination de  —  n'est  qu'apparente  :  en  effet,  pour  avoir  d'une 

manière  générale  la  valeur  de     -  correspondant  à  un  système  de 

a.r 

valeurs  infinies  de  x  et  de  j r,  on  a  le  droit  de  négliger  dans  l'équa- 
tion (2)  les  termes  de  degré  supérieur  à  v  -+-  1  par  rapport  à  x  cl  7  , 
c'est-à-dire  tous  les  termes  des  polynômes  M  et  N,  et  l'on  obtient 
alors 

ily  _  y 

dx         .v 
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Le  nombre  des  points  pour  lesquels  —  est  indéterminé  se  réduit 

dr 

donc  à  (y  -f- 1)- —  v-=  v2  -\-  v  -\-  i .  De  là  le  théorème  suivant  : 

Dans  un  système  général  (i,y)  de  courbes  planes,  il  existe 
y2 -h  y  -f- 1  points,  en  chacun  desquels  la  direction  tangentielle  est 
indéterminée  (*). 


3.  Ces  points  pourront  être,  dans  certains  cas,  des  points  de  croi- 
sement de  toutes  les  courbes  du  système.  Ils  comprendront  éga- 
lement les  points  multiples  et  singuliers  de  ces  courbes,  si  elles  en 

possèdent;  car,  pour  ces  points,  —  a  évidemment  plus  d'une  va- 
leur, et,  par  suite,  son  expression  doit  se  présenter  sous  la  forme 
-•  Mais  il  est  facile  de  démontrer  qu'en  général  un  point,  pour 

lequel  —  est  indéterminé,  est  un  point  asjmptotique 

En  effet,  prenons  l'un  de  ces  points  O  pour  origine  des  coor- 
données; en  résolvant  l'équation  (i)  par  rapport  à  —  »  on  en  tire 
une  expression  telle  que 


dy  ax  -f-  by  —  r.r-  -4-  .  .  . 

dx  a'.r  -f-  //  }    -r-  c'.i:'-  -4-  .  .-. 

Si  x  et  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  m  infiniment  voisin  de 
l'origine,  les  termes  de  degré  supérieur  en  x  et  y  deviennent  des 

infiniment  petits  négligeables,  et  l'expression  de  —  se  réduit  à 

dy         a  .r  -f-  by 
dx        a'x  -+-  b'j 


(')  J'ai  déjà  énoncé  antérieurement  ce  théorème  dans  une  >ioi<j  Sur  les  points  fon- 
damentaux du  faisceau  de  courbes  planes  défini  pur  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  algébrique  (Comptes   rendus  de  l'Académie    des   Sciences,    t.    LXXXVI, 

p.  58G).  Voir  également  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Darboux  (/oc  cit.,  )>.  s  •  .  Ce 
théorème  n'est  d'ailleurs,  sous  une  forme  un  peu  différente,  que  le  corrélatif  d'un 
théorème  sur  les  connexes  [Lindemans,  Vorlesungen  ûber  Géométrie  von  Alfred Clebsch 
(Ersten  Bandes,  zweiter  Theil,  p.  iooi)]. 

I  2. 


-   180  - 
on  en  déduit 

ri  -\-  .  b  —  a     —         b 


l.r        ./■  a'x  -r-  b'  r 


tu 


ou  bien,  en  désignant  par  y.  l'inclinaison  sur  O.r  de  la  tangente  ;'• 
la  branche  de  courbe  qui  passe  en  m, 

a  +  lb  —  a')--  -  b'(-)~ 

(4)  tanga  —  tangmOa:  — — — — - — ■ — . 

*     ;  a  x  -+-  b  y 

Or,  dans  le  cas  où   la  branche  considérée  passerait  effectivement 

parle  point  O,  les  angles  a  et  mOx  différeraient  d'un  infiniment 
petit,  et  il  en  serait  de  même  de  leurs  tangentes.  C'est  précisément, 
comme  le  montre  la  relation  (4),  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général. 
c'est-à-dire  lorsque  les  coefficients  a,  b,  a' ,  h'  sont  quelconques  et 
indépendants  les  uns  des  autres.  Le  point  O  et  les  points  analogues 
sont  doue  bien  généralement  des  points  asymptotiques. 

On  peut  remarquer  toutefois  qu'il  existe  pour  chacun  de  ces 
points  t\cii\  branches  réelles  ou  imaginaires  qui  y  passent  effec- 
tivement :  on  obtient  les  directions  tangcnlielles  de  ces  branches, 
en  égalant  à  zéro  le  numérateur  du  second  membre  de  la  rela- 
tion (4)«  Cette  dernière  remarque  a  déjà  été  faite  par  M.  Dar- 
boux,  dans  son  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  algé- 
briques du  premier  ordre  et.  du  premier  degré  (f).  L'étude  des 
singularités  de  ces  points  avant  été  traitée  par  ce  savant  géomètre, 
nous  n'v  insisterons  pas  davantage  :  notre  seul  but  était  d'établir 
que  ces  points  sont,  en  général,  des  points  asymptotiques,  fait  que 
nous  avions  déjà  signalé  précédemment,  mais  sans  le  démontrer  ('-). 

4.  Parmi  les  systèmes  définis  par  une  équation  telle  que  (2),  se 
trouvent  évidemment  compris  les  faisceaux  de  courbes  algébriques 
planes,  puisque,  comme  on  le  sait,  par  un  point  quelconque  du 
plan  il  passe  une  courbe  d'un  pareil  faisceau,  et  x\nc  seule.  Con- 
sidérons un  faisceau  de  courbes  du  mlème  ordre,  assujetties  à  la 


('  )  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  2e  série,  t.  Il,  p.  \'i\. 
{' \    Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,   t.   I. XXXVI,   p.  583. 
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,.  .          i                              m  (  m  ~{-  3)  .  , 

condition  de   passer  par   — i  points  donnes,   et   avant 

par  suite  m2  points  communs  appelés  points  fond  ciment  aux  du 
faisceau.  On  sait,  d'après  un  théorème  bien  connu,  qu'il  existe 
2 (m  —  i)  courbes  de  ce  faisceau  tangentes  à  une  droite  quelconque 
du  plan;  on  a,  par  suite, 


v  =  2  I  m 


dy 


Le  nombre  des  points,  pour  lesquels  le  -—  de  l'équation  difleren- 

1  clx 

tielle  du  faisceau  est  indéterminé,  est  par  suite  égal  à 

4  (m  —  t)2  -+-  2  (m  —  i)  -+•  i  =  4//22—  6m  -+-  3. 

Si  de  ce  nombre  nous  déduisons  les  m-  points  fondamentaux  qui 
s'\  trouvent  compris,  le  nombre  restant  3  ni- — 6m~\-  3  —  3(m — i  )'a 
sera  manifestement  celui  des  points  doubles  des  courbes  du  fais- 
ceau. On  retrouve  ainsi  un  résultat  connu. 

5.      Par  une  extension  qui  paraîtra  toute  naturelle,  nous  dirons 
que  les   courbes,   en  général   transcendantes,   définies  par  l'équa- 
tion (2),  forment  un  faisceau  ponctuel,  ou,  plus  simplement,  un 
faisceau,  de  caractéristique  v.  Nous  donnerons  aussi  un  nom  aux 

v2H-y~hi  points,  pour  lesquels  le  --  de  l'équation  (2)  est  indéter- 
miné :  nous  les  appellerons  les  j)oints  principaux  du  faisceau. 
Cette  dénomination  nous  semble  préférable  à  celle  de  points  fonda- 
mentaux que  nous  avons  employée  dans  une  Note  précédente  (  '  ), 
parce  que,  dans  le  cas  des  faisceaux  de  courbes  algébriques,  comme 
on  l'a  vu  plus  haut,  les  points  en  question  comprennent,  outre 
les  points  qu'on  a  l'habitude  d'appeler  fondamentaux,  les  points 
doubles  et  en  général  tous  les  points  singuliers  des  courbes  du 
faisceau.  C'est  pour  une  raison  analogue  que  nous  éviterons  de 
nous  servir  de  l'expression  de  points  singuliers,  par  laquelle 
IM.  Darboux  désigne  ces  points.  Il  nous  paraît  plus  rationnel  de 
réserver  la  qualification  de  singuliers,  pour  les  points  principaux 
résultant   de  la  coïncidence   de  deux  ou   plusieurs  points  princi- 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVI,  |>.  >85. 


-  182   - 

pau\  ordinaires.  En  adoptant  ces  dénominations,  on  peut  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Dans  le  plan  d'un  faisceau  ponctuel  de  courbes 
planes,  de  caractéristique  v,  il  existe  v--\-  v+i  points,  en  chacun 
desquels  la  direction  tangentielle  est  indéterminée.  Ces  points 
sont,  en  général,  des  points  asymptotiques  communs  à  toutes  les 
courbes  du  faisceau,  et,  dans  certains  cas,  des  points  de  croise- 
ment de  ces  courbes.  Ils  comprennent  les  points  singuliers  de  ces 
mêmes  courbes,  quand  il  en  existe. 


II.  —  Faisceaux  à  point  principal  multiple. 

6.  Points  principaux  multiples  et  singuliers.  —  Il  peut  arriver, 
dans  certains  cas,  que  deux  ou  plusieurs  points  principaux  se  su- 
perposent. Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  évidemment 
que  les  courbes  (3)  aient  en  commun  un  point  qui  soit  multiple 
au  moins  pour  l'une  d'elles.  Si  les  deux  courbes  (3)  ont  un  point 
d'intersection  multiple  d'ordre  h  pour  l'une,  d'ordre  h  pour 
l'autre,  ce  point  sera,  comme  on  le  voit  immédiatement,  un  point 
principal  multiple  d'ordre  lik  du  faisceau. 

Considérons  maintenant  la  courbe  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  par  un  point  fixe  I  à  toutes  les  courbes 
du  faisceau.  On  forme  immédiatement  l'équation  de  ce  lieu,  que 
nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  considérer  dans  une  Note  pré- 
cédente ('),  sous  le  nom  (ï indicatrice-point  du  système  on  du 
faisceau.  11  suffit  de  remplacer  dans  l'équation  différentielle  (a) 

(ly  y  § 

—  par  • -i  a  et  (5  désignant  respectivement  Yx  et  Yy  du  point  I. 

On  obtient  ainsi  l'équation 

(5)  L(S.r  —  or)  -4-Mj-  N.r  —  M,S  +  Na=o. 

Cette  équation  est  de  degré  v-f-i;  elle  est  vérifiée  pour  x  =  a, y  =  (3, 
et  pour  les  coordonnées  de  chacun  des  points  fondamentaux.  Si,  en 
outre,  on  suppose  que  les  deux  courbes  (3)  aient  en  commun  un 
point  multiple,  d'ordre  À"  pour  chacune  d'elles,  et  que  ce  point  ait 
été  pris  pour  origine  des  coordonnées,  les  termes  de  degré  inférieur 

(')  Bulletin  <lc  lu  Société  mathématique,  t.  V,  p.  i3o. 
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à  k  manqueront  à  la  fois  dans  M  et  dans  N,  et,  par  suite,  dans 
l'équation  (5)  :  d'où  l'on  conclut  que  l'indicatrice-point  a  pour 
point  multiple  d'ordre  k  le  point  principal  multiple  d'ordre  k2, 
qui  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées.  On  peut,  par  suite, 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes ,  menées  par  un  point 
fixe  I,  a  toutes  les  courbes  d' un  faisceau  de  caractéristique  v,  est 
une  courbe  d'ordre  v  -+-  i ,  qui  jyasse  par  le  point  I,  et  par  les 
points  principaux  du  faisceau.  Lin  ])oint  principal  multiple 
d'ordre  k2  est  un  point  multiple  d'ordre  k  du  lieu  (  '  ). 

On  peut  remarquer  que  les  diverses  singularités  que  pourra 
présenter  un  point  principal  multiple  seront  dans  une  corrélation 
intime  avec  les  singularités  de  ce  même  point  considéré  comme 
appartenant  à  une  indicatrice-point  quelconque.  Parmi  ces  indi- 
catrices, il  suffira  même  de  considérer  celles  qui  correspondent  à 
des  points  I  situés  à  l'infini. 

7.  Soit  maintenant  une  droite  D  quelconque.  En  chacun  des 
points  de  celte  droite  passe  une  courbe  du  faisceau  et  une  seule. 
Menons  la  tangente  en  ce  point  à  la  courbe  qui  y  passe  :  l'enve- 
loppe de  ces  tangentes  est  une  courbe  de  classe  v  -h  i ,  avant  pour 
tangente  multiple  d'ordre  v  la  droite  D.  Cela  résulte  immédiate- 
ment de  ce  que  par  chaque  point  de  D  ne  passe  qu'une  de  ces 
tangentes,  et  qu'il  existe  v  branches  tangentes  à  D.  On  peut  aussi 
faire  voir  que  par  un  point  quelconque  I  du  plan  on  ne  peut 
mener  que  v  -j-  i  tangentes  à  l'enveloppe  considérée.  En  effet, 
l'indicatrice-point  relative  au  point  I,  qui  est  de  degré  v -h  i , 
coupe  la  droite  D  en  v  -f-  i  points  qui  sont  tels,  que  les  tangentes 
en  ces  points,  aux  courbes  du  faisceau  qui  y  passent,  concourent 
en  I.  Nous  avons  déjà  appelé  précédemment  l'enveloppe  con- 
sidérée l' indicatrice-droite  relative  à  D. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  D,  au  lieu  d'être  quel- 
conque, passe  par  un  point  principal  O  du  faisceau,  multiple 
d'ordre  h*.  Alors  l'indicatrice-point  relative  au  point  I  a  un  point 


(')  On  démontre  encore  facilement  que  le  degré  du  môme  lieu  se  réduit  à  v —  k 
lorsque  le  point  I  coïncide  avec  un  point  principal  multiple  d'ordre  h~. 
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multiple  d'ordre  A  en  0;  elle  ne  rencontre  plus  la  droite  D 
qu'en  v —  A -h  i  points  en  dehors  de  O.  L'indicatrice-droite  rela- 
tive à  D  n'est  plus,  par  suite,  que  d'une  classe  égale  à  v  —  À  +  i, 
et  la  droite  D  n'est  plus  tangente  multiple  que  de  l'ordre  v  —  A. 
On  a  donc  le  résultat  suivant  : 

L'enveloppe  des  tangentes,  aux  divers  points  d'une  droite  D, 
aux  brandies  d' un  faisceau  de  caractéristique  v  qui  passent  par 
ces  points,  est  une  courbe  de  classe  v -+-  i,  qui  admet  pour  tan- 
gente multiple  d'ordre  v  la  droite  D. 

Dans  le  cas  ok  D  passe  par  un  point  principal  multiple  d' ordre 
/. -,  la  classe  de  l'enveloppe  se  réduit  à  v  —  A : -f- 1,  et  la  droite  D 
n'est  plus  qu'une  tangente  multiple  d'ordre  v  —  A . 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  A"  soit  égal  à  y,  la  classe  de 
l'indicatrice-droite,  relative  à  une  droite  passant  par  un  point  prin- 
cipal multiple  d'ordre  v-,  est  égale  à  l'unité,  c'est-à-dire  que  cette 
indicatrice  se  réduit  à  un  point.  De  là  ce  théorème  : 

Théorème. —  Lorscpî un  faisceau  de  caractéristique  v  possède 
un  point  principal  multiple  d'ordre  v-,  toute  droite  passant  par 
ce  point  est  telle,  que  les  tangentes  aux  courbes  du  faisceau,  aux 
points  ou  elles  rencontrent  la  droite,  concourent  en  un  même  point. 

8.  Nous  allons  démontrer  cette  dernière  propriété  directement 
par  le  calcul. 

A  cet  effet,  prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  mul- 
tiple d'ordre  v;  d'après  une  remarque  faite  précédemment  (6),  les 
polvnômes  M  et  N  ne  contiendront  que  des  termes  de  degré  y,  de 
même  que  L. 

En  posant 

(6)  r  =  t.r, 
on  peut,  par  suite,  écrire 

(7)  L  =  Ax",     M  =  B.>%     N  =  C.z', 

A,  B,  C  désignant  des  fonctions  entières,  de  degré  v,  de  t. 
L'équation  (2),  après  ces  substitutions,  devient 

/  m  (  (h'  \        —  dr        „ 

8  Ax f)_B-f-H-C  =  0. 

\<l.r  /  rf.r 
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D'autre  part,  l'équation  de  la  tangente,  en  un  point  quelconque 
|  .r.  y\,  à  la  courbe  du  faisceau  qui  y  passe,  est 

J         dx  l 

Si  nous  supposons  que  le  point  {oc,  y)  soit  pris  sur  la  droite  (6). 

i  i         i? ,  •  -    *  i  dy 

nous  pouvons  remplacer  dans  l' équation  précédente  y  et  —  par 

leurs  valeurs  tirées  de  (6)  et  (8).  L'équation  de  la  tangente  se  met 
alors  sous  la  forme 

(9)  [ktx  —  C)X—  (A.r—  B)Y  —  *(B/  —  C]  =  O. 

Cette  équation  contient  un  paramètre  variable  x,  au  premier 
degré  :  d'où  Ton  conclut  que  la  droite  qu'elle  représente  passe 
par  un  point  fixe,  ce  qui  est  le  résultat  déjà  trouvé  géométrique- 
ment. 

On   voit  de    plus  que  ce  point   est  à  l'intersection   des   deux 
droites 


qui  s'obtiennent,  en  faisant  successivement  dans  (8)  x  =  o  el 
x  =  30  .  L'une  d'elles  passe  par  le  point  principal  multiple  ;  l'autre 
est  parallèle  à  la  droite  (6). 

9.  La  réciproque  est  vraie;  c'est-à-dire  que,  si  un  point  O  du 
plan  d'un  faisceau  de  caractéristique  v  est  tel,  que  peur  toute 
droite  passant  par  O  les  tangentes  aux  courbes  du  faisceau,  en 
leurs  points  d'intersection  avec  cette  droite,  concourent  en  un 
même  point,  le  point  O  est  un  point  principal  multiple  d'ordre  v- 
pour  le  faisceau. 

En  effet,  recommençons  le  calcul  fait  plus  haut  (8),  mais  sans 
remplacer  celle  fois  dans  1  2)  L,  M  et  N  par  les  expressions  (7)  : 
l'équation  (9)  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  droite  [6 
devient  alors 

(10)  \.t  .   -    \   X  La        M    \         <    Mf  —  N)  =  0. 
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11  est  clair  que,  si  M  et  N  contiennent  des  termes  de  degré  su- 
périeur à  v,  x'  ne  se  trouvera  pas  en  facteur  quand  on  substituera 
y  =  tx\  par  conséquent,  x  n'entrera  plus  linéairement  dans  l'é- 
quation (10)  de  la  tangente,  et  il  ne  sera  plus  vrai  de  dire  que  les 
tangentes  aux  divers  points  de  la  droite  (6)  concourent  en  un 
même  point.  Pour  que  ce  fait  ait  lieu,  il  faudra  que  M  et  N  se 
réduisent  aux  termes  de  degré  v  en  x  ely,  ce  qui  est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'origine  des  coordonnées  soit  un 
point  principal  multiple  d'ordre  v-  (6). 

10.  Des  deux  théorèmes,  réciproques  l'un  de  l'autre,  que  nous 
venons  de  démontrer  (8  et  9),  on  déduit  une  conséquence  inté- 
ressante qui  est  la  suivante. 

Imaginons  que  l'on  définisse  une  courbe  par  une  propriété  de 
sa  tangente,  et  que  cette  propriété  soit  de  telle  nature  que  :  i°  par 
un  point  M  quelconque  du  plan  on  ne  puisse  faire  passer  qu'une 
droite  satisfaisant  aux  conditions  imposées  à  la  tangente  ; 
2°  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  une  droite  passant  par  un 
certain  point  fixe  O,  la  tangente  en  M  converge  en  un  point  I 
dont  la  position  dépende  uniquement  de  OM. 

D'après  la  première  condition,  on  voit  que  la  courbe  cherchée 
fait  partie   d'un  faisceau,    c'est-à-dire  quelle  a  une  équation 

différentielle  du  premier  degré  par  rapport  à  — -  •  La  seconde 

condition  indique  en  outre  que,  si  l'on  prend  le  point  O  pour 
origine  des  coordonnées,  les  polynômes  M  ef,  N,  ainsi  que  L,  de 
V  équation  différentielle  mise  sous  la  foinie  (2),  seront  homogènes 
en  x  et  y. 

Il  y  a  plus  :  non-seulement  on  peut  ainsi  prévoir  d'avance  la 
forme  de  l'équation  différentielle  résolvant  le  problème,  mais  on 
peut  encore  affirmer  que  l'intégration  de  cette  équation  se  ramène 
aux  quadratures.  Cette  intégration  se  conclut,  en  effet,  par  une  gé- 
néralisation immédiate,  de  la  méthode  donnée  par  M.  Darboux, 
pour  le  cas  particulier  de  v  =  2,  dans  le  beau  Mémoire  (')  que 
nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  citer.  Il  n'y  a  qu'à  suivre  la  même 
marche;  pour  cela,  rendons  l'équation  (2)  homogène,  en  rempla- 

('  )    Luc.   cit..  p,    Ij'|. 
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çanl  x  et  y  respectivement  par  -  et  —  •  l'équation  (2)  devient 

L[xdy  —  ydx)  -h  M  '  ydz  —  zdy)  -+-  H(zdx  —  xdz)  =  o, 

L,  M  et  N  restant  des  polynômes  homogènes  en  x  et  y  seulement. 
Faisons  maintenant  y  =  1 ,  et  par  suite  dy  =  o\  l'équation  pré- 
cédente peut  alors  s'écrire 

(M  —  N.r)  -^+N2-L=  o. 
a x 

C'est,  comme  on  le  voit,  une  équation  différentielle  linéaire  par 
rapport  à  z,  dont  on  sait  ramener  immédiatement  L'intégration  aux 
quadratures. 

III.  —  Applications. 

11.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  courbes  définies 
par  une  propriété  de  leur  tangente,  de  telle  nature  que  la  tangente 
en  un  point  31  d'une  pareille  courbe  passe  par  un  point  I  dépen- 
dant uniquement  de  la  direction  du  rayon  vecteur  OM,  qui  joint 
un  point  O  fixe  au  point  M. 

Problème  I.  —  On  donne  dans  un  plan  une  conique  et  un  point 
fixe  O,  et  V on  demande  de  trouver  une  courbe,  telle  t/tte  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  passe  par  le  pôle  1 
de  OM  par  rapport  à  la  conique. 

Il  est  tout  d'abord  facile  de  voir  que  la  solution  comporte  une 
infinité  de  courbes  formant  un  faisceau;  cela  résulte  de  ce  que  par 
chaque  point  Mil  ne  passe  qu'une  seule  transversale  OM,  laquelle 
n'a  qu'un  pôle  I  par  rapport  à  la  conique  fixe  donnée;  d'où  il  suit 
que  la  droite  MI  est  unique  pour  chaque  point  M.  D'autre  part,  la 
position  du  point  I  ne  variant  pas  lorsque  le  point  M  se  déplace 
sur  la  transversale,  on  en  conclut  que  le  système  admet  en  ()  un 
point  principal  multiple  d'un  ordre  égal  à  sa  caractéristique  v. 

Cherchons  quelle  sera  la  valeur  de  celle  caractéristique  v,  c  est- 
à-dire  du  degré  des  polynômes  L,  M,  N,  dans  L'équation  différen- 
tielle. A  cet  effet,  remarquons  d'abord  que,  quand  on  fait  tourner 
la  transversale  OM.  le  point  I  décrit  la  polaire  i-  du  point  0  p<u 
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rapport  à  la  conique  donnée.  Cela  posé,  considérons  une  droite  A 
quelconque,  et  cherchons  combien  il  y  aura  de  branches  de  courbes, 
satisfaisant  à  la  question,  tangentes  à  cette  droite.  Les  points  de 
contact  cherchés  sont  évidemment  sur  la  transversale,  ou  les  trans- 
versales, partant  du  point  O,  qui  correspondent  au  point  I  d'inter- 
section de  A  et  de  O;  or,  d'après  la  définition  donnée  plus  haut,  il 
n'v  a  qu'une  transversale  répondant  à  la  question  :  c'est  la  polaire 
du  point  I  par  rapport  à  la  conique.  Les  courbes  cherchées  ne 
toucheront  par  suite  A  qu'en  un  point,  intersection  de  cette  droite 
avec  la  transversale  ainsi  déterminée.  De  là  nous  concluons  que 
les  polynômes  L,  M  et  N  seront  du  premier  degré,  c'est-à-dire  que 
l'équation  différentielle  sera  un  cas  particulier  de  l'équation  de 
Jacob  i. 

12.  On  sait  que,  dans  le  cas  actuellement  considéré,  le  système 
de  courbes  défini  par  l'équation  différentielle  admet  trois  points- 
principaux  :  l'un  de  ces  points  est  le  point  O  ;  les  deux  autres  sont 
les  points  de  contact  A  et  B  des  tangentes  menées  du  point  O  à  la 
conique  donnée.  Cela  résulte  de  ce  que,  le  pôle  I  de  la  transver- 
sale OA  par  rapport  à  la  conique  coïncidant  avec  le  point  A,  la 
tangente  en  A  de  la  courbe  du  s\stème  qui  y  passe  est  indéter- 
minée; de  même  pour  B. 

En  intégrant  l'équation  différentielle,  on  trouverait  comme  ré- 
sultat le  faisceau  des  coniques  bitangentes  à  la  conique  proposée 
aux  points  V  et  B.  On  peut  d'ailleurs  le  prévoir  géométriquement, 
en  vertu  d'une  propriété  bien  connue  :  en  effet,  considérons  une 
transversale  quelconque  0\I  et  le  point  I  correspondant  :  on  sait 
que  01  est  conjuguée  harmonique  de  OM  par  rapport  à  OA  et  OBr 
c'est-à-dire  que  la  droite  OM  a  le  même  pôle  I  par  rapport  aux 
diverses  coniques  bitangentes,  en  A  et  B,  à  OA  et  OB.  Donc,  etc. 

13.  Problème  II.  —  Etant  données  dans  un  plan  quatre  droites 
fi. ces  A,  B,  C,  D  et  an  point  fixe  O,  on  joint  ce  point,  à  an 
point  M  pris  arbitrairement,  et  l'on  décrit  une  conique  tangente 
aux  cincj  droites  A.  B.  C,  D  et  OM  :  on  demande  de  trouver  an 
s}  sterne  de  courbes  tel,  <pie  la  tangente  en  M  à  la  courba  qui  y 
passe  aboutisse  au  centre  I  de  la  conique. 

Nous  pouvons  tout  d'abord  remarquer  qu'à  un  point  M  choisi  à 


-   189  - 

volonté  il  ne  correspond  qu'une  (-(inique,  à  savoir  la  conique  jtan- 
gente  :m\  cinq  droites  A,  B,  C,  D  et  OM,  et,  par  suite,  qu'un 
seul  point  I,  qui  est  le  centre  de  cetle  conique.  On  ne  peut  donc 
tracer  en  M  qu'une  tangente  :  d'où  nous  concluons  que  le  système 
est  un  faisceau.  De  plus,  le  point  I  restant  invariable,  quand  le 
point  M  se  déplace  sur  la  droite  OM,  le  point  O  est  un  point  prin- 
cipal multiple  d'un  ordre  égal  à  la  caractéristique  v  du  faisceau. 

On  peut  déterminer  cette  caractéristique  géométriquement. 
Pour  cela,  cherchons  en  combien  de  points  les  courbes  du  sys- 
tème touchent  une  droite  quelconque  A  :  remarquons  qu'en  vertu 
d'un  théorème  bien  connu  le  lieu  des  points  I  correspondant  aux 
différentes  droites  partant  du  point  O  est  une  droite  A,  puisque 
c'est  le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  aux  quatre 
droites  A,  B,  C,  D.  Soit  I  le  point  d'intersection  de  A  et  de  A  : 
décrivons  la  conique  tangente  à  A,  B,  C,  D  et  ayant  pour  centre 
le  point  I,  laquelle  est  unique,  comme  on  le  sait;  puis,  du  point  O 
menons  les  deux  tangentes  à  cette  conique.  Les  points  cherchés 
doivent  se  trouver  à  l'intersection  de  A  avec  ces  deux  tangentes  : 
d'où  nous  concluons  que  Ton  a  v  =  2. 

14'.  Le  point  O  étant  un  point  principal  multiple  d'un  ordre  de 
multiplicité  égal  à  v-=  4>  il  doit  exister  v  -f- 1  =  3  autres  points 
principaux.  Ce  sont  les  positions  du  point  I,  situées  respectivement 
sur  les  transversales  OM  auxquelles  elles  correspondent;  mais 
chacun  des  points  I  est  le  centre  d'une  conique  tangente  à  \.  B, 
C,  D  et  à  OM;  par  suite,  pour  que  la  circonstance  indiquée  soit 
réalisée,  il  faut  que  OM  soit  une  asymptote  de  la  conique.  Or, 
considérons  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  O  à  toutes  les  coniques  tangentes  aux  droites  A,  B,  C,  D  :  ce 
lieu  est  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double  en  <  ), 
car  il  existe  une  de  ces  coniques  et  une  seule  tangente  à  une  droite 
quelconque  issue  du  point  O,  et  il  y  a  deux  de  ces  coniques  qui 
passent  en  ce  point.  Cela  posé,  on  aura  évidemment  les  trois 
droites  cherchées,  en  prenant  les  parallèles  menées  par  O  aux 
trois  directions  asvmptotiques  de  la  courbe  du  troisième  ordre 
considérée. 

On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  détermination  des  trois 
points  principaux  dépendrai!  d'une  équation  du  troisième  degré. 
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Dans  l'exemple  qui  va  suivre,  et  pour  lequel  on  a  encore  v  =  2,  il 
existe  trois  points  principaux  simples  qui  se  construisent  avec  la 
règle  et  le  compas. 

lo.  Problème  III. —  On  donne  deux  droites  A  et  B  se  coupant 
en  un  point  d,  et  trois  points  fixes  O,  g  et  h:  par  le  point  O  on 
mené  une  transversale  aboutissant  à  un  point  M  pris  arbitraire- 
ment; cette  transversale  rencontre  respectivement  en  a  et  b  les 
deux  droites  A  et  B;  on  joint  a  et  g,  ainsi  que  b  et  h  :  les  deux 
droites  obtenues  se  coupent  en  un  point  I.  On  demande  d'étudier 
le  système  de  courbes  défini  par  la  condition  que  la  tangente 
en  M  à  la  courbe  qui  y  j?asse  converge  au  point  I. 

On  voit  d'abord  immédiatement,  en  répétant  le  raisonnement 
déjà  fait  pour  les  deux  exemples  précédents,  que  le  système  en 
question  est  un  faisceau,  avant  en  O  un  point  principal  multiple 
•  l'un  ordre  égal  à  v2,  v  étant  la  caractéristique  de  ce  faisceau. 

Pour  trouver  cette  caractéristique,  remarquons  que  le  lieu  du 
point  I,  pour  les  diverses  positions  de  OM,  est  une  conique  qui 
passe  par  les  trois  points  r/,  g,  h.  En  effet,  la  transversale  OM 
détermine  sur  A  et  B  deux  divisions  homographiques  :  par  suite, 
ga  et  lib  sont  les  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques, et  leur  intersection  I,  d'après  une  propriété  bien  connue, 
décrit  une  conique  (C)  contenant  les  points  g  et  h.  Cette  conique 
passe  en  outre  par  le  point  d;  en  effet,  lorsque  la  transversale 
coïncide  avec  Qd,  les  deux  points  a  et  b  se  confondent  en  d,  et 
il  en  est  par  suite  de  même  du  point  I. 

1(5.  Cela  posé,  cherchons  en  combien  de  points  une  droite 
quelconque  A  est  tangente  à  des  courbes  du  faisceau.  Cette 
droite  A  coupe  la  conique  (C)  en  deux  points  1  :  chacun  de  ces 
points  I  détermine  une  transversale  OM  et  une  seule,  que  l'on 
obtient  en  joignant  les  points  a  et  b,  où  les  droites  Ig  et  \h  ren- 
contrent respectivement  A  et  B.  Les  points  d'intersection  de  A 
avec  les  deux  transversales  ainsi  construites  sont  les  seuls  points 
en  lesquels  A  soit  tangente  à  des  courbes  du  faisceau.  Donc  on  a 
v  =  1. 

Le    faisceau  admettant   sept   points  principaux,  et   le  point  O, 
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d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  comptant  pour  quatre,  il 
doit  exister  trois  autres  points  principaux.  L'un  de  ces  points  est 
évidemment  le  point  d,  ce  point  coïncidant  avec  le  point  I,  lorsque 
la  transversale  OM  se  confond  avec  Od.  Les  deux  autres  points 
principaux  sont  les  points  e  et  f,  où  Qg  et  Oh  rencontrent  res- 
pectivement les  droites  B  et  A.  En  effet,  considérons  par  exemple 
la  transversale  Og  qui  coupe  A  et  B  respectivement  aux  points  a 
et  e  :  le  point  I  correspondant  est  donné  par  l'intersection  de  gx 
et  de  he;  mais,  gx  se  confondant  avec  la  transversale,  son  point 
d'intersection  avec  he  n'est  autre  que  le  point  e:  le  point  e  est 
donc  une  position  du  point  I  pour  laquelle  ce  point  se  trouve  sur 
la  transversale  correspondante  :  c'est  donc  un  point  principal.  Le 
même  raisonnement  s'applique  au  point  y. 

17.  Problème  IV.  —  Etant  donnes  un  point  O  fixe  et  une 
courbe  (C)  d'ordre  p,  ayant  un  point  multiple  K  d'ordre  p  —  1 , 
on  joint  le  point  O  à  un  point  quelconque  M,  puis  du  point  R  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  OM  qui  rencontre  la  courbe  (C) 
en  un  nouveau  point  I.  On  demande  d'étudier  le  système  de 
courbes  tel,  que  la  tangente  en  M,  à  la  courbe  qui  y  passe,  abou- 
tisse au  point  I. 

On  voit  tout  de  suite  que  le  système  qui  vient  d'être  défini  est 
un  faisceau,  ayant  un  point  principal  multiple,  d'un  ordre  égal 
à  v2,  v  désignant  la  caractéristique  du  faisceau. 

Pour  avoir  cette  caractéristique  v,  c'est-à-dire  Je  nombre  des 
points  de  contact  des  courbes  du  faisceau  avec  une  droite  quel- 
conque A,  considérons  les  p  points  I  d'intersection  de  cette  droite 
avec  la  courbe  (G);  joignons  ces  points  au  point  K,  et  abaissons 
de  O  des  perpendiculaires  sur  les  droites  ainsi  obtenues  :  on  a  de 
la  sorte  p  transversales  OM,  à  chacune  desquelles  correspond 
un  des  p  points  I  d'intersection  de  A  et  de  (C)  :  les  points  de 
rencontre  de  ces  transversales  avec  A  sont  les  points  en  lesquels  A 
est  tangente  à  des  [courbes  du  faisceau  :  d'où  l'on  conclut  v  =  p. 

18.  Le  point  O  étant,  d'après  ce  que  l'on  a  vu,  un  point  prin- 
cipal multiple  d'ordre/;2,  et  le  nombre  total  des  points  principaux 
étant  égal  à  p-  -h  p  -+-  i  (5),  il  reste  />  -h  i   points  principaux  à  dé- 
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terminer.  Ces  points,  comme  dans  les  exemples  précédents,  sont  les 
positions  du  point  I  situées  respectivement  sur  les  transversales  OM 
qui  leur  correspondent  :  ils  doivent,  par  suite,  coïncider  avec  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  K  sur  lesdilcs  transver- 
sales. Or,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  situés  sur  le  cercle 
décrit  sur  OK  comme  diamètre.  Les  points  principaux  cherchés 
devant  se  trouver  à  la  fois  sur  ce  cercle  et  sur  la  courbe  (C)  sont 
situés  à  l'intersection  de  ces  deux  lignes.  Le  nombre  total  de  ces 
points  d'intersection  est  ip\  mais  il  y  ena/;  —  i  qui  sont  con- 
fondus avec  K,  et  qui  ne  satisfont  pas  à  la  condition  voulue  pour 
être  des  points  principaux;  les  points  l'estants,  au  nombre  de/>-t-i, 
sont  les  points  principaux  cherchés. 

19.  Appliquons  les  résultats  précédents  au  cas  où  la  courbe  (C) 
se  réduit  à  une  droite  D.  L'énoncé  du  problème  devient  alors  le 
suivant  : 

Etant  donnes  deux  points  fixes  O  et  K,  et  une  droite  fixe  D,  on 
joint  le  point  O  à  un  j)oint  quelconque  M,  puis  du  point  K  on 
abai  se  une  perpendiculaire  sur  OM  (pu  rencontre  la  droite  D  en 
un  point  I.  On  demande  quel  est  le  système  de  courbes  tel,  que 
la  tangente  en  M,  à  la  courbe  qui  y  passe,  aboutisse  au  point  I. 

Nous  savons  immédiatement  que  les  courbes  ainsi  définies 
forment  un  faisceau  dont  la  caractéristique  v  est  égale  à  l'unité,  et 
que  les  trois  points  principaux  simples  de  ce  faisceau  sont  le 
point  O  et  les  deux  points  d'intersection  de  D  avec  le  cercle  décrit 
sur  OK  comme  diamètre.  Il  résulte  de  là  que  l'équation  différen- 
tielle du  système  est  un  cas  particulier  de  l'équation  de  Jacobi; 
nous  allons  l'intégrer  par  la  méthode  géométrique,  que  nous  avons 
donnée  il  y  a  quelques  années,  pour  ce  genre  d'équations  (  '  ). 

20.  Formons  l'équation  différentielle  du  problème  en  prenant 
pour  origine  des  coordonnées  le  point  O,  et  pour  axes  deux  droites 
rectangulaires  dont  l'une,  l'axe  des  y,  soit  parallèle  à  la  droite  D. 
Soient 

(n)  X  =  /i 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXVI1I.  |>.  1693  et  iSj;. 
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l'équation  de  la  droite  D,  a.  et  (5  les  coordonnées  du  point  K.  Dé- 
signons par  x,  y  les  coordonnées  du  point  M,  et  par  X,  \  les 
coordonnées  courantes.  L'équation  de  la  'perpendiculaire  à  OM 
menée  par  le  point  K  est 

(12)  y  — p=— -(X— -«). 

y 

Les  équations  (11)  et  (12)  fournissent  immédiatement  les  coor- 
données du  point  I,  qui  sont 

X  =  //, 

Y  =3  —  -  (//  —  a). 

Ecrivons  que  le  coefficient  angulaire  — -  de  la  courbe  du  faisceau 

1  (il) 

qui  passe  par  le  point  M  est  égal  au  coefficient  angulaire  de  MI; 
on  obtient 

dy  '  1 


<l.r  x  —  // 

ou  bien 

(l3)  y(xdj-ydx)  +  [(a  —  //).r  +  6jr]^f  —  A.r^J'  =  °- 

Telle  est  l'équation  différentielle  des  courbes  cherchées.  Nous 
pouvons,  au  moyen  de  cette  équation,  retrouver  les  points  princi- 
paux du  faisceau.  Ces  points  sont  fournis  par  les  systèmes  de  va- 
leurs de  xelj  qui  vérifient  les  équations 

\  xy  —  hy  =  o, 

La  première  équation  se  dédouble  en  y  =  0  et  y  =  h.  En  fai- 
sant y  =  o  dans  la  seconde,  on  obtient  x  =  o;  on  retrouve  ainsi 
comme  point  principal  le  point  O.  Pour  x  =  //,  la  seconde  équa- 
tion devient  une  équation  du  deuxième  degré  en  y,  et  détermine 
deux  autres  points  principaux  situés  sur  D.  On  voit,  d'ailleurs, 
immédiatement  que  ces  points  sont  situés  sur  la  courbe 

.r2  -i-  _1  -  -  -  v.x  —  j3j  =  o, 

qui  n'est  autre  que  le  cercle  décrit  sur  Oiv  comme  diamètre.  C'est 
le  résultat  déjà  trouvé  géométriquement. 

vu.  1 3 
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21.   Cela  posé,  si  nous  appelons 

U  =  O,        V  ■=■  O,       H'  =  O 

les  équations  des  droites  EF,  OF,  OE,  qui  joignent  deux  à  deux 

les  trois  points   principaux,  et  si   nous   désignons  par  p  le  rap- 

.  .  sinIME    sinOME     .,.      ,       ,        ,    ,     , 

nort  anharmonique  constant  ■ .    „,,.,:  .   ^,-^,?  1  intégrale  générale 
1  1  sinIMF    sinOMF  b 

de  l'équation  (i3)  peut  s'écrire 


5)  «,— '<v*  w~  *  =  C, 


G  désignant  une  constante  arbitraire  (4  ). 

La  droite  u  =  o  n'est  autre  que  x  —  h  =  o.  Pour  avoir  les 
équations  des  deux  autres,  retranchons  membre  à  membre  les 
équations  (i4)>  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  x 
et  par  y  :  on  obtient 

[«-*}*»  + ter -4>f=o, 

équation  du  système  des  deux  droites  OE  et  OF.  Les  coefficients 
angulaires  de  ces  deux  droites  sont,  en  conséquence,  donnés  par 
l'équation 

hm-  — •  $m  —  (a  —  h\  =  o, 
d'où  

_  P d=  v',i2  +  4 «â  ■+■  4//2 


2  A 

En  désignant  par  ni  et  ira"  ces  deux  coefficients  angulaires,  nous 
pouvons  écrire  les  équations  des  deux  droites  OE  et  OF 

y  —  ni'  x  =  o,      )  —  m"  x  =  o. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  p.  Or,  soient  N  et  Q  les  points 
d'intersection  de  D  avec  OM  et  Ox;  on  a 

sinIME    sinOME        IE    NE 


sinIMF  "  sinOMF       1F*NF 


{*}  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXVIIF.  p.  18^7. 
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Ce  rapport  anharmonique  étant  constant  ('),  fjuelle  que  soit  la 
droite  OM,  évaluons-le  dans  le  cas  particulier  où  OM  coïncide 
avec  O x.  Alors  le  point  I  est  rejeté  à  l'infini,  et  l'on  obtient 

QF  _  tangQOF  _  m" 
P  ~  QË  ~  tangQOE  —  ~m7' 

En  remplaçant  dans  (10)  u,  v,  w  et  p  par  leurs  expressions,  et 
simplifiant,  on  trouve  l'intégrale  cherchée 

(.v  —  h  )m'-m"  [y.  _  m>  x  yn"  ^  _  m«  xy-m'  _  Q 

Remarque.  —  Les  courbes  définies  par  cette  équation  seront 
algébriques,  si  l'on  a  a  =  (3,  et  si  a  est  commensurable  avec  h. 

22.  Etude  d'une  équation  différentielle.  —  Nous  allons  main- 
tenant examiner  quelques  cas  particuliers  intéressants  de  l'équa- 
tion différentielle 

( .r2  +  j-2  )  ( x dy  —  ydx)  —  [ax1  -\-  b xy  -+-  cy1  )  dy 

■+-  (a.r2-f- S.r/  +  yj-2)<7.c  =  O. 

Cette  équation  définit  un  faisceau  de  caractéristique  v  —  2, 
ayant  à  l'origine  un  point  principal  quadruple.  Il  ne  se  distingue 
des  autres  faisceaux  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  qu'en  ce 
que  les  points  où  la  droite  de  l'infini  est  tangente  à  des  courbes  de 
ce  faisceau  sont  les  deux  ombilics,  c'est-à-dire  les  deux  points  ima- 
ginaires communs  à  tous  les  cercles  du  plan.  Cette  particularité, 
qui  disparaît  au  moyen  d'une  transformation  homographique,  fa- 
cilite, comme  on  va  le  voir,  l'étude  des  courbes  définies  par 
l'équation  (16);  et  d'abord  elle  va  nous  permettre  de  ramener 
cette  équation  à  une  équation  différentielle  linéaire,  par  une  mé- 


(')  On  sait  d'avance  que  ce  rapport  anharmonique  ost  constant  pour  tout  système 

(1,  1)  (Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXVIII,  p.  i6o,3);  mais  on  peut 
le  vérifier  dans  le  cas  actuel,  en  remarquant  que,  S  étant  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  P  sur  OM,  on  a 

IE    OF.        sinPSE     si n  OSE 


lr'    OF       sinPoF     siu  OSF 

Le  second  de  ces  rapports  artbârmoniqucs  est  constant,  car  les  quatre  angles  dont  il 
dépend  le  sont,  les  cinq  points  E,  F,  <>,!>,  S  étant  sur  le  cercle  décrit  sur  OP  contint 
diamètr  . 

1 3 . 
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ihode  différente  de  la  méthode  générale  indiquée  plus  haut  (10),  et 

qui  présente,  dans  certains  cas,  des  avantages  sur  cette  dernière. 

A  cet  effet,  effectuons  un  changement  de  variables,  en  posant 

x  =  r  cos  (/,     y  =  r  sin  0, 
d'où 

y 

<j  =  arc  tang  —  • 

On  tire  de  là,  en  différentiant, 

d.r  =  dr  cos  0  —  r  sin  OdO,     dr  =  a>  sin  9  4-  r  cos  6  r/O, 
xdr  —  y  d.r 

.i-  +  j2 

En  substituant  dans  l'équation  (ib"),  il  vient 

r-dO  —  f«  cos2  5  -4-  b  sin 5  cos 6  -+-  c  sin2  6)  [dr  sin  4  -+-  r  cosOdO\ 


n 

-+-  [v.  cos2  0  +  3  sin 5  cos 6  h-  y  sin2  0)  [dr  cosO  —  r  sinOdO;  =  o. 

Après  avoir  développé  et  ordonné,  posons 

1        v   •       /             rfr 
B  =  —  j      d  ou     r/?/  = , 

r  r2 

a  cos3  0  -+-  (  3  —  «  )  cos2  5  sin  5  -+-  !  v  —  £  )  cos  0  sin2  0  —  c  sin3  0  =  — ; — ;  » 

a  cos3  0  +  (/;+a)  cos2  6  sin  £  -h  (c  -+-  3)  cos  5  sin2  6  -h  y  sin30  =  77— (• 

En  faisant  cette  substitution  dans  (17),  on  obtient  l'équation 
différentielle  linéaire 

23.  D'après  ce  que  l'on  a  vu  plus  haut  (8),  si  l'on  considère 
une  droite  quelconque  OM  issue  de  l'origine,  les  tangentes  menées, 
aux  divers  points  de  cette  droite,  aux  courbes  du  faisceau  qui  y 
passent,  concourent  en  un  même  point  I;  et  ce  point  est  donné 
par  l'intersection  des  deux  droites 


a  -+-  bt  -{-  et2 

«  4-  (  S  —  a }  P-+-  I  v  —  b  )  t?  —  c/3 

t.r  -f-    ' ! — — — 

1  -t-  /* 
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La  construction  du  point  I  peut  se  faire  d'une  manière  simple 
dans  certains  cas  particuliers.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on 

ait 

P  =  a,      b  =  —  «,      c  =  o,      7  =  o. 

Les  équations  (i8)  se  réduisent  à 

«  H-  at 
J         a—  k  t 


La  seconde  de  ces  équations  représente  une  droite  parallèle  à 
OM,  et  passant  constamment  par  un  point  fixe  A  [x  =  o, y  =  a), 
quelle  que  soit  cette  droite.  Quant  à  la  première,  en  posant 

-  —  tangt»,     t  =  tango, 

son  équation  peut  s'écrire 

y  — :  x  tang(ô  -+■  m), 

ce  qui  indique  qu'elle  fait  avec  OM  un  angle  constant  et  égal  à  w. 
De  là  on  conclut  la  construction  du  point  I  pour  chaque  position 
de  la  droite  OM  :  ce  point  se  trouve  à  l'intersection  de  la  parallèle 
à  OM  menée  par  le  point  A  (x  =  o,j  =  a)  et  de  la  droite  passant 
par  O  et  inclinée  sur  OM  de  l'angle  w.  Le  lieu  des  points  I  est  par 
suite  le  segment  capable  de  l'angle  co  décrit  sur  OA. 

24.  L'équation  différentielle  (16)  se  réduit,  dans  le  cas  consi- 
déré, à 

(ig)  (,r2  H-  y-  )  [xdj  — ydx)  —  x[a.x  —  a.y)  dy  -f-  x[v.x  -+•  ay)  dx  =  o  ; 
elle  est  la  traduction  analytique  de  l'énoncé  suivant  : 

Étant  donnés  deux  point  s  fixes  O  et  A,  trouver  un  système  de 
courbes  telles  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  à  la  courbe 
qui  y  passe  aboutisse  au  point  1  d'intersection  de  la  parallèle  à 
OM  menée  par  le  point  A,  avec  la  droite  inclinée  d'un  angle 
constant  w  sur  OM  et  menée  par  le  point  O. 

Cherchons  à  intégrer  l'équation  (19).  Pour  cela,  écrivons-la  de 
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la  manière  suivante  : 

(.r2  —  y-  —  ax\  [xdj  —  > wdx)  -f-  u.x[xdx  -hrdy)  =  O, 

ou  bien,  en  effectuant  les  changements  de  variables  indiqués  pré- 
cédemment (122), 

r[r  —  a  cosO)  dO  -+-  c/.d/cosrJ  =  o, 

ou  encore 

du         a  i 

—  -h  -  u =  o. 

d'J  «  aCOS7 

C'est  une  équa  tion  différentielle  linéaire,  dont  l'intégrale  générale  est 

d'j 


**(-//* 


I             T <  Û  —  0o , 

; 

r*  ii,o-8o)  ,/$ 

-  =  -e    a 

c- 

ea            

r          « 

./ 

.                   cosG 

«  cos  S 

\  w  «o 

ou  bien 

(20) 

25.   Considérons  le  cas  particulier  où  a  =  o,  c'est-à-dire  w 
L'intégrale  précédente  se  simplifie  et  se  réduit 

r        K^         ^   cosey 
d'où  l'on  conclut,  en  effectuant  l'intégration, 

i  =  i[c-!„g.ang(ï+i)} 
ou  encore 

(o,]  '    -    »  [og  K  M' 

tanff^H-- 


*& 


Dans  ces  équations,  C  et  K  désignent  des  constantes  arbitraires. 

1     En  faisant  tourner  l'axe  polaire  d'un  angle  égal  à  i~  —  0,  cette  équation  devient 

ii  K 

-  =  -  lorr 


r       a.  .  6 

lang  - 
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Nous  avons  ainsi,  en  termes  finis,  l'équation  générale  des  courbes 
qui  répondent  à  la  question  suivante  : 

Étant  donnés  deux  points  fixes  O  et  A,  trouver  un  système  de 
courbes  tel,  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  qui  y  passe  abou- 
tisse au  point  I  d'intersection  de  la  parallèle  à  OM  menée  par 
le  point  A  avec  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le 
point  O. 

IV.  —  Courbe  d'ombre  de  la  surface  de  vis  à  filet  carré,  éclairée 
par  des  rayons  convergents. 

26.   Examinons  maintenant  le  cas  où  l'on  a 

b  =  O,       C  =  —  a,       a.  =  O,       3  =  2rt,       yzro, 

L'équation  (16)  devient 

(22)      (.r2  -4-  r2)  [xdy  — ydx)  —  a[.v2  —  jr2)  dy  -+-  laxydx  z=  o. 

Pour  intégrer  cette  équation,  servons-nous  de  la  transformation 
indiquée  plus  haut  (22)  :  elle  devient  alors,  toutes  réductions  faites, 

•      dr 

a  sin  5  — •  —  ar  cosQ  -\-  r2  =  o, 
d6 


ou  encore 


du 

a  sin  0 h  au  cos  6  =  1 

dû 


En  remarquant  que  le  premier  membre  de  la  dernière  équation  est 
la  dérivée  exacte  de  au  sinô,  et  désignant  par  o>  un  angle  constant, 
on  obtient  l'intégrale  cherchée,  qui  est 

au  sin  0  =  0  —  w, 


d'où  l'on  tire,  à  cause  de  -  =  /•, 

11 

23  r  — 


27.  Les  courbes  définies  par  une  équation  de  cette  forme  jouis- 
sent d'une  propriété  remarquable  :  ce  sont  les  projections,  sur  un 
plan  horizontal,  des  lignes  d'ombre  propre  d'une  surface  de  vis 
à  filet  carré  à  axe  vertical,  éclairée  par  des  rayons  lumineux 
convergents. 
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Nous  avons  déjà  rencontré  ce  résultat  dans  une  étude  Sur  les 
surfaces  de  vis,  insérée  au  Compte  rendu  du  Congrès  de  Paris  de 
V Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences  (p.  177). 
Nous  allons  en  donner  ici  une  nouvelle  démonstration  directe,  à 
l'aide  de  quelques  considérations  géométriques  fort  simples. 

Prenons  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  la  surface  de  vis  qui  contient  le  point  lumineux  A, 
et,  dans  ce  plan,  rapportons  la  projection  de  la  courbe  d'ombre 
propre  à  un  svslème  de  coordonnées  polaires  avant  pour  pôle  le 
pied  O  de  l'axe  de  la  surface  de  vis,  et  pour  axe  polaire  Ox  la  droite 
joignant  le  point  O  au  point  lumineux  A.  Posons  OA  =  a,  et  dési- 
gnons par  w  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  génératrice  de  la  sui'face 
située  dans  le  plan  horizontal.  En  appelant  h  le  pas  de  la  surface 
de  vis,  et  p  le  paramètre  de  distribution  commun  à  toutes  les  géné- 

h 
ratrices,  on  a,  comme  on  sait,  p  =  — • 
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28.  Cela  posé,  considérons  une  génératrice  quelconque  G  dont 
la  projection  horizontale  O  g  fait  avec  Ox  un  certain  angle  que 
nous  désignerons  par  S,  et  évaluons  Ja  distance  Om  =  /•  du  point  O 
au  point  7??,  projection  horizontale  du  point  M  de  la  courbe  d'ombre 
situé  sur  G.  Ce  point  M  n'est  autre  chose  que  le  point  de  la  géné- 
ratrice G  en  lequel  le  plan  passant  par  cette  droite  et  le  point  lu- 
mineux A  est  tangent  à  la  surface;  en  désignant  par  f  l'angle  de  ce 
plan  avec  le  plan  projetant  horizontalement  la  génératrice  G,  et  se 
rappelant  que  ce  dernier  plan  est  le  plan  central  de  la  génératrice 
et  que  le  point  central  est  situé  sur  l'axe,  on  a 

(24)  r  =  pta.ngf. 

Evaluons  tangç;  pour  cela,  soient  /  la  distance  du  point  A  à  Og- 
et  d  la  hauteur  de  G  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection. 
On  a  évidemment 

tango  =  ^ 


mais  on  a  aussi  d'autre  part 
1  =  a  sin  0 

En  tenant  compte  de  ces  expressions,  et  substituant  à  p  et  à  tango 


l  =  a  ûnO,      d  = (0  —  o>). 

2  — 
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leur  valeur  dans  la  relation  (24),  on  obtient 

11  si  n  fj 


0  —  » 

équation  polaire  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre. 
C'est  identiquement,  comme  on  le  voit,  l'équation  (23)  ('). 

29.  Remarques.  —  i°  L'équation  trouvée  est  indépendante  du 
pas  h  de  la  surface  de  "vis;  on  en  conclut  que  la  projection  hori- 
zontale de  la  courbe  d'ombre  est  la  même,  pour  toutes  les  surfaces 
de  vis  àjilet  carré  de  même  axe,  éclairées  par  le  même  point  lu- 
mineux, et  ayant  en  commun  une  génératrice  située  dajis  le  plan 
horizontal  qui  contient  le  point  lumineux. 

20  Pour  une  même  surface  de  vis  à  filet  carré,  si  l'on  déplace  le 
point  lumineux  sur  une  verticale,  on  obtient  une  succession  de 
courbes  d'ombre,  et,  pour  avoir  les  équations  polaires  des  pro- 
jections horizontales  de  ces  courbes,  il  n'v  a  qu'à  faire  varier  w 
dans  l'équation  (23).  L'angle  co  n'étant  autre  chose  que  la  con- 
stante arbitraire  introduite  par  l'intégration  de  l'équation  (22),  on 
en  conclut  que,  sur  un  même  plan  horizontal,  les  projections  des 
courbes  d'ombre  d'une  surface  de  vis  à  filet  carré,  éclairée  par 
une  série  de  points  lumineux  situés  sur  une  parallèle  à  l'axe  de 
la  surf  ace,  forment  un  faisceau  de  caractéristique  égale  à  2,  ayant 
pour  point  principal  quadruple  le  pied  de  l  axe  sur  le  plan  de 
projection. 

30.  Les  points  principaux  du  faisceau  des  courbes  d'ombre 
sont  donnés  par  le  système  des  deux  équations 

(  .r2  -h  y-  )  x  —  a  [  .xr  —  y- )  =  o, 
25  ^ 


xr  —  y-    r  —  2 ci  rr  —  o. 

La  seconde  équation  se  dédouble  en  y  =  o,  et 
(26)  -r2  -+-  j- — na.r        o. 


(')  Dans  le  cas  où  a  est  nul,  c'est-à-dire  où  le  point  lumineux  est  sur  la  surface. 

...  "  sin  0      _,,  ....  , 

1  équation   se  réduit  a  r  = — - — •   LUe  est  venliee.   quel   que   sml  /•,  pour  0        O,  ce 

qui  signifie  que  l'axe  polaire,  <>u  Lien  la  génératrice  qui  contient  le  point  lumineux, 
luit  partie  de  la  ligne  d'ombre;  c'est  évident  géométriquement. 


_  202  — 

En  faisant  y  =  o  dans  la  première  des  équations  (25),  elle  se  ré- 
duit à 

a;2(.r  —  a)  =  o, 

ce  qui  donne  comme  point  principal,  en  dehors  du  point  O  déjà 
connu,  le  point  A  [x  =  a, y  =  o),  c'est-à-dire  la  projection  hori- 
zontale du  point  lumineux. 

En  vertu  de  l'équation  (26),  remplaçons  dans  la  première  des 
équations  (25)  x2-{~jr2  par  iax\  nous  obtenons 

.r2  -f- r2  =  o, 

équation  qui,  combinée  avec  (26),  fournit  les  deux  autres  points 
principaux;  ce  sont,  comme  on  le  voit,  les  deux  ombilics  du  plan. 
En  résumé,  les  points  principaux  du  faisceau  composé  des  pro- 
jections des  courbes  d'ombre  de  la  surface  de  vis  àjîlet  carré 
comprennent  le  pied  de  l'axe  de  la  surface  de  vis  qui  compte 
pour  quatre  points,  la  projection  du  point  lumineux  et  les  deux 
ombilics  du  plan. 

31.  Les  deux  équations  (25)  se  prêtent  à  une  interprétation 
géométrique  très-simple  :  elles  définissent  respectivement  les  lieux 
des  points  de  contact  des  tangentes  aux  courbes  du  faisceau  paral- 
lèles à  l'axe  des  y  et  à  l'axe  des  x. 

La  seconde  des  équations  (25),  nous  l'avons  déjà  vu,  se  dé- 
double en 

y  =  o     et     .t-  -+-  y- — 2.ax=o. 

Le  lieu  qu'elle  définit  comprend,  par  suite,  la  droite  OA,  ce  qui 
s'explique  par  cette  raison  que  la  droite  OA  fait  partie  du  faisceau 
(28);  il  comprend,  en  outre,  le  cercle  décrit  du  point  A  comme 
centre  avec  AO  pour  rayon. 

Quant  à  la  première  des  équations  (  25  )  ( l  ),  on  reconnaît  qu'elle 
n'est  autre  que  l'équation  de  la  strophoïde  droite  ayant  pour  point 
double  le  point  O  et  pour  sommet  le  point  A.  On  conclut  de  là  le 
résultat  suivant  : 

Les  points  de   contact  des  tangentes  menées  à  la  projection 


tw  n  1  1   •  rtcos2  0 

{    ;  Un,  en  coordonnées  y>olaires,  r  = • 

cobO 
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horizontale  de  la  combe  d'ombre  de  la  surface  de  vis  h  filet 
carré,  parallèlement  à  la  droite  qui  joint  le  pied  de  l'axe  à  la 
projection  du  point  lumineux ,  sont  situés  sur  le  cercle  décrit  de 
ce  dernier  point  comme  centre  et  passant  par  le  pied  de  l'axe. 

Les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  même  courbe  perpen- 
diculaires à  la  direction  précédente,  sont  situés  sur  une  strophoïde 
droite,  ayant  pour  point  double  le  pied  de  l'axe  de  la  suif  ace 
de  vis,  et  pour  sommet  la  projection  du  point  lumineux. 

On  peut  ajouter,  à  cause  de  la  forme  même  de  l'équation  (22), 
que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  même  courbe 
parallèlement  à  une  direction  fxe,  mais  d'ailleurs  quelconque, 
sont  sur  une  anallagmalique  du  troisième  ordre,  ayant  pour  point 
double  le  pied  de  l'axe  de  la  surface  de  vis.  L  asymptote  réelle 
est  parallèle  à  la  direction  choisie,  et  les  tangentes  au  point 
double  sont  rectangulaires. 

32.  Construction  de  la  tangente  à  la  projection  horizontale  de 
la  courbe  d'ombre.  — Pour  avoir  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque M  de  la  projection  de  la  courbe  d'ombre,  il  suffit  de 
déterminer  le  point  I  auquel  aboutissent  les  tangentes  aux  courbes 
du  faisceau  (22)  menées  aux  divers  points  de  rencontre  de  ces 
courbes  avec  OM. 

Ce  point  I  est  déterminé  par  l'intersection  des  deux  droites  (18) 
dont  les  équations  deviennent,  dans  le  cas  actuel, 

(27)  jr  =  -—-£X, 

(28)  J  =  ^  +  4 

A  cause  de  t  =  tangQ,  l'équation  (27)  peut  s'écrire 

y—  x  tang2fl. 

Par  suite,  la  droite  qu'elle  définit  fait  avec  Oxun  angle  double 
de  l'angle  formé  par  OM  avec  la  même  droite;  autrement  dit,  elle 
est  symétrique  de  Ox  par  rapport  à  OM. 

La  droite  (28)  est  la  parallèle  à  OM  menée  par  le  point  fixe  li, 
symétrique   de    A   par  rapport    à  O.  De  la   construction    de   ces 


—  204  - 

deux  droites  on  conclut  immédiatement  que  le  point  I  s'obtient, 
en  prenant  le  symétrique  du  point  A  par  rapport  à  OM. 

En  conséquence,  la  tangente,  en  un  point  quelconque  M  de  la 
projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre  de  la  surface  de  vis 
à  filet  carré,  s'obtient  en  joignant  le  point  M  au  point  symé- 
trique de  la  projection  du  point  lumineux,  par  rapport  à  la  droite 
qui  joint  M  au  pied  de  l'axe  de  la  surface  de  vis. 

Cette  construction  donne,  comme  cas  particulier,  celle  de  l'a- 
symptote. L'équation  (s3)  indique,  et  on  le  voit  d'ailleurs  géomé- 
triquement, que  la  courbe  aune  asymptote  parallèle  à  la  génératrice 
de  la  surface  de  vis  située  dans  le  plan  horizontal  qui  contient  le 
point  lumineux.  L'asvmptote  elle-même  est  la  parallèle  à  cette 
génératrice  menée  par  le  point  B. 

33.  La  construction  à  laquelle  nous  venons  d'arriver,  pour  la 
tangente  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre  de  la 
surface  de  vis  à  filet  carré,  se  trouve  mentionnée  dans  la  Note  sur 
les  surfaces  de  vis  que  nous  avons  communiquée  au  Congrès  de 
Paris  de  l'Association  française  :  à  ce  moment-là  cette  construction 
nous  avait  paru  nouvelle;  mais  depuis  nous  l'avons  retrouvée  dans 
le  Traité  de  Géométrie  descriptive  de  M.  de  la  Gournerie 
(IIIe  Partie,  p.  148),  où  elle  est  obtenue  d'une  manière  simple  et 
élégante  par  la  considération  d'un  paraboloïde  osculateur.  Nous 
saisissons  l'occasion  qui  se  présente  de  restituer  au  savant  géomètre 
la  priorité  qui  lui  appartient  dans  cette  question,  en  appelant  seu- 
lement l'attention  sur  la  méthode  toute  différente  qui  nous  a 
conduit  à  la  résoudre,  et  notamment  sur  l'équation  très-simple 
en  coordonnées  polaires  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
d'ombre,  qui  nous  semble  n'avoir  pas  été  signalée  jusqu'ici  dans  les 
traités  de  Géométrie  descriptive.  Cette  équation,  non-seulement 
se  prête  à  la  détermination  facile  de  la  tangente ,  comme  nous 
l'avons  vu,  mais  elle  permet  aussi  de  se  rendre  compte  très-aisé- 
ment de  l'allure  générale  et  des  particularités  intéressantes  que 
présente  la  courbe. 
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206 

une 

variations  de  la  scintillation  selon  les  saisons 
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<P-y  dy 

d.i1  dr 

dans  laquelle  p  et  q  sont  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  seconde  espèce. 

VII.  '•» 
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